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Einleitung

In der Theorie der konformen Abbildung hat sich das Spiegelungsprin-

zip, welches von H. A. Schwarz eingefiihrt worden ist, als ein sehr wichti-
ges Hilfsmittel erv'iesen. Bekanntlich handelt es sich dabei um die X'ort-

setzung der gegebenen Abbildung iiber die Randkurve eines Gebietes hinaus.
Die Bedingung, unter welcher diese Fortsetzung erlaubt ist, heisst: Die
Randbögen sowohl des Bildbereiches als des Urbildbereiches sollen reguläre
analytische Kurvenbögen sein. Das Spiegelungsprinzip ist unverändert
in die Theorie der quasikonformen Abbildungen iibernommen worden. Die
Bedingungen fiir die X'ortsetzung sind auch dieselben: Die Bögen miissen

analytisch sein. Dann ist die X'ortsetzung mit unveränderter maximaler
Dilatation gewährt,.

Obgleich das Spiegelungsprinzip als Fortsetzungsmethode bei quasi-

konformen Abbildungen gut anwendbar ist,, hat es den l{achteil, dass es

nur beim Arbeiten mit analytischen Randbögen zur Verfiigung steht. Hat
das zu erforschende Gebiet z.B. Ecken, so kann man gewöhnlich bei Eck-
punkten keine Fortsetzung mit dieser Methode gewinnen.

Wegen der starken Verallgemeiuerung, durch welche die quasikonforme
Abbildung aus der konforrnen Abbildung entsteht, ist jedoch zu erwarten,
dass die analytischen Randbögen fiir die X'ortsetzbarkeit eine unnötig enge

Kurvenklasse bilden. Die vorliegende Arbeit hat den Zweck, ganz allge-

mein die Bedingungen zu untersuchen, unter welchen die X'ortsetzung bei

quasikonformen Abbilclungen iiber einen Jordanschen Randbogen möglich
ist. Dabei wird nicht gefordert, dass die maximale Dilatation der r\bbildung
unverändert bleibt. Vielmehr wird untersucht, welche neue obere Schranke
fiir die Dilatation der fortgesetzten Abbildung garantiert'werden kann.

Die Untersuchung beruht 'wesentlich auf einigen neueren Resultaten
von A. Beurling und L. Ahlfors iiber das Randverh.alten der quasikonfor-
men Abbildungen. Diese sind in § 2 zusammengefasst und fiir die vorlie-
gende lJntersuchung weitergefiihrt. In § 3 wird die Fortsetzung einer quasi-

konformen Abbildung von einem Jordangebiet auf die Halbeber,ezttr quasi-

konformen Abbildung der ganzen Bbene untersucht. Daraus geht hervor, dass

die Fortsetzung auf den Eigenschaften der Begrenzungskurve allein be-
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ruht, die fortzusetzende Abbildung spielt dabei keine Rolle. Kurven dieser
Art werden mit zwei notwendigen und hinreichenden Bedingungen cha-
rakterisiert (Satz 3 und Satz 4).

In § 4 wird ein zu § 3 analoges X'ortsetzungsproblem untersucht, und
zwar die X'ortsetzung iiber einen freien Jordanbogen hinaus. Auch hier
kann man feststellen, dass die Fortsetzung nur auf den Eigenschaften des

Bogens beruhend möglich ist (Satz 10). Die Eigenschaft eines Kurvenbo-
gens, eine quasikonforme X'ortsetz:ung aJ gestatten, kann man auch im
Kleinen aussprechen. Ein Bogen gestattet die X'ortsetzung der Abbildung
eines am Bogen sich begrenzenden Gebietes iiber den Bogen bis zu einem
anderen Gebiet dann und nur dann, wenn der Bogen in jedem Punkt eine
lokale Bedingung erfiillt (Satz tt). Dieses Resultat gilt auch fiir die in § 3

behandelten X'ortsetzungen (Satz l2).
In § 5 werden unter weitgehender Anwendung der Resultate von § 4

spezielle Bogenklassen untersucht. Dabei wird z.B. gefunden, dass ein
Kurvenbogen mit stiickweise stetiger und beschränkter Kriimmung und ohne

Nullwinkel eine quasikonforme X'ortsetzung gestattet (Satz l7).
Kurz vor der Drucklegung hat der Verfasser dieser Arbeit erfahren, dass

einige der mit § 3 verwandten X'ragen von A. Pfluger in [10] behandelt wor-
den sind. Pfluger hat durch einige andere Fragestellungen zu genau der-

selben Kurvenklasse wie wir in § 3 gefunden und diese Kurven als »kreis-

ähnlich» bezeichnet. Die kreisähnlichen Kurven sind dann von ihm mit
ungefähr ähnlichen Bedingungen wie hier in § 3 charakterisiert worden.
Pfluger beweist auch, dass es nichtrektifizierbare kreisähnliche Kurven
gibt.

§ 1. Detinition unil Grundeigenschatten einer quasikonformen Abbililung

1. Mit Vi,ereck sei hier eine Konfiguration bezeichnet, die sich aus einem

Jordangebiet, vier verschiedenen Randpunkten desselben und vier von
diesen Punkten ausgehend aus dem Rande geschnittenen Seiten zusammen-

setzt, nachdem wir einem der entgegengesetzten Seitenpaare durch die
Bezeichnung »Hauptseitenpaar» eine Sonderstellung verliehen haben. Wenn
die zu zwei Vierecken gehörenden Gebiete aufeinander konform abgebildet
werden können, derart, dass die Hauptseitenpaare aufeinander abgebildet
werden, so sagt man, die Yierecke seien lconformriquiaal,enä. Nach dieser

Eigenschaft wird die Gesamtheit der Yierecke in Äquivalenzklassen ein-
geteilt: Je zwei Vierecke von derselben Klasse sind aufeinander abzubilden.
Es leuchtet ziemlich leicht ein, dass es in jeder Klasse auch euklidische
Rechtecke gibt, dessen jedes in seiner Klasse ein konstantes SeitenverhäIt-
nis besitzt. Dieses Verhältnis, mit der Länge des Hauptseitenpaares im
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Zähler,heisst Mod,ul der Vierecke in der entsprechenden Äqui'r'alenzklasse.
Der Modul eines Vierecks Q wird M(Q) bezeichnet.

Es ist bemerkenswert, dass der Begriff des konformen Moduls nicht
nur aus einem speziellen Abbildungsproblem herriihrt. Dieser Begriff kann
ganz unabhängig von der Theorie der analytischen Funktionen durch den

Begriff der extremalen Längen definiert werden. Man könnte sogar im
Prinzip - wenn man rron den beweistechnischen Schwierigkeiten absieht

- die ganze Theorie der konformen Abbildung auf dem Begriff des kon-
formen Moduls aufbauen. Das beruht auf den Sat'z: Eine orientieru,ngstreue

topol,ogische Abbildung, be'i d,er jed,es Viereclc d,es qbzubild,en'd,en Gebietes seinen

Mod,ul behcilt, 'ist konforrn.

2. In dieser Arbeit u,erden die quasihonformen Abbildungen im Sinrre

der folgenden geometrischen Definition behandelt: Eine orientierungstreue

topologische Abbild,ung aon d,em Gebiet G auf G' heisst quasikonforvll,'trenn

fti;r jedes in G gelegene Viereck Q und ilas entsprechend,en Bilduiereck Q'
d,ie Ungleichung

M(Q',) < K.M(Q)

erfal,lt osf. Hierbei ist 1{ eine feste endliche Konstante.
.Nls Dilatat'ionsquotient des Vierecks Q in der Abbildung sei das Ver-

hältnis
D(Q): M(Q',) I M(Q) ,

nnd als marimale Dilatation die obere Grenze

K(G) : sup D(Q) .

bezeichnet, wo das Supremum iiber alle mit ihren Rändern in G liegenden

Yierecke Q genommen wird. Die Abbildung ist folglich quasikonform, so-

bald K(G) endlich ist. Wenn K(G) < J( ist, heisst die Abbildung K-
quasikonform.

3. Die Quasikonformität der Abbildung kann auch lokal ausgesprochen

v'erden. Es sei z ein Punkt im Gebiet G und G, eir, Teilgebiet von 6 ,

das z enthält. Nehmen wir alle möglichen Teilgebiete G, inBetracht und
bilden die untere Grenze

K(z) : irfi K(G,) ,
Gz

so wird die Grösse K(z) als die marimale Dilatotioru d'er Abbi,ld,ung im Punlde
z bezeichnet. Es kann bewiesen werden, dass

zeG
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Wenn u,'ir besonders eine stetig differenzierbare Abbildung w(z) :
u(r , A) { i u(* , g) betrachten, deren X'unktionaldeterminante bei z posi-
tiv ist, so verhält sich die Abbildung in einer infinitesimalen Umgebung von
z affin. Die lokale maximale Dilatation R(z) eruechnet sich dann explizit
aus der Gleichung

K(r) + LIK(z)-
u1 +%X+u'z"+atr

0(u , a)

o(r ,a)

+. Die Eigenschaften der quasikonformen Abbildungen sind in grossem
Umfang analog zu denen der konformen Abbildungen. Die inverse Abbildung
ist immer auch quasikonfornr, eine aus zwei quasikonformen Abbildungen
zusammengesetzte Abbildung ist quasikonform, das Spiegelungsprinzip
gilt in genau derselben Form wie bei konformen Abbildungen usw. . Uber
«lie Eigenschaften der quasikonformen Ahbildungen sei auf [1] und [7] ver-
wiesen.

§ 2. Ränderzuordnung bei einer quasikonformen Abbildung

5. Betrachten wir eine quasikonforme Abbildung eines Jordangebietes
auf ein anderes Jordangebiet,, so kann mit Hilfe einer allgemeinen Yerzer-
rungseigenschaft der quasikonformen Abbildungen (Ahlfors [l]) bewiesen
werden, dass die Abbildung bis zum Rande stetig fortgesetzt werden kann.

Es sei nun ?, : w(z) eine /(-quasikonforme Selbstabbildung der oberen
Halbebene, bei w-elcher der unendlich ferne Punkt in sich selbst, abgebildet
wird. Die Ränderzuordnung p(r) : a;(a) dieser Abbildung erfiillt die fol-
gende p-Bed,i,ngung: Ds gibt e'ine Konstante g )- I d,erart, il,ass clie Unglei,ch-
ungen

p(r * t) p(r)
(1)

=q
I
g

gleichmcissig fUr alle reellen l|lerteTtaare (r , t) , t > 0 , gelten. Die Begrtin-
dung dieses leicht zu berreiseuden Resultats ist z.B. in [2] und [8] zu finden.
Es ist bemerkenslr,-ert, dass man fiir die I'amilie der K-quasikonformen
Abbildungen erwähnter Art die optimale Grenze S : ),(K) entdeckt hat.

fn der im Jahre 1956 erschienenen Arbeit [2] haben A. Beurling und
L. Ahlfors durch eine explizite Konstruktion das bedeutende Resultat be-
wiesen, dass es fiir jede wachsende Funktion p(a) , die auf der ganzen
reellen Achse definiert ist und die g-Redingung erfiillt, eine quasikonforme
Selbstabbildung der oberen Halbebene mit der Ränderzuordnung p(r)
gibt. Ihre Konstruktion ist folgende: w(z): u.(r,y) + iu(r,y), wo
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lp@ * ty) * p(x - ty)j dt ,

lp@ * ty) - ptr - tu)l itt

Mit geeigneter Wahl des Parameters r können sie beweisen, dass rnan im-
mer eine g2-quasikonforme Abbildung gesuchter Art finden kann. Die
Grenze Q' fiir die maximale Dilatation ist nicht die Bestmögliche, eine

solche Grenze ist bis heute unbekannt,.
Zusammengefasst erhalten u,ir den
§atz 1. Es gibt eine quasikonfornte Belbstabbild,ung d,er oberen Halbebene

mit der reellwertigen Rcinrl,erzuordnung u: p(r) genau ilann, wenn ili,e

Funktion p(r) d,ie p-Bed,ingung erfullt.

6. Es sei rntn w(z) eine beliebige quasikonforme Abbildung der oberen
Halbebene auf sich selbst. Das Verhalten einer solchen Abbildung am Rande

lässt sich mit einer ähnlichen Bedingung wie im X'alle des unendlich fernen
Fixpunktes charakterisieren. In jedem fntervalle a I r ( b , in dem die

Randabbildungsfunktion endlich bleibt. ist' nämlich clie foigende Rand-
bedingung erfiillt:

Es gibt eirue l{onstclite o2l clerctt't, class ilie (}ngleicltungen (I) fiir alle

reellen Wert.epaare (r, t), t > 0, gelten, bei d,enen die lYerte r, r * t,
x - t im Interuq,lle (a , b) liegen.

Zum Beweis benutzen wir Satz I. Es sei po derjenige Punkt, der reellen
Achse, auf den der unendlich ferne Punkt abgebildet wird. Der Punkt po

liegt ausserhalb des fntervalls p(a) < u < p(b), und folglich hat die
lirreare Transformation L(w) : - ll(* - gi , welche eine Selbstab-
bildung der oberen Halbebene ist, in diesem Intervall eine stetige reellwer-
tige Ableitung, die von NulI verschieden ist. Die Ableitung hat im genann-

ten fnteryall ein endliches Maximum bzw. Minimum, M bzw. qn. Die
zusammengesetzte Abbildung LQa(z)) häIt den unendlich fernen Punkt
fest und gemäss Satz I kann man eine Zahl g derart finden, dass die Un-
gleichungen

, . L_(y(! * t))_- L(w(r)) . nq : L(w(r))- L('*^@ -r)) 
:-

geiten. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung ergibt, wenn o I r { t
< ö ist:

/

/

fr

tt

1_T
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Hierbei ge16en die
inr Intervaile (a,

IJngleichungen m < L' (§,,)

b) die I)ngleichungen = 
Åf , t, :- 1. 2 . Somit sincl

m

h't g ==
{s

?',{L

u(r * f) ta(r)

t»(x) - L,D(x -

erfiillt.
wenn umgekehrt eine ryachsende Funktion p(r) gegeben ist, welche

die g-Bedingung im Intervall a { r < b erfiillt, so kann man eine Selbst-

abbildung der oberen Halbebene konstruieren, clie in a ! r <b mit

7t(*) ztsammenfällt. Das ist, eine unmittelbare Folge der 'Iatsache, dass es

möglich ist, eine p-Iortsetzung fff die Frinktior pt(r) zu finden, d.h. eine

auf d.er gainzen reellen Achse definierte tr'unktion, die dort eine g-Bedingung

erfiillt und im Intervall a ! r { å mit p(r) ztsammenfällt. Dieses Re-

sultat stammt, von O. Lehto und K. I. Virtanen [8], die dafiir eine explizite

Konstruktion angeben. Sie geben jedocli keinen Belr-eis. Da unsere späteren

Betrachtungen ganz ryesentlich auf diesem Resultat, aufbauen, sei hier ein

Beweis zur Giiltigkeit ihrer Konstruktion gegeben.

Esseiirnlntervall 0<r5l eine,durch p(O) :0, p(t) :1 nor-

mierte, ryachsende reellwertige tr'unktion p(r) gegelten. Lehto und Virta-
nan bilden eine auf d.er ganzen reellen Achse definierte Funktion P(r) ,

indem sie

(2)
{P(")-p(n), fiir 0{r 

=1,

[r(r) -P(r 2n)+2n, fiir2n 1!r=2n*1

setzen. tr\renn die Funktiol p(r) im Intervall 0 < r I L eine g-Bedingung

mit p : go erfiillt, dann ist fiir P(r) eine (andere) g-Bedingung auf der

gattzon reellen Achse erftillt.
Der Beweis d.ieses Resultats ist ziemlich urnständlich. Am miihsamsten

ist das Zusammenfiigen der X'ortsetzung mit, der urspriinglichen Funktion
in den Punkten fr - 0 und r : 1 .

IJm obere und untere Schranken fiir den Ausdruck

P(r -f t) - P(r)
q(*, t) : p@) _ p(n - t)

zu find.en, suchen wir zunächst Abschätzungen fiir q(r, t) in den drei son-

derfällen:

A. 0 !r*t<
B. 0

C. I

I, 0{r-
1 . -1 { r
2, 0!r
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irnmer P (*) - p(m) , so dass wegen der Eigenschaft

I

Qp

Im Falle B ist wegen (2)

p(r -f t) - p(x)
q(r, t1 : 

e@) + eU _ r)

I)nsere Methode der Abschätatng ist von den Grössenverhältnissen der r
und f abhängig. Ist r < t ! 2r, so erhält man

,\ -. p(3r) p(r) lp(3r) - p()*) 
r l t2 Q*) - r)@)1 - ^ t

p(2x)-p(r), 1

t) 
=- 2p(.) - rr,

aber t>2m, sor,vird

Im Falle A ist
d"er Funktion p(r)

(3)

q(r,

q.(x,

Ist

q (r, t) 
= #,tl : l#;+å* +, 

I

7t(t)-p(tl2) I 1

q(r,t))zpA-;U_i -_ _ t,t,l.rl >l+rs,
r _r 

', 1,\,) _i|t4
Jedenfalls haben lr'ir irn Falle B die Schranken

1(4) r+ 2er{ q(*'t) 
= P', _l_ sp * 1 '

Im FaIIe C erhält der Ausdruck q(*r l) rvegen (2) die X'orm

2-p(2-r-t)-p(*)
q(r,t): e@)_e@_» -

Die Abschätzung kann hier mit Hilfe des Resultats (4) ausgefiihrt werden.
Dafiir bemerken wir, dass die X'unktion p(r): I - p(l - r) genau die-
selbe p-Bedingung im Intervall 0 < r { | erfiillt, wie unsere Funktion.
p(r).Umgekehrt ist p(r): I- p(t- *).Wennwirnoch fr:t-r
bezeichnen, so haben wir

I e@+t)-e@)
q@n: n1a! a -rrt - n) '

und die Ungleichungen C erhalten nun die Form
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C' :0{r.1t<t, -l< r-t<0, 0<r<I/3, O<7<t.
Wenn man im Falle B die Variable z und die X'unktion p(r) rrrit i bzw.
p(i) ercehzt, sieht man, dass das Resultat (4) anwendbar ist, und man erhält

I
(5)

\rorHufig haben wir in den Resultaten (3), (a) und (5) Abschätzungen

ftu q(r, t) in einem kleineren Gebiet der (r, f)-Ebene bekommen (vgI.

Abb. 1). Weilimmer qrä t, geltenimGebiete 0Sr:<1, 0 <t<ll3
die Ungleichungen

I
(6)

(7)

Dieses Resultat erlaubt uns, Abschätzungen fld;r q(r, f) in der gesamten

(r, ä)-Ebene aufzustellen.

Abb. r.

Aus der Definition der P(") folgt, dass die Futktionalgleichungen
P(- r) : -. P(r) , P(r + 2) : P(r) * 2 erfiillt sind. Folglich gelten ftir
q(r, t) die Gleichungen

n

Mit Hilfe der Beziehungen (7) sieht man, dass die Abschätzungen (6) fiir
jeden Wert rron r gelten, wenn nur 0 < , < 1/3 ist.

Um Abschätzangen fiilr q(r,t) fiir beliebige f-Werte zu bekommen,

gehen wir folgendermassen vor: Bezeichnen wir

y=n/z
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t("): P(r I tls) -- P(r) ,

so gilt die Identität
5

(8) P(r * 2) - P(r): Zrt("+kl}):2.
Anderseits gilt, weil

q(r -l LIB , tls) - 
t1(r i tl})

,a@) '

nach (6) die Ungleichung

/(r I 1/3) < zsl /(r) .

i\{an sieht auch, dass allgemeiner

(e) l(r * kl}) < @aX)h /(n) , lc: L, 2, 3, . . . .

In Verbindung mit (9) ergibt die Identität (8)

z < t(ru) i (sa;f < Å@) . 6. (ssi)'

und schliesslich

=L = 
1@)<2.

69r

Istnun nl\<t{(n + 1)/3, IL:I,2,..., sogiltftir jedes r

P(m * t) - P(*) = i ol* + kl3) { 2(n+ r),

:r: 11

P(" t t) - P(r) Z | /1r + kl}) > 
B%;u,

woraus zu ersehen ist, dass

n I n*l
;e :'#:e <q(r' t) < n ' 

' ' 'o' 
ei' '

W'eil (n * l)ln ( 2 ftir n,2 l, gilt, also unabhängig von t

I
znro Q 

!'l(*' r) < 2e16 q]o '

Die Behauptung, dass die aus p(u) durch den X'ortsetzungsprozess (2)

gewonnene Funktion P(") einer g-Bedingung auf der ganzen reellen

Achse geniigt, ist somit bewiesen. Ztgleich ist auch der folgende Satz bc-
griindet:
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Satz 2. Ei,ne wq,chsend,e int Interuall a ! r < b d,efinierte, reelle Xunk-
tion p(r) 'ist d,ann unil, nur d,ann ein Teil, il,er Rand,abbi,l,rl,ung e'iner quasi-
lconformen Selbstabbild,u,ng d,er oberen Halbebene, wenn p(r) im Interuall
a { r !. b eine q-Bed,ingung erfallt.

§ B. Fortsetzung einer quasikonfornaen Abbildung eines Jorrlangebietes
in die gaw,e Ebene

7. Betrachten 'vvir nun eine Jordankurve C in der abgeschlossenen
z-Ebene. Die Kurve C zerlegb die Ebene in zwei punktfrernde einfach zu-
samrnenhängende Gebiete G, und Gz. Es sei eine quasikonforme Ab-
bildung W(z) gegeben, die das Gebiet G, auf <lie obere zo-Halbebene ab-
bildet. Wir wollen zunächst untersuchen, uttter rrelchen Yoraussetzungen
die vorgegebene Abbildung W(z) zl einer qua-*ilioriformen Abbildung der
gesamten z-Ebene fortgesetzt'werden kann. I)a}-lei gestatten wir, dass die
maximale Dilatation der fortgesetzten Abbildung gt'össer isrt als cliejenige
der urspriirrglichen Abbildung.

Da es sich um eine quasikonforme Atrbilduug zr'vischen zrvei Jordan-
gebieten handelt, kann W(r-) ztr einem Homöornorphismus z'ivischen den
entsprechenden abgeschlossenen Gebieten errveitert lr.erden, rl.h. die Ab-
hildung ist stetig bis zum Rande und definiert zugleich eine stetigel) ein-
eindeutige Abbildung zrvischen der Kurve O und der zr-Achse (to : u * it:) .

Wir bezeichnen mit zo den Punkt der Kurve C, der auf w: oo abge-

bildet wird.
Wir bilden 'lveiter die zwei Gebiete Gr und G, konform auf die obere

bz'w. untere ao-Halbebene mit den .\bbildungsfunhtionen §r(r) bzw.
§r(a) ab. Dabei r,vählen'rvir die bis zuur Rande stetigen Funktionen §r(z)
und §r(z) so, dass Sr(zo) : §r(ro) - co ist. Die vorgegeher:e quasikorr-

forme Abbildung W(z) kann dann als das Abbildungsprodukt W(") :
(tr{r§rr)81(z) : 1'§r@) dargestellt u'erden. Hierbei ist Tr(zu) : \\'Sr'(w)
eine quasikonforme Selbstabbildung der obererr to-Halbebene, bei lrelcher
der Punkt w : @ in sich selbst iibergeht.

Nun sei angenommen, dass die Abbilclung IV(z) zu eitrer quasikonfor-
rnen Abbilclung del galozetT ltrbene fortgesetzt u'erden kann. Die angenom-
mene Fortsetzung ist dann eine Abbildung des Gebietes G, auf die
untere u-Halbebene, und diese ist als eine zusammengesetzte Abbildung
aus der konformen Abbildung ,-§2(z) und einer quasikonformen Selbstab-
bildung T r(w) der unteren Halbebene darstellbar. Auf der Kurve C muss

1) Die Stetigkeit ist hier rvie a,uch später in dieser Arbeit, im Sinne der sphärischon
Metrik zrr versteh.en,
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notwendig Trlr(z) : TzSz@) ' oder auf der za-Achse §'§;1 : T"T'
sein. Die Abbiidungen ?11 und ?, sind quasikonforme Selbstabbildungen

der obererr bzw. unteren Halbebenen, die den Punkt w : @ festhalten'

Satz I gemäss erfiillen Tr' und Tz auf der reellen Achse je eine A-

Bedingung. Es ist somitl) eine notu'endige voraussetzung. fiir die quasi-

korrforme Fortsetzbarkeit, dass d,ie Selbstabbi,l,rturug Sr§tt der u-Achse

e,ine p-Bed,ingung effillt.
Das gefundene Resultat ist umkehrbar: Die erwähnte Yoraussetzung

ist auch hinreichend.. Nehmen rvir nämlich an, dass die x'unktion §r§;1

eine p-Bed"inguug erfiillt, so geniigt auch die Randabbildung A(u) -:
?rSrs;l(,,) einer g-Bedingung. Dann kö,nen wir mit, der 1\fethode vol-,

nÅrrhrg u,d Ahlfors eine quasikonforrre Selbstabbildvng Atu) der *nte-

ren Halbebene konstruieren, w-elche die gegebene Randabbildung A(u)

enthält. Die Abbildung ASr(z) gibt uns dann die gesuchte n'ortset'zuug

der Funktionw(z): Auf der Jordankurve c besteht die Identftäb w(z) :
ASr(z), uncl die vorliegende Abbildung der gesarnterl a-Ebene ist also

topålogisch. Die Inyerse dieser Abbildung ist in del oberen uncl unteren

r2-Halbeberre quasikonform. Auf der reellen Achse ketrnetr lvir niclrt' un-

urittelbar das Verhaiten ihrer lokalen maxiuralen Dilatation' Aus einem

gruntllegenden Satz d.er Theorie der quasihcinformen Abbildungen (Ahlfors

irly fofgl aber, dass ihre rnaxirnale Dilatation auch auf der reellen Achse

iescnrant t ist, und nnter derselbel Schranke liegt rvie auf der oberen und

urrteren Halbebene. Die inr-erse Abbilrlung ist also quasikonforrn und somit

auch die betrashtete Abbildung.
Das Bestehen der gefund.enen, notrvendigen urrd hinreichend"en Bedin-

gung, \yonach §r§11 eine g-Bedingung erfiillen muss, ist eine Eigenschaft

äe, llorda,rkurve C . Wenn diese Bedingung besteht, kann man jede quasi-

konforme Abbildung des Gebietes G, auf die obere Halbebene, bei der

rlas Urbild cles Punktes ?, : oo gleich zo ist, zu einer Abbildung der

garlzen a-Ehene fortsetzen. Die tr'ord.erung, dass das urbild des Punktes

i, : oo gleich ao sein muss, ist jedoch unwesentlich. Nehrne, wir

an die obenerwähnte Fortsetzung iiber die Jordankurve c sei möglich

fiir alle diejenigen quasikonformen Abbildungen, bei denen das urbild
des Pr.rnktes u) :oo gleich z: zo ist. Es sei a : zr* zo ein Punkt auf

c uild w(z) eine quasikonforme Abbildung von Gt auf die obere zo-

Halbebene derart, dass W(zr) : q und W('o) : tuo * a ' Die quasi-

lionforme Abbildung LW(z) , wo L(w) : - ll(* - ur), bildet den

Punkt, z : zo a:;rf ,*^: oo ab, und sie kann deshalb zu einer quasikon-

formen Abbildung der ganzen Ebene fortgesetzt werden. Nach der x'ort-

, ) Die zrlsamrnenges etzte l-unktion zweier clie

tieinen erfiillt au.ch clie O-Bedingung, \4'ie man leicht
g-Bedingtlrlg erfiillenclen Funk-
rrrit Hilf'e des Satzes I sieht.

15
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setzung bilden wir noch die a;-Ebene mit Hilfe der linearen Transformation
t-l(w) auf sich selbst ab. So haben wir eine quasikonforme Abbildung der
gesarnten z-Ebene gewonnen, die im Gebiete Q mit der Abbildung W(z)
zusammenfällt, d.h. eine X'ortsetzung der gewiinschten Art.

wir untersuchen noch grob, wie weit die maximale Dilatation einer
,K-quasikonformen Abbildung W(z) in unserem X'ortsetzungsprozess
u,achsen kann. Dazu befassen wir uns nochmals mit dem entscheidenden
Schritt, der Konstruktion der quasikonformen selbstabbildung der unteren
u-Halbebene mit der Ränderzuordnung A(u) :7r§rB;1(z) . Ifnserer
Annahme gemäss erfiillt die Funktion §r§11 die g-Bedingung mit einem
endlichen Wert Q : Qc. Dann gibt es nach Beurling und Ahlfors eine
q26-quasikonforme Abbildung der unteren Ilalbebene mit d.er Ranriab-
bildung §r§;r(z) . Die quasikonforme Selbstabbildung TL der oberen
Halbebene kann zu einer /{-quasikonformen Selbstabbildung der unteren
Halbebene mit Hilfe des spiegelungsprinzips fortgesetzt werden. Als eine
zusammengesetzte Abbildung der zwei letztgenannten quasikonforrnen Ab-
bildungen gewimren rvir die gesuchte selbstabbildung der unteren Halb-
ebene mit der Randabbildung A(u) . Mit dieser Methorle können wir also
wenigstens eine Kq2c-quasikonforme Fortsetzung finden.

Zusammenfassend wurde bewiesen
§atz 3. Die z-Ebene sei uon e,iner Jordankurue C in zwei, Teilgebiete G,

und, G, zerlegt, d,ie durah Br(z) bzw. §r(r) konformt) auf d,ie obere bzw.
untere w-Halbebene clerart abgebildet sind,, d,ass sr'(*) : §t,(*) . Eine
quasilconforme Abbild,ung aon G, auf d,i,e obere Halbebene loann daTln und,
n,ur d,ann zu einer quasikonformen Abbild,ung d,er ganzen Ebene fortgesetzt
toerd,en, wenn d,,ie Kurae C so beschaffen,ist, ilass d,ie Funlction SrS;r auf
der reellen Achse e'ine p-Bed,ingung effil,lt. wenn d,ie fortzusetzend,e Abbitd,ung
in GL K-quasilconform ist und, SrS;t die p-Bed,i,ngung mit g :q6 er-

falh, so gibt es eine Kgl-quasikonfornrc ?ortsetzung.

8. Sei nun C eine Jordankurve, die eine X'ortsetzung im Sinne d.es

Satzes 3 gestattet. Die Kurve C kann dann also als Bild der reellen Achse
in einer quasikonfonnen Abbildung der ganzerr Ebene aufgefasst werden.

wir betrachten umgekehrt, eine Jordankurve c , d.ie ais Bild d.er reellen
Achse in einer quasikonformen Abbildung u(w) cler ganzen Ebe.e dar-
stellbar ist. Da die rnverse dieser Abbildung iiber die Kur.i,e C fortgesetzt
werden kann, geniigt c den irn satze 3 err,vähnten voraussetzungen. Jede
qnasikonforme Abbildung w(z) von dem durch c begtenzren Gebiet G,
auf die obere Halhebene kann somit, zu einer quasikonformen Selbstab-

1) Die qualitativo Aussago des Satzes 3 gilt auch, wenn die Abbildungen s, und
§, quasikonform sind,
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hildung der gesamten Ebene fortgesetzt werden. I-Inser tr'ortsetzungsprozess
kamr in diesem Fall so modifiziert werden, dass sich auch eine Abschätzung
fiir die maximale Dilata,tion der fortgesetzten Abbildung gervinnen lässt.

Die durch C berandeten Gebiete G, und G, seien konform auf die
obere bzw. untere ru-Ilalbebene durch §r(z) und §r(z) so abgebildet, dass

der Ptrnkt W-L(q) in w : oo iihergeht. Die fnverse der K6-quasikon-
formen Abbildung U(ut) vermittelt Abbildungen von GL und Gz auf
die obere bzw. untere to-Halbebene. Diese seien als Abbildungsprodukte
?rs9r(z) uncl ?rg§r(z) bezeichnet, wo ?,6 und Trs K6-qaasikonforme
Selbstahbildungen der oberen bzw. unteren Halbebene sind.

Wir stellen W(z) als Abbildungsproclukt T§r(") dar, wo Tr eine

ff-quasikonforme Selbstabbildung der oberen Halbebene ist. Um die Ab-
bildung W(z) zu einer quasikonformen Abbildung der ganzen Ebene fort-
zasetzen, haben wir die Randabbildung A(u) : ?r§r,S;I(a) zu einer
quasikonformen Selbstabbildrrng der unteren Halbebene fortzusetzen. Da-
fiir suchen v'ir erstens eine quasikonforme Selbstabbildung der unteren
Halbebene mit der Randabbildung §,8;r : \4/ir bemerken, dass auf der
Knrve C identisch Trx9r(z) : ?2s9r(z), oder auf der reellen Achse §r§;1
: ?tåTzc. Spiegeln wir T;] zu einer 1(.-quasikonformen Selbstab-
bildung der unteren Halbebene, so haben r-ir in TråTr" eine /(i-quasi-
konforme Selbstabbildung der unteren Halbebene mit der Randabbildung
§r§t' . Schliesslich spiegeln ryir noch ? L zu einer -I(-quasikonformerr
Selbstabbildung der unteren Halbebene, und lr'ir haben in A(u) :
TI-iT2c(w) die gewiinschte X'ortsetzung von A(u). Die Fortsetzung der
Abbildung I7(z) wird in Gz mit ASr(z) : T {-rå?rc§r(z) gegeben uncl
ist somit K-K|-quasikonform.

Als Zusammenfassung der obigen Resultate erhält, man
Satz 4. Eine quasi,konforme Abbi,ld,ung aon einem Jord,angebiet auf d,ie

Halbebene lr;ann d,ann unil, nur ilam, zu e'iner quas'ilconformen Abbildung d,er

gesamten Ebene fortgesetzt werilen, u;enn d,ie Begrenzungskurae d,es Gebietes

d,as Bild, einer Gerad,en (od,er eines Kreises) i,n 'irgend,ei,ner quasikonformen
Abbildung d,er gesam,tent) Ebene ist. Wenn d,'ie Begrenzungskurue ,in einer
Ks-quasikonformen Abbild,ung aus e'iner Gerad,e erzeugt wird, u;td d,i,e

fortzusetzend,e Abbil,cl,ung K-quasikonfornt, ist, so lrunn ntant eine KKzq-qreasiltorl-

forme Xortsetzung finden.

9. Aus den obigen Sätzen 3 und 4 geht hervor, dass eine quasikonforrne
Abbildung eines Jordangebietes auf die Halbebene genau dann zu einer

1) Zur Verschärfung des Satzos 4 siehe S. 26, rvo gezeigl wird, dass der erste Teil
des Satzes schon dann gilt, wenn die betrachtete Jordankurve als Bild eines Kreises
in einer quasikonformen Abbildung eines beliebigon Gebietes erzeugt' wird.

2
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quasikonformeu Abbildung der ganzen Ebene fortgesetzt rverclen kann,
wenn die Begrenzurrgskurve von einer gewissen, in den Sätzen genauer au§-

gesprochen Ar:t ist. Es handelt, sich also urn eine Eigenschaft der Begrenzung,

r,vährend die hetrachtete spezielle quasikonforrnc Abbilclung keinenEinfluss
auf die Fortsetzbarkeit, ausiibt. Die Kurvert dieser Art w-erden im folgenderr

nur krrrz als l{uruen, die eine qu,asikonforme Xo'rtsetzung gestatte'n, hezeich-

net.
I)er Sachverhalt sei durch Betracht,urrgen in der Klasse der konfornren

Al;trildungen beleuchiet. Dort sind die Abbildurigetr der ganzen Etrene li-
rreare Transformationen. Die Begrenzuilgen rlerjenigen Gebiete, deren kon-
forme Abbildungen auf die Halbebene sich zu konformen Atrbildungen der

ganzen llbene foltsetzen lassen, sind Iireise oder Geraden. Bei konforniert
Alibilclungen sirrcl Krcise und Cleraden sornit clie eiuzigen Kuri'en, die eirre

Fortsetzung gestatten.
I)er: \Yertevorrat, der fortzuretzenden Abbilclung ist, bisher die obere

Halbebene ge\yesen. Diese Besohränkung ist jedoch eitre utrwesentlicheo

Noi'lnienrng. Etrras allgemeinel gilt
§atz 5. Das Jardangebdet l' sei' aon ei,ner l(urue D begrenzt, welche ei'ne

quasikoruforlne Portsetzung gestattet. Ei,n an,cleres Gebiet G mit tler Begren-

znn4lskttrue C sei auf n qztas'ikoryform o,bgebi,lcl,et' Will man d,i,ese Abbi'lilung
zu r,titter quasikonformen Abbilclung cler gcl%zen Ebene fortsetzen, so ist daflir
rllie notrcetitlige urul hinreich,encle Bed,ingurtg. class tlie. I{u,rue C eine quu,si-

kctrifornt.e I ortsetzu,ng gestctttet.

Be'tuois: Die -\otr-endigkeit isr, offensiclrtlich. x'eil nach Satz 4 das quasi-

konforme llilcl einer Kurrre. die eine quasikonfolme l-ortsetzung gestattet',

auch eine quasihonforme Fortsetzung gestattet. Der zr,r.eite TeiI des Satzes

u-ird mit der folgenden Konstruktion berviesen: Wir bilden das Gebiet l,
korrform auf die obere Halbebene ab. Ztgleich erhalten wir eine cluasikon-

forme Abbildung von G auf dieselbe Haltrebene. I)iese beiden Abbildungen.
deren Wertevorrat die Halbebene ist, sind Satz 3 gemäss zu quasikonfor-
men Abbildungen der ganzen Ebene fortsetzbar. Als Abbildungsprodukt
der letztgenannten und der fnverse der erstgenannten erhalten rT'ir die ge-

suchte Fortsetzung.
Aus cler oliigen Konstmktion ergeben sich auch Abschätzungerr fiir die

lnaxirnale Dilatation der fortgesetzten Abbildung. Wenn lrir die Bezeich-

nungen der Sätze 3 und 4 anwenden, können 'vvir als obere Schranken

KI<2,K2D , KK'"1L, K1'"KL oder Äg'cqf angeben.

10. flm llnseren Fortsetzungsprozess mit dem Spiegelungsprinzip zu

vergleichen, hetrachten v'ir den tr'all. in dem die Begrenzungskurve C des

Gebietes ein Kreis ist,. Dies ist der einzige FalI, in dem clie Abbildung mit
dem Spiegelungsprinzip direkt zur Abbildung der garrzerr Ebene fortgesetzt



werderr kann. Der Kreis C katn aus der reellen Achse mit einer linearen

Trarisformation erzeugt werden, also ist die Konstante Ks: t . Satz 4 ge-

mäss ist, in Ubereinstimmung mit dem Spiegelungsprinzip, eine Fortsetzung

rnit unveränderter maximaler Dilatation möglich.

Die in llnserem Fortsetzungsprozess angewandten Hilfsabbildungen

§r(z) und §r(z) können jetzt nrit derselben linearen Transf<rrmation ausge-

ftihrt, werden. Die selbstabbildung der reellen Achse ,sr§'I ist folglich

eine ldentität und dieselhe katrn zur identischen Selbstabbildung der unt'e-

ren Halbebene fortgesetzt,lyerden. Die quasikonforme Selbstahbildung

,4(zr:) der unterel Halbebene kann man dann direkt durch spiegelung von

?, , der .§elbstabbilclung der oberen Halbebene, ger',r'innen. Die lineare

-llransformatiorr bewahrt die Spiegeibildrelation, also kann die Fortset'zung

AS,(z) der quasikonformen Abhildurrg W(") :,ry,S,(z) durch eirre sirrrtrl-

tane Spiegelurig in Argurnenten- und Funhtionebenerr erhalten rn-erden.

Das Spiegelungsprinzip ist soruit in Fortsetzungell dieser Art als ein Spe-

zi alfall i m li'ort set zun gsproz ess en thaiten.

§ 4. Fortsetzung einer quasikonformen Abbildung iiber einen

freien Jortlanbogen

11. INs seien G, urrd G, z.u,,ei punktfremdeeinfach zusammerrhängende

Gebiet,e, cleren Begrellzungell eiuen gemeinsamen offeuen freienl) Jordan-

sciren Iiurvenbogen C besitzen. l\rir bilden G, uncl G, konforrn clurch

§r(r) unci §r(e) auf die ol-iere bz.;r'. ul.rtere zrr-Halbebene ab. Dabei seien

§r(:) undsr(z) so getrählt. dass beide delBogen c aff dasselheeuclliche

fntervall a, <'a < b der Re'zo-Achse abbilden.
Es sei eine quasil<onforme Abbildung IIl(z) von G, auf clie obere ro-

Halbebene gegeben. wir rr'ollen untersuchen, unter rvelchen Redingungen

ciie Abhildung llr(z) zur quasikonformen Abbildung des Gebietes Glu c u Gz

auf dielängs -co{u<tl und Ö<xc< oo aufgeschnittene zu-Ebene

fortgesetzt rverden kann.
)fit einer zum Anfang des § 3 analogen Bes,eisftihrung beweist mau

durch Ersetzen des dort anger,vandten Satzes I durch Satz 2 den

Satz 6. Eine notwend,ige unrl hi,nreichend,e Bed,ingung f ilr di,e ?ortsetzbarlceit

ei'ner quasi,konformen Abbild,ung lV(z) uotr, G, a,uf clie obere w-Halbebene

zu e,iner quasi,konformen Abbild,ung uoTL Gl u C u G, auf d,ie aufgeschni,ttene

u;-ilbene ist, class d,ie ?unktiott §r§;r(u; auf d,em Interuall a <- u, 1b
eine g-Bed,ingtcng er,fu,llt.

1) Zarn Begriff cles freien Jorclanbogens \rergleiche Carathtiodor:.y t3] S. 91.
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Der obige Satz ist analog zu Satz 3 in § 3. Der nt Satz 4 analoge Satz
lautet hier folgendermassen:

Satz 7. Die aon u) : @ bi,s ,tD : c(, und, w : b aufgeschnittene w-
Dbene se'i Ko-quasi,lconform, auf ein Gebiet G abgebi,lclet, in dem d,er Bi.ld,-
hogen C der Streclre a <u <b d,as Gebiet G in zwei Tei,lgebiete G, untl
G2 zerl,egt. Es se'i we'iter W(z) eine beli,ebige K-quasikonforme Abbild,ung
Don GL auf tlie obere w-Hal,bebene. Dann kantt W(") zu e,iner KKZ-
guasiltonform,en Abbil,clung aon G auf d,ie aufgeschn,ittene w-Ebene ,fortge-
setzt werd,en.

12. Die Brauchbarkeit der Sätze 6 und 7 ist beschränkt, weil die Fort-
setzbarkeit einer quasikonformen Abbildung abhängig von den Eigen-
schaften von G, , G, und C ist. Mit verschiedenen Gebietspaaren G1 ,
Gz und mit demselben Bogen C kann die Fortsetzung einmal möglich,
ein ander Mal unmögiich sein. Eine genauere Uberlegung zeigt, dass es da-
von abhängt, wie die iibrigen Teile der Gebietsränder vorl G, und G, mit
dem gemeinsamen 1'eil C zusammengefiigt sind. trrn zur Analogie mit der
Lehre der konformen Abhildungen und analr-tischen Kurvenbögen oder
i.a.W. zur Charakterisierurrg der tr'ortsetzbarl<eit nur niit Hilfe der Eigen
schaften des Jordanbogens C zu gelangen. fiihren u-ir weitere Begriffe ein.

Es sei C' ein beliebiger c,ffener Teilbogeu von C , der bis zu seinen
Endpunkten in C liegt. lf ir sagen. die quasikonforme Abbildung W(z)
von G, auf die obere ,i.r,,-Halbebene sei fortsetzbcLr iiber cl,ie lcompakten Teile
d,er offenen Jord,anbogen C ins Gebiet Gr, wenn W(z) sicln fiir jeden C'
zu einer quasikonformen Abbildung von GLUC'UG, aaf die aufgeschnit-
tene zu-Ebene fortsetzen lässt. I{ach den vorigen Sätzen 6 und 7 ist diese
Eigenschaft des Bogens C unabhängig von der Wahl der fortzusetzenden
quasikonformen Abbildung Ur(z) . Sie ist auch unabhängig von der WahI
der Gebiete G, und G, und ist somit allein eine Eigenschaft des Kurven-
bogens C . Dieses geht aus dem folgenden Resultat hervor:

Satz 8. Zwei, punktfremd,e ei,nfachzusammenhangend,eGebiete G, uncl, G,
haben e'inen offenen freien, Jord,anbogen C in,ihren BegrenzungerL gemeinsant,.
-Das Gebiet G, sei rluasi,konform,m,it ei,ner Abbild,ungsfunlction W(z) auf d,ie
obere Halbebene abgebi,ld,et. Darut, i.st d,ie quasi,lconforme ?ortsetzbarkeit d,er

Abbild,ung iiber d,ie komltalcten Tei,le d,er Kurue C ,ins Gebi,et G, unabhringig
aon iler sltez'iellen Wahl, d,er Gebiete GL , Gz und, d,er zugehör,igen, Abbild,ung
w(z).

Beweis: Angenommen die Gebiete G, und G, seien auf zr,vei verschie-
dene Weisen gewählt: Die Gebietspaare Gi, G', und Gi , G;. Um den
vorliegenden Satz zu beweisen, miissen wir zeigen, dass sich eine quasikon-
forme Abbildung Wr(z) von G', afi die obere a;-Halbebene genau dann
iiber die kompakten Teile des Randbogens C in clas Gebiet Gi fortsetzen
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lässt, wenn wir eine andere quasikonforme Abbildung W r(z) aus G" aluf

die obere Halbebene tiber die kompakten Teile des Randbogens C in das

Gebiet G'i forLsetzen können. Ohne die Allgemeinheit des Beweises einzu-

schränken, können wir annehmen, dass G'i c G', und G$ c Gi gilt. Ds

ist nämlich immer möglich, den Vergleich mittels derjenigen einfach zu-

sammenhängenden Komponenten von Gl n G! und Gl l1 G'i atszufiihren,
an deren Begrenzung der Bogen C liegt.

lVir bilden die Gebiete Gi und Gj konform auf die obere bzw. untere
zu-Halbebene mit den Abbildungsfunktionen §r(z) und §r(z) ab. Diese

Funktionen wählen'lr,ir so aus, dass der Bogen C auf die Strecke 0 I u I I
der reellen Achse abgebildet wird. Die Gebiete Gi und Gi werden dabei

auf die Teilgebiete äi und Hi der Halbebenen abgebildet, die arr ihrer
Begrenzung die Strecke 0 1u < I haben (vgl. Abb. 2 und 3)' Die Gebiete

IIi wd H'i bilderi v-ir weiter konform auf die obere bzw. untere zc'-

Halbebene mit den Abbildungsfunktionen Ar(*) .und Ar(w) so ab, dass

die Strecke 0 < u < I auf sich selbst abgebildet wird. Die zusammenge-

setzten Abbildungen Ar9r(z) und Ar9r(z) geben uns dann die konformen
Abbildungen r,on Gi und Gi auf die obere bzrv. untere llalbebene.

w - Ebene

Abb. 2 Abb. 3

Nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip sind die Abbildungsfunk-
tionen Ar(*) und Ar(w) auf der Strecke 0 I u < I reguläre analytische
Ifunktionen und ihre Ableitungen sind dort von l{ull verschieden. tr'olglich
erfiillen sie auf jedem abgeschlossenen Teil der Strecke 0 < u < L eine
q-Bedingung.

Angenommen die Ahbildung l{r(z) lasse sich iiber die kompakten'I'eile
des Randbogens C in das Gebiet G!, fortsetzen. Dann erfiillt die X'unk-
tion §rB;r nach Satz 6 auf jedem abgeschlossenen Teil des Intervalls
0 < te I t eine p-Bedingung. Die Funktion (11B1X,4rBr)-t -.-
,41(S1§tr).4;1 erfiillt folglich auch eine g-Bedingung auf jedem abge-
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schlossenen Teil des Intervalls 0 < u 4 I , weil dieselbe eine zusammen-

gesetzte Abbildung von drei, die q-Bedingurtg erfiillenden Abbildungen
ist. Aus Satz 6 sehen wir schliesslich, dass auch die Abbildung W r(z) sich

iiber die kompakten Teile des Randbogens C in das Gebiet G'[ fofisetzen
Iässt.

Nehmen wir umgekehrt, an, dass die tr'ortsetzung fiir W r(z) &us Gi
iiber die kompakten Teile von C in Gi möglich ist, so können rvir genau

ryie oben vorgehen und berveisen, dassmandann auch Wr(z) aus Gi in Gi
fortsetzen kann. Dabei miissen 'u'ir nur "9,§;r 

: ,4.1t((.4 1§lXAzBz)-1)Az
setzen. Die Behauptung ist somit bewiesen.

13. In der Theorie der konformen Abbildungen ist rvohlbekannt,, dass

eine konforme Abbildung von einem Gebiet auf die Halbebene iiber einen

Bogen des Randes genau dann fortgesetzt werden kann, wenn der betrach-
tete Randbogen analytisch ist. Nach Satz 8 sehen t'ir, dass es auch in Be-
zug auf die quasikonformen Abbildungen eine ähnliche Kurvenklasse gibt.
Diese Kurvenbögen sind durch die Eigenschaft charakterisiert, dass

sie jede beliebige quasikonforme Abbildung auf die Halbebene iiber die
kompakten Teile des Bogens fortsetzen lassen. Wir bezeichnen diese weiter-
hin als Bögen, d,i,e ei,ne quasiltonforme ?ortsetzung gestatten. Mit den Sätzen

6 bis 8 gelten auch die folgenden:
Satz 9. Zwei, punktfrentd,e einfuch zusammenhringend,e Gebiete haben an

ihren Begrenzungen einen offenen freien Jord,anbogen gerne'insam. I{onforrne
Abbi,ld,ungen der genannten Gebiete auf d,i,e obere bzw. untere w-Halbebene

sei,en S, bzus. Sr. Diese Abbiltl,ungen weril,en so geraiihl,t, d,ass der Bagen C
i.n S, und, 'i,n, S2 auf Streclcen ct,r< u <b, bzw. a, <u <b, d,er

Re w-Achse abgebild,et w'ird,. Dam' gestattet d'er Bogen C eine quas'ikonforme

Xortsetzung getlau d,ann, wenn d,ie Xunktioru Sr.S;1 auf ied,em ctbgeschlos'

senen Te'il d,es Interualls a2 I u 1. b, ei,ne q-Bed,ingu,7Lg erfullt.
Satz 10. Ein offener Jord,anbogen C gestattet eine quasikonforme ?ort'

setzung dann und, nur d,ann, wenn s'ich jed,er abgeschlossene Teilbogen d,es Bo-

gens C als Bi,ld, einer Strecke 'in ei,ner quasiloonfornr,en Abbildung cl,arstel,len

l,iisst.

14. Die Eigenschaft, eines Kurvenbogens C', eine quasikonforme Fort,-
setzung zu gestatten, kann auch lokal ausgesprochen werden. \['ir sagen,

dass der Jordanbogen C eine quasikonforme nortuetzung im Punkte z ge-

stattet, \yenn es einen solchen Teilbogen von C gibt, der eine quasikonforme
Fortsetzung gestattet und der z als inneren Punkt enthäIt. Dieser Begriff
hat Bedeutung auf Grund des folgenden Satzes.

§atz ll. Ei,n offener Jord,anbogen, d,er e'ine quasiloonforme Tortsetzung in
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jerlern setner Punkte gestattet, gestattet auch eitte quasikonforme Fortsetzung

'i'm Grossen.

Beweis: weil der zu betrachtende Bogen c eine quasikonforme Fort,-

setzung in jedem seiner Punkte gestattet, können wir nach satz 9. dessen

Bezeichnungen hier benutzt werden, jedem Punkt u des Intervalls I ,

a <u < b, ein offenes Interval 1, zuordnen mit der Eigenschaft, dass

clie l.unktion §r§11 auf dem Intervall 1, eine g-Bedingung erfiillt. Be-

trachten wir nun ein beliebiges abgeschlossenes Teilintervall I, cI ,

ao { u { bo , so können v-ir nach dem Heine-Borelschen uberdeckungssatz

rlas Intervail .Io mit endlich vielen fntervallen 1,: tra, Iu2, . . . , Iun

iiberdecken, auf denen je eine q-Bedingung erfiillt ist. Die Endpunkte von

turr. onu Intervall In bleibt zwischen den äussersten dieser Punkten' \Yir

bezeichnen mit 2d, d.ie kiirzeste Entfernung zwischen zwei sukzessiven

Ptrnkten. Dann giht es eine positive Zdnl r mit der Eigens"haft, dass der

Ausdruck
,Sr§1r(tt + t) - SrS;I(z)

r/(u, t): S§r1") - T"sl1": ,
zrviscllen den Gren zen r tlrld. L l, liegt, \\renn llur oa

gelten.
Die \liertepaat:e (te , t) fiir §-elche o a ! tc :i. t

bilclen eine kompakte )fenge iu der (u, f )-Ei;erne

{u{bu t1r1cl 0 < t <d

= 
bu ulid t>tl gt:lten,

IJ

(rg1. ALrb. +): \1-u q(2t,, t\

(

Abb. 4

\

\.. \\'

\
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stetig und von NulI verschiederr ist. Die }'unktion q(u,t) hat folglich in
der genannten Menge je ein positives und endliches Maximurn und Minimum.

Srir schliessen also, dass die Funktion Br§11 eine g-Bedingung auf
dem Intervall 1o erfiillt. Weil 1o beliebig aus dem Intervall a < u < b

ausgeu,ählt worden war, gestattet C somit nach Satz 9 eine quasikonforme
Fortsetzung, und Satz 1I ist hewiesen.

Das soeben bewiesene Resultat rvirft die Frage auf, ob eine geschlossene

Jordr,r,nkurve, die in jedem Punkte eine qriasikonforme Fortsetzung gestat-
tet, auch eine qrrasikonforme tr'ortset'zung im Grossen im Sinne der Betrach-
tungen von § 3 gestattet. Unter den konfonnen Abbildrlngen gilt ein ana-
loges Resultat nicht: Es gibt selbstverständlich auch andere geschlossene

analytische Kurven als deu Kreis. Unter den quasikonformen Abbildungen
ist die Antwort auf die Frage aber positiv" rvas fiir spätere Anwendungen
in § 5 rvichtig seir. 'rvird.

Satz 72. E'ine gesahlossene Jorilanlturue, clie in jederii, Punkte eine quasi-
lrcnforme Tortsetzung gestattet, gestattet au,ch eirce quas'ikonforme ?ortsetzung
im Grossen.

Beue'is: Die betrachtete Jordankurve O zerlege clie Ebene in Gebiete
G, und G, . Wir bilden diese Gebiete konform auf die obere und unt,ere

m-Halbebene mit Abbildungsfunktionen ,5'1(z) und Sr(z) so ab, class

§,'(*) : Bt'( q) : zo.

Zum Beweis wird Satz 3 aus § 3 benutzt. Wir werden zeigen, dass

p(u): §r§1112; eine g-Bedingung auf der ganzen reellen Achse erfiillt.
Fiir jedes endliche Intervall ist dies nach Satz 11 offensichtlich. Es r,vird

auch ein Intervall gefunden derart,, dass p(,zr) ausserhalb dieses Intervalls,
d.h. ftir \{'erte lul > M, lu + tl > M, eine g-Bedingung erfiillt. Unter
Benril,zung dieser ztrei Teilresultate können dann Abschätzungen aufge-
stellt t'erden, welche berveisen, dass p(lc) eine o-Bedirigung auf der garr-

zen reellen Achse erfiillt.
\trrir transforrnieren die u-'-Ebene mit der linearen Transformation

L(w) - - llw, die eine Selbststabbildung der beiden Halbebenen ist und
den Punkt w: @ in w :0 abbildet. Die konforrnen Abbildungen
ZSr(a) und -L§r(z) bilden zo in w: 0 ab. Da die Kurve C in einer
Umgebung des Punktes zo eine quasikonforme Fortsetzung gestattet, et-
fiillt die Funktion (r,Slxr§r)-l eine g-Bedingung auf einem Intervall

lu) < LllI . Satz 2 gemäss kann man eine quasikonforme Selbstabbildung
1'(u;) der «rberen Halbebene finden, deren Randabbildung auf dem Inter-
vall I zr I < tl ll mit (tr§r)(Z§r)-l zusammenfällt. DieAbbildrlng L-l TL(ro)tt-
ist auch eine quasikonforme Selbstabbildung der oberen l{albebene,
clie den Punkt w: e festhäIt und deren Randabbildung fiir lul> U
mit §r§1I : L t((LSr)(LSr)-')L zusammenfäilt. I{ach Satz I erfiillb
die Randabbildung von L-LTL eine g-Bedingung. Somit erkennen rvir
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die Existenz einer positiven Zahl r, derart, dass der Ausdruck

q(u, t) :'ffi , wo 1t(u): §r§tr(n)'

zwischen denGrenzerr r, und I/r, liegt,sobald l"l>M wd' lu +tl
2 M gelten.

Wegen der Sätze 1I und 9 sehen wir weiter, dass p(u) : §r§,t(u) auf
jedem endlichen Intervall eine q-Bedingung erfiillt. Wir können also eine

positive Zahl r, derart, finden, dass g(2, f) zwischen den Schranken r,
und l/r, liegt, wenn nur lu * tl { 7M gilt'.

\[ir haberr bis jetzt gleichmässige positive obere und untere schranken

f1dlr q(u, f) in den Gebieten

A : { (u,t) : lul> M, lu * tl > M\

B:{(u,t):luttl=7lYI)
der (u, f)-Ebene gefunden. IJm zu beweisen, dass p(rt) eine g-Bedingung

auf der garrzel reellen Achse erfiillt, schätzen wir noch den Ausdruck

q(u,t) in den Gebieten

C:t(u,t):lu|<M , t>3Mj
D : { (u.,t) : ltc - tl < M, t > 3M }

E:{(u,t):',ult <JI , t>3M}
ab. frn Gebiet C ist

p(il L t) - p(- )I)
q.(u, t) 

= nVn4 _ egt _j

und andererseits erhält man mit analogen Abschätzungen in C

I I p(2tu1) - p(tt) 1 lpFa) - P(-4M) Iq(u't) 
= " Lnt*l - nc-*r) L e,,al - rt-nul l

fn D gestalten sich die Abschätzungen wie folgt. Man bemerkt, dass

M < tl3 , 2tl3 < u 1atft, und deshalb

p(ttl}) - p(2t13) -p(etl}) - p(tl})
q(u't)= een-r1(4u =e(2t13)- rPta
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lnQtlz) - p(stll) , ,-l ln@tlz) - p(t): 
t p@tl} - pGlU i 'l Le@ - p(tH -r

Auf eine ähnliche Weise folgert mAn, dass in D

'l l; +']p(t) - p(2t l3)
p(zt13) - p(tl})

I
q(u,t) ä ,r, _.3, .

Inr Gebiete E findet rnan mit demselben Verfahren rvie in D die oberen
und unteren Schranken (r1 + I)t und l/(r, f 1)3 fiir q(u,t) .

Die Gebiete A, B, C, D und.E iiberdecken die gesamte Halbebene

t(u, t): f > 0) . Der Ausdruck q(u, t) liegt somit in dieser Halbebene
zu'ischen zwei positiven Schranken, und die }-ur:ktion tt(u): §r§t'(u) er-
fiillt also die p-Bedingung auf der ganzen reellen Achse. Nach Satz 3 ge-

stattet die geschlossene Jordankurve C somjt eine quasikonforme X'or:t-

setzung, was zu beweisen war.
Sahz 12 erlaubt uns den Satz 4 in § 3 zu verschärfen, der besagt, dass

eine Jordankurve, die eine quasikonforme X'ortsetzung gestattet, ein Bild
des Kreises in einer quasikonformen Abbildung der gq.tuzen Ebene ist. Diese
Bedingung ist nach den Sätzen 10 und 12 unnötig streng; wir können irn
Satze 4 auch eine quasikonforme Abbildung eines beliebigen die Kurve
enthaltenden Gebietes zulassen. Doch ist zu bemerken, dass der quantita-
tive Teil des Satzes 4 nach dieser Verschärfung nicht mehr gilt.

Wir fassen noch die letzterwähnten Beobachtungen als ein Korollar
zusammen:

Korollar. Eine geschlossene Joril,unlcurae gestattet eine quasilconforme?ort-
setzung d,ann und, nur d,ann, wenn s'i,e al,s Bild, d'es Kreises i,n einer quasilcon-

formen Abbild,ung dargestellt werilen lrunn.

§ 5. Spezielle Bogenklassen, bei welchen die Fortsetzung
iler Abbildung möglich ist

15. Im vorliegenden Paragraph haben wir die Absicht einige Bedingun-
gen abzuleiten, unter denen es sich entscheiden lässt, ob eine spezielle

Kurve eine quasikonforme Fortsetzung gestattet. Diese Aufgabe wird
durch die Sätze 1l und 12 sehr erleichtert, da rvir uns hier auf lokale Be-

trachtungen beschränken können. Zuerct beweisen wir:
Satz 13. Ein Jord,anbogen C gestattet ei,ne quasikonforme Xortsetzung im

Punlcte ?s , lD€tL'tL d,ie konformen Abbild,ungen zweier punktfremd,en, am Bogen

C ane'inanil,ergrenzenilen, Gebiete auf d,ie Halbebene'in einer Um,gebung uon
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zo auf d,em Bogent) C je eine Ableitung besitzen, d,eren Absohr,tbetrag auf d'em

Bogen C ats'i,schen zwei festen positiaen Schranken liegt.
Bewe'i,s: Es seien G, und G, punktfremde einfach zusammenhängende

Gebiete, die an C grenzen. Die konformen Abbildungsfunktionen von G,
und Gz auf die obere bzw. untere Halbebene seien §r(r) und §r(z) .

Dann hat die X'unktion p(u): §r§t'(z) auf einem den Punkt %o:
Sr(zo) enthaltenden Intervall 1 eine Ableitung, die auf -I gleichmässig
zwischen positiven Schranken m tnd M liegt. Nach dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung erfiillt p(u) die q-Bedingung auf 1 mit A -
Mlm. Gemäss Satz 9 gestattet also der Teilbogen §tt(I) von C eine
quasikonforme Fortsetzung. Dieser Bogen enthält zo als inneren Punkt;
somit gestattet der Bogen C im Punkte zo rvie behauptet eine quasi-
konforme n'ortsetzung.

Wir betrachten jetzl, in welchen Kurvenklassen die Bedingungen des

Satzes 13 erfällt sind. X'alls der Bogen C ein analytischer Kurvenbogen
ist, sind die Bedingungen des Satzes ohne weiteres erfiillt. Wenn der Bogen
allgemeiner eine stetige Kril,rrumung besitzt, kann man beweisen, dass die
konforme Abbildungsfunktion eines durch C berandeten Gebietes auf die
Halbebene, auf dem Bogen C eine stetige und von NuIl verschiedene Ab-
leitung hat (vgI. Lichtenstein [9]).

Es ist zu beachten, dass die blosse Stetigkeit der Tangente noch nicht
garantiert,, dass die im Satz 13 eingefiihrten konforrnen Abbildungsfunk-
tionen je eine beschränkte Ableitung attf C besitzen. Das kann man mit
Hilfe eines von O. D. Kellogg herriihrenden Gegenbeispiels sehen: Man be-

traclrte die durch w: zlogz verrnittelte Abbildung des Ilalbkreises

{z : izl <r, 0 < arg z < n} im Randpunkte z : 0. Zrgleich sei jedoch
darauf hingewiesen, dass dies rrc.ch nicht die I'Iöglichkeit einer quasikon-
formen I'ortsetzung ausschliesst.

In der Literatur (vgl. Kellogg [6], \trrarscharvski [11]) existieren mehrere
Resultate, gemäss denen die Voraussetzungen des Satzes 13 erfiillt sind,
ryenn die Stetigkeitseigenschaften der Tangente mit gewissen Lipschitz-
oder Hölderbedingungen verschärft, worden sind. Eine zusammenfassende
Darstellung iiber diese verschiedenen Resultate findet man in dem Referat

f4l ( rr0, ss 32-35).

16. Die Anwendung des oben bewiesenen Satzes beschränkt sich auf
den Fall, irr dem der Bogen C im betrachteten Punkte zo und in einer
Umgebung desselben eine Tangente besitzt. Wir u'ollen nun untersuchen,
ob auch die Existenz vorr Eckpunkten auf dem Bogen gestattet werden
kann. I)afiir beweisen wir erstens

-)Di"Ableitungw,(z,)a"lfdemBogenCistalsGrenzwertdesVerhäItnisses

AutfAz ztt verstehen, wenn z sich der l{urve C entlang dem Punkt z, nähort.
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Satz 74. Der Jord,anbogen C habe irn Pu,nlcte zo zwei Hulbtangenten'

Wenn il,er Winltel zw'ischen d,en Halbtangenten e'in Nul,lwi,nlcel,'ist, so gestattet

d,er Bogen C i,m Punkte z, lteine quasi,lconforme Fortsetzung.
Beueis: Angenommen die Antithese der Bogen C gestatte im Punkte

zo , irt dem der Winkel zwischen den Halbtangenten gleich Null ist, eine

quasikonforme n'ortsetzung. Dann existiert nach Satz l0 in einer Umge-

bung von zo eine K-quasikonfcrrme Abhildung w : W(z) derart, dass

ein lleilbogen von C atf einer Streeke 1 abgebildet wird. Der Punkt ao

werde dabei in den Punkt ruo abgebildet. Wir können einen Kreis K. mit'
dem Mittelpunkt w, so finden, dass die inverse Abbildung I7-1 in dem

galnzel Kreis K. definiert ist. In der Abbildurug W-L werde K, auf die

Jordankurve K, abgebitdet. Die Schnittpunkte von K- und 1 seien

wt: W(zt) :u:nd wr: W(z) ' Die Bezeichnungen seien so gewählt, dass

der Teilbogen zozr atf C den rechten Schenkel des Nullwinkels bildet
(vgl. Abb. 5 und 6).

w- f bene

Abb. 5 Abb. 6

Die Gebiete, die aus dem Inneren rron ff, und K. durch Einschnitt
längs des Bogens zrzo wd der Strecke wrwo entstehen, bilden r,vir auf die
obere l- bzw. or-Halbebenen mit den konformen Abbildungsfunktionen
A(z) nnd B(zo) so atr, dass A("i : B('w) :0 und A(zr) : B(wr) : q ,

wo der Randpunkt z, a:uf dem zum Nullwinkel hin gelegenen Rande des

Einschnittes liegt. Nach einem wohlhekannten Resultat der Theorie der

Ränderzuordnung in der konformen Abbildung (vgl. Carathdodory [3]
S^9 95-98) ist der Winkel zwischen der Re (-Achse und dern Bildbogen
Ci des Bogens ?ozz ein Null'ninkel, l'ährend der Bildbogen Io, der

Strecke w&,2 zur Re ar-Achse rechtrvinklig Iiegt. Die Abbildung a) :
BWA-r(q der (-Ebene auf die cti-Ebene ist K-quasikonform. Dann gilt
eine Ungleichung (vgl. Hersch-Pfluger l5l)

z-Ebene

(10) sirr($ arg (») { V*(sin(} arg f )) ,

\
\

72
\*, \

)

\
\\
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.r,r,o g6(f) eine verzerrungsfunktion ist' die mit f monoton gegen Null ab-

nimmt. Wir lassen nun | längs C, gegen NuIl konvergieren. Dabei kon-

vergiert auch der Bildpunkt o auf I- gegen den Nullpunkt. Dann strebt

d.ie rechte Seite der flngleichuug (I0)rach Null, während der Grenzwert

cler linkerr seite gleich sin [z : *\/2 ist. Die Aniithese hat somit zum

Widerspruch gefiihrt, und Satz 14 ist bewiesen.

Zur l]ntersuchung des Einflusses der Eckpunkte henötigen wir das fol-

gende Hilfsresultat.
Lemma. wenn d,er Innenwi,nlcel an eines Kreisbogenzweiecks die Bed,in-

gung 0 < dxt < 2n erfiillt, so gesta,ttet d,er Rancl iles Zweieclcs eine quasikon'

forme ilortsetzung. Dann lcann iler Rand, als BilÅ einer Geraden in einer quasi-

lconfornren Abbi,td,ung i!,er ganzen Ebene d,argestel,l,t werd,en, il,eren marimale

Dilatati,on glei'ch d,er grösseren d,er Zahlen tf a und' 1lQ-a) ist'

Beweis: Die Ecken des Zweiecks seien durch eine lineare Transformation

in den l{ullpunkt und in den unendlich fernen Punkt so abgebildet, dass

das Innere d.es Zweiecks dabei auf das Gebiet Gr:{z:0 { arg z1 un}

und d.as Äussere auf das Gebiet G, : {z: 0 ( arg z I -(Z-a)n} bezogen

w-ird. Die Konstruktion der iru Lemma angefiihrten Abbildung ist folgende:

z:uBegijrtn bilden rvir mit der Funktiol w : log z die Gebiete G, ]und G,

auf den Parallelstreifen {w :0 I Imw < an} und {tr' : 0 { Imw I
- (2-a)fi ab. In der oberen rr'-Ebene fiihren ryir rveiter die affine Trans-

formation 1t,1 : x1 , ar: o-f a, trnd i1 der unt'ere1 Halbebele {ie Trans-

formation 'tcr - LL , ur: z'lp-a) aus' Dlrrch Zusammenset'nxtg erhält

man eine quasikonforme Abbildung von der längs der Halbgeraden arg z :
ult aufgeschnittenen Ebene auf den Parallelstreifen {u , - n < Im w

1n\ , deren maximale Dilatation gleich der grösseren der Zahlen llo
und I/(2-a) ist. Diesen Parallelstreifen bilden wir u'eiter mit rler Funktion
e. auf die längs der negativen reellen Achse aufgeschnittene Ebene ab.

Dabei entsprechen die gegeneinanderliegenden Punkte am Aufschnitt der

z-Ebene wieder d.en gegeneinanderliegenden Punkten. Die Schnitte sind

somit hebbar und wir haben eine quasikonforme Abbildung der ganzen

Ebene erhalten, in w-elcher der Rand unseres Zweieckes das Bild einer

Geraden ist.
Itit Hilfe des vorigen Lemmas werden wir zeigen, dass nicht die Existenz

einer Ecke auf dem Bogen, sondern das Vertralten des Bogens in einer IJm-

gebung der Ecke massgebend dafiir ist, ob der Bogen im Eckpunkte eine

quasikonforme X'ortsetzung gestattet oder nicht. Dies geht aus den folgen-

den zwei Sätzen 15 und 16 hervor. Mit Hilfe derselben kann die X'rage, ob

der Bogen in einem Eckpunkt eine quasikonforme X'ortsetzung gestatte,

in vielen Fällen gelöst werden.

satz 15. Der Jordansche Kuruenbogen c habe im Punlcte zo ei,ne Tan-

gente. Der Bitd,bogen uon c in d,er lconformen Abbi,lclung mittels eines e'in-
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d,eutigen Zuteiges d,er Xunktiorl w-tzo:(z -z), 0 < a 12 , sei C' . Dann
gestattet d,er Bogen C' im Punlcte w, genau dann ei,ne quasi,konforme Tortsetzung,
wenn C in zo e'ine qu,asikonform,e Fortsetzung gestattet.

Beweis: Wir zeichnen einen Kreis mit dem Mittelpunkt zo. Wir be-
zeichnen mit C, den zusammenhängenden TeiI des Bogens C, der den
Punkt zo enthält und innerhalb des Kreises liegt. Der Kreis soll klein
genug gezeichnet werden, so dass auf C" die Differenz zrvischen der Tan-
gentenrichtung am zo und der arg (z - zd kleiner als ln (2-") ist. Der
Teilbogen C, zerlegl den Kreis in zwei Teilgebiete, G, sei eines dieser
Gebiete. Das Gebiet G, ist gänzlich in einem Winkelgebiet §, enthalten,
dessen Eckpunkt mit dem Eckwinkel : n * $n (2-a) in ao liegt. Bei der
Abbildung u-uo :@ - zo)" seien die Bildgebiete von G, und S, die Gebiete
G. und §, . Das Gebiet G- begrenzt sich am Bogen C. , dem Bildbogen
r,on C,. Der Eckwinkel des Winkelgebietes §. liegt der Grösse nach
zwischen 0 und 2n (vgl. Abb. 7 und 8).

bene

w- E bene

Abb. 7 Abb. g

Nach dem obigen Lemma und Satz 5 erkennt man, dass die gewonnene
konforme Atrbildung des Winkelgebietes §, auf §. zu einer quasikonfor-
men Abbildung der garrzerr z-Ebene fortgesetzt werden kann. In dieser
Abbildung sind die Bögen C, und C. Bilder von einander, und somit ge-

stattet, C, nach Satz 10 im Punkte zo gerlav dann eine quasikonforme
Fortsetzung, wenn der Bogen C, im Punl<te u)o eine quasikonforme
X''ortsetzung gestattet.

Durch ganz ähnliche Betrachtungen, u,ie im Beweis des Satzes 15, be-
weist man

Satz 16. Der Jord,ansche Kuruenbogen C habe im Punkte zo eine Tan-
gente. Di,eser Bogen werd,e ilurch einen eind,eutigen Zu;eig il,er Ensikonformen
Abbild,ung:

\
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Menrrr'ftnNlnr, Fortsetzung einer quasikonformen Abbildung

lw -wol: lz- zol , arg(w -wo): aarg(z-zo) I §,

0 ( a 12 , auf il,i,e w-Ebene abgebild,et. Der Bild'bogen uon C sei' d,abei C' .

Dann gestattet C in zo gencru d,ann eitr,e quasikonforme Tortsetzung,wenn der

Bogen C' im rao eine quasilcorcforme lortsetzung gestattet.

Als eine Anwendung der obigen Sätze t5 und t6 beweisen wir das fol-
gende, sich auf eine spezielle Bogenklasse beziehende Resultat,.

§atz 17. Ein Jord,anbogen C , d,er beim Zu,sammenfiigen zueier, bis zum

End,punlct ei,ne stet'i,ge und, beschriinlcte Krii,ntmung besitzend,en, Bögen in einem,

aon Nul,l uersch'ied,enen Winltel entsteht, gestattet ei,ne quasilconforme Fort'
setzung.

Beweis: Nach Sa,tz 13 muss der Sachverhalt nur im X'iigungspunkt zo

untersucht werden. Bilden wh C mit einem eindeutigen Zweig der Funk-
tion w :(z - zo)'l' auf die tz-Ebene ab, so erhalten wir eine Bildkurve
C, , welche die Eigenschaft besitzt, dass die Kriimmung der beiden Kurven-
äste gegen NuIl konvergiert, wenn man sich dem X'iigungspunkt nähert.
Diese Ktrrvenäste bilden wir weiter rnit einer im Satz 16 eingefiihrten quasi-

konformen Ahbildung so ab, dass der erzeugte neue Bogen C*imX'iigungs-
pnnkt der Bilder 16ro eino Tangente besitzt. Dann ist C. ein Kurvenbo-
gen, der in einer Umgebung vot wo eine stetige Kriimmung besitzt, und
gestattet somit nach Satz l3 dort eine quasikonforme X'ortsetzung. I{ach
den Sätzen t5 und 16 gilt dasselbe auch fiir den Bogen C im Punkte zo.
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