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1. Einleitung

zur tt'erativen Aruräherung der Nullstelle r* einer stetigen x'unktion
f(") einer veränderlichen kann oft die gewöhnliche rteration nach der
Vorschrift

ii,i1,- g(r^), n *(),1.,2,. .

angewandt v'erden, wo g@) eine solehe x'unktion ist,, class die beiden
GIeichrlrl.qerl

(1,1)

äquivalent sind; 2.ts. geniigt tlie einfaehe \trrahl

g(r):';r:-kf(r)
mit einem solchen konstanten Koeffizienterr fr , dass g in der umgeburrg
von r* eine Lipschitz-Beclingung

ls\;) - r7(y)l S Li*-,yl , L <L
erfiillt. Die Konvergenz ist hierbei gervöhnlicheru,eise nur rinear [B].

Die Regula falsi besteht aus den Schritterr

?tn.:l.::t:,,- lr,f(f,), il: L,2 r.,.,
mit

h - 
'1"' *- J'"' - t"n 

"f(r'") - f(.r,,- r)

und gibt eine Konvergenz von der Ordnung å (1 + t/ sl * 1,618 [2].
Das verfahren 'l,orl steffensen u,ird nun aus abwechselnd.en schritten

der Regula falsi und der gerröhulichen rteration zusammengesetzt:

'l'n i 1 ;:: ,U n lTrr) ,

;I,, I 1 == 11{1,, 1\

rnit



\. J, +io

Es ist, hesonrlers zu bemerken. clå,ss jetzt die Lipschitz-Konst'a[tc beliehig

sein darf, wobei trotzdem die Konvergenz fiir einen f)oppt'lsehrit't '?',,'-+'l'u ; I

qrradratisch. ist,.

Es ist nurr interessant zu beobaclrterr, dass eine Abrvandlung der

Rechenvorschrift, von ganz unwesentlichem Einfluss auf die praktische

Handhabung iiberquadratische Konvergenz von d.er ordnung | + \/ , :
2,414 zu$Ådebringt. Hierzu braucht, man nur das Verfahren von Steffen-

sen derart abzuändern, dass die beiden Teilschritte sich aufden veränder-

lichen trVert k" stiit'zen.:

(1.2)

mit

?1,----_0 r 1 ,2,

g"(T)::r: -* k"J@) 
'

;f,, -- 'i:,,
A'' -- 

7@,) -- n*i
Im folgenden wird der cliesem Verfahlen zugehörige Satz in dermassetr

verallgemeiuerter X'orm bewiesen, dass ./ eine Abbildung des Banachra,umes

-B auf ihn selbst ist,. In diesartigen Verallgemeinerun.gen itarativer Methoden

haben schmidt [5], [6] urrd chel [I.] lineare operatolen benutzt,, die den

dividierten Differenzen entsprechen. Gleichenreise rvild auch hier Bxistenz

der Steigungen erster Ordnung vorausgesetzt: zu jedern Elernentenpaar

il' , t" aus R gehört ein beschränkter linearer Operator' 1(.r:' . ,i'") mit
folgender clefinierender Eigenschaft:

F(*' ,ft/') (,2" **;):'t) - f (d) -_ f (t*")

von folgender Stetigkeit;

die sich auch in der Arbeit von Johnson und Scholz [a] als hinreichend ge-

zeigt hat.

2. Konvergenz

satz 1. Der stetige operator / fuildet derr Banacl1'aurl 7? auf sich

selhst ab. Es gebe zlvei Punkte ;i; rrrrd ,i, sou.ie z'w'ei Konsta,uton n, trnrl

ön mit den fblgerrclerr Eigenschaften:
a) In der timgebung

',--. I'o,l

l "',, ,

i*,,-

1 : {J * (t:,,) '

I : !l,r(:t"'^tt)

(1.3)

Llnd

(1.4)

(1.1)

rles f'trtilitt:s .l'n lttit,dem llarlius
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(2.2) ro: 2oo (1 + 4,)

sei die durch (1.3) definierte steigung mit der stetigkeitseigenschaft (1.4)
fiir beliebige ,r:' , n" , !/' , ?/, e Bo vorhanden.

b) Speziell sei

(2.3)

c) Die {blgenden

(2.1)

(2.5 )

(s. (j )

(2.8)

(2.e)

iiL/'t;rru , ;f.,)l 
-tit ;;: b,, .

tseziehllngetr r"nögerr] gelten:

iil'('r,o1ji := ilti

i 
j",i, .r-'o i 

j ],- r/,

1,,,, == I Ii u,,bo(l i t,,r)r -:.
t)

-:
j)

[,Irrtr:r' diesen LJrnstiirrderr ist tlt,r. Algorit,hrn rrs

(2.7) ( 
' ,, ::.: [.[r'(,r,,, , it,,)-l , )

;t:n -, I : ,1.:,t C ,, f (,rr^) 
1

frn-=l : irt,r*1-* Crf(rrrr)

r,vohlbestimmb und gibt konvergente polgerr der punkte (*.) und (fr^)
mit dem gemeinsamen Grenzpunkt x*. d.er ein t{ullpunkt der Abbildung
f(r.) in §o ist.

't'ti

.r'l

ci'[rält rilii.r I

.t'l -:: ('rrf(.,'O)

't'l = 'li, 't'r

( l, ( y''(.,i,

iius (z.tj) turcl (2.I,) che (,ileit,lrurrr{err

( 'n (,1'(.,',,) (./'(.,'r ))

, .I,,) }-(",',, , .t'r)) (.,,,, ,,,r)

uilcl f'enrer clie Schranl<err

(2.I0) ii*t -- ntii s Kbo [li,r, fro,l + ii,o - trrii] l,;rr, ;r,r,,

i

so dass solrohl ru, tr,ls äuclr ):1 za ,'% gehört. I'enrer erhält malr

f (*r) -: -ä'(n:,, , frr) (e,,, -- ;r:1) -- ,f @o) * f @r)

; :; (? @n , fr,,) F (*0, ;rjl)) (.r.,, -* {rt)

I
lo ro
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(2.1r) ll/("JIl I K llfro -_- r,ll iluo - z,ll

< K(on-l- a,oöo) enbo 1 * orO,

Die Dif{'erenz zwischerr deu zw'ei linearerr Operatoren X'(ru , fi) ur1d

7'(r, , frr) karrn folgendermassen abgesclrätzt w'erden:

li-F(ro, *n) - I(*,, fr)il 5 Kl2 li,ar-- a-ril * liro -,oll * ll';rr -- rrlll

t I I ,6 \
.< K 

ltuobn 
i- ,r,, -l- ;- orl =: Kaobo (; + zbr).bn' -( hnhnt .

Da clie l{orm del lnversett YolI y''(.iu . .Io) clurch Öo beschränkt ist" sic}r.ert

eine Variarrte des wohlbekannten Satzes von Jlanach die Bxistenz der'

rnversen l,on F'(;r:, , :Fr) (2.R. f2l. s. 79), ur1d zrvar: urit der oherotr schranke

(2.1r) ll(r',("r:, ,.Ir)) 'ii ,.'. lo
7 -14'

Werden jetzt die neuerl Korrstanten durch die Definit'ionen

(2.13) *^-*an*thn*r

(2.14) b^ : t.':; ,

(2.15) t',, '-" ) 1n(l i å,,)

(J,lti) lt,, -- !Ktr.,b,(l +- å,,)r

rnrcl cler Kugelbereich §,, r:lurch clie Defirritit'rrr

(J.17) §n: {.;r il.u -,t',,ii -'< 
r,i

eingeftihrt,, so fblgb aus (2.I2), (2.11), (2.10), dass rlie tletr L'ugleic'hnugt'tr

(2.3 - 5) errtsprechenden Abschätzungetr

(2.r8) iic,ll = 
Ö"

(2.1e) llf@")ll I a"

(2.20) llx" - il"ll 1 a"

auch fiir % - I gelterr. Ferr:er folgen aus (2.13-16) die Abschätzringen

(2.2r) ht : Kaoh. ,*4 t, *, 3r. ) . + (Jii, . +

., : roäo (t a ro:h,,) =1 "(I 
* ö,) .*r,.
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(2.22)

(2.23)

ist, folgen daraus

2

,Y, C §,,_ 
r

die Beziehungen

fiir n : l. vollständige rnduktion ist demnach möglich, um die allge-
meine Giiltigkeit der Digenschafterr (2.L8-22) fiir jedes positive rL zv
sicherrr, wenn der Algorithmus (2.7-9) und clie Folge der Abkiirzungen
unbegrenzt fortgesetzt werden.

Der lJngleichung (2.21) entsprechend erhält marr eine allgerneine Ab-
sr:hätzung, präziser als (2.22),

lt,,, t
-I
' u)

2fi

k,,,)3 27

die zu erkeruren gibt, dass die .l-olge (å,,) schneller als geometrisch gegelr

Null strebt. Hieraus folgt, dass das Produkt å t, - L,) konvergiert und
daher die Folge der Konstanterr o

(2.21) b,, : bo ltT tr - h,,) < b
()

gleichmässig begrenzt ist. Die -['olgerr cler Kanstanterr a, lurd. ro streben
somit gegen Null und diejerrigen cler Bereiche ,9" urrd der punkte ji,,,

urrcl f" gegerl einen clrenzpunkt r,* . Ans der Stetigkeit folgt, weiter naeh
(2.T9), dass r,+ ein Nullpunkt .i'orr ,/ ist.

3. Ordnung der Konvergenz

Satz 2. I)ie Ordnung der Korrvergerlz der Folgeri (:u,) urrd (f,) gegen
r* im vorigen satz ist I + \/, in dem sinne, d.ass es ftir die Fehler solche
gegen Null strebende Schranken

ilr" - r*ll ! ILo, l!fr* - t*li ! u,

gibt, die sukzessiv die folgenden Grössenverhältnisse haben:

(3.1) u,.1t : o(ur+/In', : o(u!"+r'i);

(3.2) a,,il : 0(,tu!,i) : O(r!,*Y ,) .
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rrrrcl nach t2.24) clie Abschd,Lzulrgelr

(3.4) ilf,- i - .r'*ii = 
Iiblll:r',, - ,1'*ii + ii..',, 'r -,i'*il "-i- il;rl,, "-;r'*iil ilr". ,

F'i.ir: genägertcl gl'osses ra ( 1,; ra,,) ist rta,ch ( 3. 3 )

ii.r'r,,I .-rt,*ii '-r,,;, ii'r',, .,'*li

und nach (3"4)

llf',, -,u+ll { llr,,-,u*ii

so dass (3.a) auf die .l'orm

(3.5) 11fr^-t., - r*ll ( B Kb lle." - r*ll llr,+' - r*ll

vereinfacht werden kann. wenn jetzt in den Abschätzungen (3.3) und (3.5)

ffir n 2 no die lJngleichungen durch Gleichungen ersetzt werden, hat man

eine Folge von rekursiven Definitionen der oberen schranken fiir llr" - r*i]

und llf, - u*ll . Werden diese mit, zl, und u,, hezeichnet, so erhält' man

die gekoppelten Differen zengleichun gert

[ ,t^, , ' Kb u, t,,
,

i',*, : S Iib tt',.'u,- , 
tt : tti ' /l'1- 1 '" '

Beueis. Aus (2.8)

Jlr- t - 
;u*

frn-,, --- 'il*

fibergarrg zu Logarithmen liefert citr Pir,al vorr litttrttretr Dit't'elt'ttztrr

gleichungen, clie folgende Lösung haberr:

( ,-. r

f 
U, ,, : 1il(I + V-z)" * (r(1 * {-rS" - ln (lrb) -- 7 hi 3,

i
f h, ,, : t/i xr(r * t/ i1" - t/ z xrlt - t/ zl" - ln (Kb) .

(

Hieraus ergeben sich die Resultate

,,*(* un+,_ F.l+) *,,) :l|r,6u1 -f |r*r,n-+Ö \

§ tr, un+t- t/nnu^.yt) : (\/, - l) ln (Kö) + / |wz,

aus detren unmittelbar die Verhältnisse (3.1) und (3.2) folgen'
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4. Bestimmung von Fixpunkten

Die obigen sätze gestatten natiirlich eine eiufache Anwendung auf das
iterative Aufsuchen eines Fixpunktes einer stetigen Abbildung g(r) eines
Banachraumes Ä auf sich selbst. Die nötigen Modifikationen in den An-
nahmen des Satzes 1 sind:

Die beschränkte lineare Steigung G(r, , r,,) rrird durch

G(rt' , r") (*' - x") : g(n') -- g(x")

definiert und von derselben wird die durch

il{}(;r' . ,;{') *- (}(y, , !t,,)lt, < K llla, _ y,ll + !l*,, _ y,,ll7

ausgedriickte §tetigkeit gefordert; die Abschätzung (2,8) m,ss durch

iill -- {}(r* fo)l-'ll S än

ersetzb werden, und (2.a) durch

jl,rn-g(a:o)il san
Der Algorithmus (2.7-9) fi*det sein Gegenstiick in der Form

C,, : lI - G(r,, , il^)l-, ,

rr,r 1 : V _ A,,]r. { C,,g(r),

fro\ t == V - C"l t,tt * C^ g(r,.,r) .

Dieser Algorithmus gibt dann Folgen von punkten (r^) und (fr,) , die
gegen einen Fixpunkt, rx von g(r) streben:

;r* : g(r*) ;

die ordnung der Konvergenz in dem oben gebrauchLen sinne ist abermalsr+\/2.

Technische Universität
Otaniemi, X'innlancl
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