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1. Einleitung

In den folgenden Ausftihrungen beschäftigen wir uns mit quadratischen
Formen auf reellen und komplexen differenzierbaren Vektorbiindeln, mit
ihren Cliffordbiindehr sowie deren Darstellungen.

Es ist hier unser Ziel, elwas ausfiihrlicher als iiblich auf die Eigen-
schaften einzugehen, die die Existenz von Differentialoperatoren (kova-
riante Ableitung, Diracoperator) und adjungierten Hermiteschen X'ormen
auf diesen Strukturen versichern. Die Berechtigung fii,r eine eher »elemen-

tare« Behandlung der Darstellungstheorie der Cliffordbiindel scheint uns
durch die Tatsache gegeben, dafi in ihr die Ansätze und oft die wichtigsten
Beispiele fiir verschiedene spezielle Thematas vorhanden sind: Brauer-
gruppen von topologischen Räumen [5], Hermitesche Formen iiber fnvo-
lutionsringen l7l, elliptische Differentialoperatoren [1].

Thematisch ist die Arbeit in folgende Teile gegliedert: quadratische
Formen und Cliffordalgebra, Darstellungen des Cliffordbiindels, Dirac-
operator und adjungierte Hermitesche Formen, Beispiele.

2. ÄuBere und Cliffordalgebra

2.1. Konventionen. IInter einem Vektorraum verstehen wir einen end-
lichdimensionalen Vektorraum iiber den reellen oder komplexen Zahlen.
Diese beiden Koeffizientenkörper werden rvie iiblich mit R (reeIl) bezw.
C (komplex) bezeichnet.

Unter einer quad,rati,schen ?onn A auf einem Vektorraum V ver-
stehen wir, sofern nichts anderes vermerkt, ist, eine ni,chtentartete qtadra-
tische Form auf V rirrit Werten im Koeffizientenbereich von V . Das
Paar (V , Q) hei8e ein Eulcl,id,ischer Raum.

Der Inder von Q ist die Anzahl der negativen Eigenwert'e der za Q
assoziierten Bilinearform B auf 7 (falls 7 ein reeller Vektorraum ist).

Der Term »Mannigfaltigkeit« bedeutet im folgenden, sofern nichts
anderes vermerkt tvird: reel,le C* -Manni,gfaltiglcei,t uon end,li,cher Di,mension.
Das Wort »differenzierbar« ist immer im Sinne von C- zu verstehen.

Ein Yeldorbilnd,el, 6 ist ein d,i,fferenzierbares Yektorbiindel iiber einer
parakompa,ltfeza Basismannigfaltigkeif M . Die Faser vorr n € ll,1 iiber dem
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Punkt r e M wird mit f, bezeichnet. Eine Biindelabhildung E : § "> 11 ,

wo 6 ul}d 4 vektorbiindel iiber demselben Koeffizientenbereich und der-

selben Basismannigfaltigkeit ,?/ sind, ist eine differenzierbare Abbildung

der Biindelräume, die fiir jedes r € -nf Hneare Abbildungen qx: §* -> t1n

induziert.
Ern Atgebrabritndel, q iiber derBasismannigfaltigkeit l[ istein differen-

zierbares Faserbiindel iiber M mit typischer Faser A und Struktur-
gruppe Lur A , wo A eine assoziative, unitäre Algebra mit Koeffizienten
aus R oder C und Aut.4 die Automorphismengruppe von / ist.

Es sei § ein Vektorbiindel iiber der Basis M . Tst fiir jedes u e M
die Faser fn Träger einer quadratischen X'orm &, und hängt das FeId

Q : {Q-) differenzierbar von r ab, dann sprechen wir von einer quad'ra-

tischen Xorm A euf E .

Ein Q -Brhd,el, (t ,8) ist dann ein Paar bestehend aus einem Yektor-
biindel 6 und einer quadratischen Form A auf § .

Bei einem reellen 0 -Biind.el (E , Q) iiber einer zusammenhängenden

Basis l[ haben alle induzierten quadratischen trnormen Q* denselben

Index. Man kann also in diesem n'a[ vom Ind,ex aon ([, Q) sprechen und

entsprechend eine Klassifizierung der reellen 0 -Biindet id-her M in posi-

tiv- bzw. negativ-definite und indefinite vornehmen.

2.2. Reelle o-Biinilel. wir wollen, ohne sie zu bev-eisen, auf einige

Eigenschaften reeller Q -Biindel hinweisen, die in genauer Änalogie zu

bekannten Eigenschaften reeller Euklidischer Räume stehen. Dabei be-

trachten wir nur Vektorbiindel iiber ein und derselben Basismannigfaltig-

keib M und setzen voraus, M sei zusammenhängend.

Zwei reelle Q -Biindel (€ ,8) und (e' , Q') heissen isomorph, falLs

es eine Btindelabbild.ung E : 6 -+ 6' mit der fiir alle Fasern giiltigen Eigen-

schaft

Q,(g,u*) : Q*(a*) fiir atle u*€ €,, clirn E, : dim E'*,

gibt. Da die quadratischen tr'ormen als nichtentartet r-orausgesetzt sind,

so ist, eine solche Biindelabbildung ein Isomorphismus der Vektorbiindel,
Es gilt nun:

2.2.1. Zwei, gtosi,ti,u-d,efinite reelle Q -Biindet (€ , O nnd (t' ,8')
sind, genau d,ann 'isomoryth, wenn d,i,e Veldorband,el § und E' isomorph si'nd'-

Dasselbe gilt nattirlich auch, vrenn beide Q -Btindel negativ-d.efinit siud.

Um die entsprechende Aussage ftir indefinite Q -Bil'nd,el formulieren
zu können wird der Begriff der »direkten Summe« eingeftihrt. IJnter der

d,irekten Summe zwe'i,er (reellen od,er komlilexer) I -Biindel, (E , Q) und
(E' , Q') wird das Paar (6@6' , Q@Q') verstanden, 'vvo §@§' die Whitney-
Summe der Vektorbiindel und Q" : Q@Q' die quadratische X'orm
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Qi,@*, r'-) : Q.@.) * Q.@-)

anf €"@t:- ist. Mit Hilfe einer positiv-definiten quaclratischen X'orm
arrf f beweist man dann:

2.2.2. Jed,es reelle Q -Bli?Ldel (E , Q) ist di,rekte Sum.nte zwei,er d,efi,niter

reeller Q -Btl,nd,el (E+ , Qi und, (t- , Q-) , wobei, d«,s erste pos'it'ia-, d,as

zweite negatdu-d'efdnit 'i,st, und, dim €- : t: ind Q ist.
Die Verallgemeinerung von 2.2.1 lautet nun:
2.2.3. ([,Q) und, (€' ,8') se'i,en reelle Q-Btenclel mit den nach 2.2.2

eri,stier enrlem de.fi,niten Z erl egungen

G ,Q ) : (4+,0*)@ (t-,Q-),
(E' ,8') : (§;,0'*) o (E'-, Q') .

lie si,nd geTLaLL dann'isornorph,wenn es VelctorbiiL,nd,elisomorphi.smen €* - t*
und, € - --- E'- gibt.

2,3. Komplexe Q -Biinilel. Die Operation der komplexen Erweiterung
fiihrt ein reelles Vektorbiindel 6 in ein komplexes \:ektorbiindel 68C ,
und eine auf 6 definierte quadratische Form Q in eine auf §EC definierte
quadratische Form QaC iiber. Das auf diese \Yeise aus dem reellen

Q -Biindel (€ , Q) erhaltene komplexe 0 -Biindel sei rnit (6 , 0) I C
l-rezeichnet.

2.3.L A und, Q' seien quad,rati,sche ?ormen u,uf einem reellen Vek-

torbi)md,el E . Dann sind, d.i,e kompileren Erwei,terungen, (4 , 0) I C unå

G ,8') @ C isomorph.
Bewe'is. Man hat 2.3.1 offensichtlich nur fiir den Fall zu beweisen, daB

eine cler beiden quadratischen n'ormen, etu.a Q , pcsiti'r-definit, ist. Es
sei dann

(E , Q') : (6* ,Q'*) @ (€- , Q'-)

clie in 2.2.2 gegebene definite Zerlegung. Dann ist clas reelle Q -Biindel

(€ ,Qr) : (6* ,0*) @ (t-, -Q'-)
positiv-definit, somit gemäB 2.2.I isomorph (€,Q), ttnd daraus folgt,
daB auch die komplexen Erweiterungen (6, 0) I C rind (6, 01) I C
isomorph sind. SchlieBlich bleibt 2.3.I nur noch unter cler Voraussetzulg
Q' : -Q ztt zeigen. In diesem FalI ist aber die )Iultiplikation mit a' der
gewiinschte Isomorphismus von (6 , 0) I C auf (, , Q') I C .

Ist (6, 0) ein reelles 0 -Biindel, dann erhält man daraus durch kom-
plexe Erweiterung ein komplexes Q -Biindel. Es soll nr:ch gezeigt werden,
daB auch die Umkehrung dieses Sachverhaltes richtig ist.

o
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2.3.2. Jed,es lcomptlere Q -Biind,el wird, d,urch Komlilexi,fi,zierung aus

edmem reellen I -Biindel erhalten.

Beachtet man zudem noch, da8 jedes reelle Vektorbiindel iiber einer
parakompakten Basismannigfaltigkeit M eine positiv-definite quadrati-
sche Form trägt, so erhält man die folgende Aussage als

Korollar. Ein komlilexes Vektorbtl,nd,el bagt genau d,ann ei,ne quad,rati,sche

Iorm, wenn es d,urch Komplexi,fizi,erung aus e'inem reellem Velotorbii;nil,el

entsteht.
Bewei,s aon 2.3.2. (€.,Q"\ sei einkomplexes Q -Biindel. Wir beniitzen

folgende Bezeichnungen:

å* - Ec als reelles Vektorbtindel aufgefasst;

J : Multiplikation mit a in 6c i

Qt : R'e Qc ( R'e : R'ealteil);

Qz : Im Qc ( fm : Imaginärteil)'

Weiter sei Q' eine positiv-definite quadratische Form auf f* . Damr
ist, die quadratische X'orm Q aff. 6n , definiert durch

Q*(o*) : Q*(u*) * Q',$,o") , u* € ån, ,

wieder positiv-definit, und zudem ist "I eine in Q orthogonale Abbildung.
Es seien nun 81, 82 , B die zu Qr, Qr, Q assoziierten Biliuear-

formen. Dann gibt es Vektorbiindelisomorphismen Vt, gz: §n + 6n

derart,, daB auf der Faser 6n, gilt:

Brn(a*,a'*) : B*(vr*a*,u'*), Brn(u*,D:) : B,(qr*a*,u'*)) 1'*,t"* e €a*'

g, und g, sind in der positiv-definiten Form B selbstadjurgiert. fa 'wird

somit, in zu.ei Biindei 6+ und §- zerlegt

6p : §+ q, §-,

wobei die Faser E*n von den Bigenvektoren von gu mit positivem,

E-* von denjenigen mit negativem Eigenv-ert aufgespannt wird. Die
Restriktion von @, auf §a ist positiv-, auf §- negativ-definit,. Au8erdem
sind f1 und 6- sowohl in B als auch in B, orthogonal. Aus diesen

Beziehungen ergeben sich die folgenden Gleichungen

J-grJ: -gti
9z: -VrJ'

Die erste dieser Gleichungen impliziert €- : J(E+), also

6a:6+@"f(f+).
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Somit ist Ec das aus dem reellen Biindel 6+ komplexifizierte Biindel:
§6 : f-p@C . Aus der zweiten Gleichung folgt fiir an e E+n

Qr*(r-*) ":= B*(Vr* u* , a*) - - B*(Vr* $ a") , u*) --- 0 ,

also ist die Restriktion von Q, auf
tion von Q, auf €+ , die mit A{

Die komplexe Erweiterung Yon

6+ reellwertig und gleich der Restrik-
bezeichnet bei.

Qi' auf €c stimmt auf §+ mit Q,

2.4. Definition iles Clifforilbiinilels. Tiir die Definition und Eigen-
schaften von Cliffordalgebren rvird prinzipiell auf [3] verwiesen. fst (V , Q')
ein Euklidischer Raum (vgl. 2.I), dann wird mit C(Q) die Cliffordalgebra
von (V , Q) bezeichnet.

Definition. (E , Q) sei eim I -Bil'ndel, mia Basismanni,gfalti,glcei,t M .

Ei,n Algebrab'iltnd,el y iiber M mi,t d,er fil,r d,ie nasern gultigen Eigenschuft

y":c(Q"), reM,
ist ein Clifford,bund,el, aon (€ , Q) .

Aus der Eindeutigkeit der Cliffordalgebra folgt, daB alle Cliffordbiindel
r,on (€ , Q) untereinander isomorph sind. \4'ir wählen eines von diesen
Cliffordbiindeln aus und bezeichnen es als d,as Cl,i,fford,bilnd,el, aon (E ,8) -

Die Universalitätseigenschaft der Clifford.algebra ([3], If.1.1, S. 39)
iiberträgt sich auf das Cliffordbiindel y yor (€ , Q) :

2.4.L. Es sei, q e,i,n reelles bzw. kompl,eres Algebrabii,,ndel, iiber M -

cp : E -* q e'irue Biitndelabbildung mi,t d,er far jed,es x e M giiltigeru Eigeru-

schaft

(E* a*)' : Q*(u*) L* ,

un e €n und, L, : Einselement uott rl* . Dctnn gibt es eine eind,euti,g be-

stimmte Abbild,ung d,er Algebrubilndel, ö, y-r1 , die g erwei,tert.

Dabei haben wir angenommen, § sei ein Teilbiindel von y . DaB
diese Annahme berechtigt ist, folgt aus der entsprechenden Eigenschaft
der Cliffordalgebren. Fiir Dn e €* gilt die Produkteigenschafb

I- :----- Einselement von y* ;

dies ergibt zus&mmen mit 2.2.1und 2.4.1 den Satz
2.a.2. Bi,nd, (E , Q) urud, (E , Q') reell,e Q -Bii,ndel iiber M , be,id,e ent-

wed,er positia- od,er negati,u-d,efi,nit, ilann sind, i,hre Cl,i,fford,bilnd,el, isomorph.
Ein reelles Q -Biindel (E , Q) geht durclr. Komplexifizierung in ein

komplexes Q -Biindel (E ,8) @ C iiber. Sind 7 , 7' die Cliffordbiindel
von (§,Q) bzw. (t,8) Q C, sowie y8 C die Komplexifizierung von
2l, dann folgt aus dem entsprechenden Satz iiber Cliffordalgebren ([3],
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II.1.5, S. 41), daB y' : y$C. 'Wir nennen y' das kompl,er'e Cli,fforcl-
band,el des reellen 0 -Biindels (E , Q) .

Aus 2.3.1 und 2.4.1 gewinnt man nun folgendes Pnesultat:

2.4.3. Q und Q' seien beliebige (ni,cht-entartete) quad,ratische lormett
auf rlem reel,len Vektorbilnd,el I . Danm sind, d,i,e zu (E , Q) und' (E ,8')
g ehörend,en komgile:ven Cli,fford,bund,el isomorph.

2.5. Existenz des Clitforilbiinilels. G sei eine Liegruppe und tr/ eitr

endlichdimensionaler Vektorraum, auf dem G differenzierbar operiert,
d. h. es sei 7 ein G -Modul. I\[an kann bekannt]ich (siche etwa [9],
3.2.d, S. 45) jedem G -Prinzipalbiindel i tiU"" der Basismannigfaltig-
keiL M ein Vektorbtindel iiber M nit 7 als typischer Faser zuordnen,

das im folgenden mit' iA"V bezeichnet sei. Ist V' Teilmodul des

G -IVloduls V , damr kann man E &rV' als Teilbiindel von i grr
auffassen.

Es sei nun (§ , Q) ein G -Biindel iber lll, 7 die lvpische Fasert-otr
€ , Qo eine quadratische tr'orm auf V mit (fiir reelles §) gleichem fndex
wie 8 , O die orthogonale Gruppe von (V , Qr) und C die Clifford-
algebra von (I',00) . Erstens bestimmt (t ,Q) ein O -Prinzipalbiindel

§ iiber M derart, daB f \oV:6. Aus der Universalitätseigenschaft

[3], II.l.1, S. 39) der Cliffordalgebra C folgt weiter, daB O auch auf
C operiert, und zwar als eine Automorphismengruppe von C . Denn
jedes g eO läBt sich eindeutig ztt einem Automorphismus fr von C er-

weitern. Das zu sE assoziierte Biindel § 8o C ist dann, ll'ie man sofort
einsieht, das Cliffordbiindel y .roln (€ , Q) .

Da y definitionsgemäB iiberhaupt nur bis auf fsomorphie clurch

G , Q) festgelegt ist, so ist es ganz zweckmäBig, die Beziehung zwischen

{E , Q) und 7 durch ihre Isomorphieklassen auszudriicken. Dabei ver-
weisen wir auf den in 2.2 eingefiihrten Isomorphiebegriff. Die Isomorphie-
klasse von (6 , Q) ist in der Terminologie von [9], 3,2.a, S. 44, ein O -Biin-
del iiber M . Ebenso: fst Aut C die Automorphismengruppe der Al-
gebra C , dann ist die Isomorphieklasse von Z ein Åut C -Biindel idrber M .

Es sei nun t : O --> Aut C der oben eru-ähnte Erv'eiterungshomo-
morphismus. Da (ftir eine Liegruppe G) die G -Biindel iiber ll1 Ele-
mente der Kohomologiemenge Ht(M , G) sind (siehe [9], S. 42), so defi-
finiert e eine Abbildung e*: HL(M , O) - Ht(lUI , Åut C) , und die Iso-
morphieklasse yon y ist das e* -Bild derjenigen von (€ , Q) :

e*((6, eD : b,) .

2.6. Beziehung zwischen äuBerem unil Cliffordbiinilel. fst 6 ein
Vektorbiindel iiber der Basismannigfaltigkeit fuI , dann bezeichnet
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Af das riuBere Bandel, uon €. Fiir jedes re M istalsodieX'aser (A§)"
die äuBere Algebra von tn.

Es sei weiter Q eine quadratische Form auf f und 7 das Clifford-
biindel von (E ,8). Dann gilt:

2.6.1. Es gi,bt einenkanom'i,schenVelctorbli,ncleli,som,orphi,srnus p,: y--> A € .

Allerdings respektiert p ni,cht die multiplikative Struktur der Algebra-
biindel y und A §.

Wir wollen im folgenden diesen fsomorphismus konstruieren. Es

handelt sich dabei lediglich um eine algebraische Aufgabe, die darin be-

stelrt, fiir jedes r € M einen kanonischen linearen Isomorphismus p* i

C,t A §, nachzuweisen (wie dies z.B. in [3],IL2.1, S. 38 gemacht wird).
Da die Isomorphismet y,* kanonisch definiert sind, werden sie sich dann
zu einer differenzierbaren Biindelabbildung zusammensetzen.

Um das algebraische Problem zu fixieren, sei (7, @) ein Euklidischer
Raum, C die Cliffordalgebra von (V ,8) , E die äu6ere Algebra von
Z , und schlieBlich B die zu O assoziierte Bilinearform. Wir können
annehmen, rlaB VcC, VcZ, und auBerdem, da8 C und^ E ein
gemeinsames Einselement I besitzen.

X'iir festes z € Z existieren Antiderivationen in C und -8, beide mit
dem gleichen Symbol A, bezeichnet (0,: ö, in der Bezeichnung You

[3], II.2.1), soda8 fidtr w € 7 gilt

1oto : B(u,w)1.

Es sei L, die LinksmultipUkation mit u € 7 in ,E . Dann wird durch

ar> L,{0,.
eine lineare Abbildung v: V --> End.E ( : Eudomorphismenalgebra des

Vektorraumes .O ) erklärt. Man berechnet nlln sofort

(L, + A)' : Q(c) id" .

Gemäfi der Universalitätseigenschaft von C ([3], II.1.l, S. 39) lässt sich z

zu einer Darstellung fi,: C --- End,E errveitetlt, und man gewinnt daraus
eine lineare Abbildung p.: C '-+ -U , indem man den Endomorphismus

ira a:uf. I €Z anwendet:

pci - (i,t)t.
Man zeigt sehr leicht, da} p eine Inverse ]resitzt. Ist nämlich L| are

Linksmultiplikation mil o e V in C , dann u'ird pr-r auf analoge Weise
wie vorhin durch die Abbildung a -> L'u - O, eruetgb. Aus der D;fini-
tion von pr erhält man sofort die folgenden Eigenschaften:

2.6.2. pa:a fiitr ueV und, pl:1. Ist {a,), i' -1,...,p, e'in
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Sgstem paarwei,se 'i,n B orthogonaler Velctorem aon V , d,ann i,st p,(a, . . . ro)
: orA ... Aap. Dabei, ist ar...a, das Prod,ul$ in C , at\ ... Aap
d,asjenige in E .

2.7. Der Schnitt o, . Vorerst soll wjeder eine algebraischeBetrachtung
gemacht werden. Es sei (V , Q) ein reeller Euklidischer Raum und l)
eine Orientierung von V . Dann gilt fiir zwei in .(2 positiv orientierte
und in B orthonormierte Basen {o,} und {o',}, d - l, . ..,'n: dimV ,

von 7:

Ca i: yt-len € C,

co ist damit durch die Orientierung ,f) von Z festgelegt; wegen 2.6.2

kann es mittels einer in O positiv orientierten und in B orthonormierten
Basis {o,} von 7 durch das Produkt in C

urA.. Au*: a'rA

I)as Yolumelement ist dann e o - ur A

Aa*.

A u*, und rtrir setzen

ein reeller Euklidischer Raum,
durch A und eine Orientierung

Au in E hat die Eigenschaft
r : a -> A, zLL einem Antihomo-

(1) C :--= A1 . . . Ar"b

dargestellt werden. Nun gilt fiir eine solche Basis die Antikommutations-
regel (in C ) (siehe [3], (1), S.39)

(2) uiau*unt)i: -r-2d*I.
Man erhält daraus die folgenden Eigenschaften von ca i

2.7.1. Di,eganzeZahl, m, se'i, sogewrihl,t,d,aPentweder dim Y:2m od,er
:2m{l ist, und,essei, t d,er Ind,eraon Q. Dann ist (co)z: (-1)-+'.
Ist dimZ ungerad,e,soist'ucs:coa Jiir ue V. -Isf dirnV gerad,e,

so'ist acs : - cou filr u eV, und zu jedem, c €C mit der Ei,genschaft
ac:-ca ffur ae Y gi,btese'i,nsolches ,1 €R,daB c:)"ca i,st.

Die letzte Eigenschaft von co folgt daraus, da8 C fnr gerade Dimen-
sionen von V eine zentrale Algebra ist (131, II.2.I, S. 42).

Diese algebraischen Definitionen lassen sich nun alle faserweise auf
ein reelles orientiertes @ -Biindel (€ , Q) iibertragen. ]Ian erhält also
insbesondere einen (differenzierbaren) Schnitt ca in T , dem Clifford-
biindel von (§, Q) , dessenWert con in r e lll die Eigenschaften 2.7.I hat.

2.8. Der * -Operator. (V , 8) sei

R die äuBere Algebra Yon V , ee das
{) \,on V festgelegte Volumelement.

Die in 2.6 definierte Antiderivation
(0, )' : 0 . Man kann also die Abbildung
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morphismus t : E -> End .E fortsetzen. Das »Anti« bezieht sich dabei
auf die Produkteigenschaft

I)urch

gewirrnt man
sie faserweise
so erhält rnan

; @Ae') - (i n') (i n), a,e' eE .

* e :- (i e) eo

daraus eine lineare Abbildung * i R -> E . Uberträgt malr
auf das äu8ere Biindel eines reellen orientierten 0 -ftndels,
den de-Rhamsohen x -Operator ([11], § 24, S. 121).

2.9. Linearer Zusammenhang. Es sei M die Basismannigfaltigkeit
der betrachteten Vektorbiindel, f,* (7, ) der Ring der differenzierbaren
reell- (komplex-)wertigen n'unktionen auf l[ . Der Schnittmodul f €
eines Vektorbiindels 6 iiber M wird als 1R- 17"-)Modul aufgefaBt.
Wird er als R - ( C -)Vektorraum betrachtet, dann schreiben wir T^ E

( l. € ). X'iir das kontravariante Tangentialbiindel ,(M) setzen wir
'X : f rQI) , fiir das kovariante d(M) entsprechend 9e* : I #(M) .

Es sei ! ein linearer Zusammenhang auf dem Vektorbiindel 4 , Vr . §
die kovariante Ableitung rron s € .l'6 in Richtung h eA.. Bekanntlich
gelten die folgenden Regeln:

a) Fiir festes s 

;1:,'*' T:T::nr,,,_,v,.s,
ein Modulhomomorphismlls :U -- I € .

b) Fiir festes /i e ?e ist die Abbildung

s F+ V,,. §

ein Vektorraumhomomorphismus J"* § + .I'* § (bzw. T, E * lc 4 ), und
es gilt

Yn' Qt §) : I (Vr,'s) { (h' }'") s ,

\r'o h.), die Ableitung von 1e7R (€J" ) in B,ichtwrg h€'t be-
deutet.

Ist f ein Algebrabiindel, dann verlangen wir noch zusätzliah:
c) Vu'(srsz) : (Vr'sr)s2*sr(Va.sz) , §182: Produkt in J'§.
Falls eirr linearer Zusammenhang V und eine bilineare bzw, Her-

mitesche n'orm f/ auf dem Vektorbtindel 6 die Ricci-fdentität

(2.9.1) h. H(sr, sz) - H(Yo.sr, sz) - H(sr, Vr.sz) : 0

erftillen, heiBt V ei,n li,nearer Zusammenhang auf d,em Paar (€ , H) .

r1
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E,in l,i,nearer Zusarnmenhang auf cl,em Q -Bundel, (E , Q) ist ein solcher des

Paares (E , B), wo B die zu Q assoziierte Bilinearform ist.
Nun sei A 4 das äuBere Biindel von å und I ein linearer Zusammen-

hang auf 6. Es gibt eine eindeutige Erweiterung ,V von I auf A 6,
dieauf zerlegbarenSchnitten s: u1 4... Au,, ure 16,dieW'erte

,Va'§ -- A (Vä 'u;) A Aur

annimmt. fst G ,8) ein reelles 0 -Biindel mit Cliffordbiindel y , dann
wird die Erweiterung "V mittels des kanonischen Isomorphismrrs p :

y --> /\ 6 ((vgl. 2.6) in einen linearen Zusammenhang F-1"Y auf dem

Vektorbiindel y iibertragen. I\[an veÅfizierl nun, daB &-1"Y ein linearer
Zusammenhang auf dem Algebrabiindel y ist, d. h. da8 c) erfiillt ist,
falls y ein linearer Zusammenhang auf (f , 0) ist. p-r"V ist dann

die eindeutige Erweiterung rron I auf y .

Wir wollen die eindeutigen Erweiterungen eines linearen Zusammen-

hanges ! auf (€ , Q) zu solchen auf 7 und A f rrieder mit V be-

zeichnen. Ist 0 eine Orientierung r,'on § , dann gilt bekanntlich

V.eo : o

(eo : Volumelement, vgl. 2.7). Wegen co: 1t-L e, (vgl. 2.7) gilt also

auch

(2.9.2) V'cp:O.
SchlieBlich sei noch auf eine Beziehung zwischen den Antiderivationen
Ao (vgl. 2.6) und I hingerviesen, wobei beide, A, und V, entweder
a:uf. y oder auf A 6 operierettd gedacht, u'erden. Aus der Definition von
ä, folgt sofort

( 2. e.3) Yr,'(ä, s) - A, (Vr ' s) - 0: n, s ,

rvobei aef €, heSe und ,s€J-/i € (bzrv. s€ l),).

3. S- untl S0-§trukturen

Viele der folgenden Betrachtungen gelten nur fiir orientierte reelle

Vektorbiindel. Wir treffen deshalb die Vereinbarung, dafi in diesem

Kapitel »reelles Vektorbiindek< gleichbedeutend ist mit »orientiertes reelles

Vektorbtindel«. Au8erdem sollen alle X'aserbiindel iiber ein und derselben

parakompakten und zusammenhängenden Basismannigfaltigkeit M de-

finiert sein.

ir' A
i:1
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3.1. a-Biindel. Gegeben sei ein Algebrabiindel cv . Unter einem
x -Bundel €@ verstehen wir ein Tripel (u , € , @) , f ein Vektorbiindel
und @ ein Algebrahomomorphismus a -> End 6 ( End 6 : Btindel der
Bndomorphismen von 6 ). Insbesondere soll @*, die Restriktion von @

auf a*, das Einselement 1, von a* in das Einselement id-." von End 6.
iiberftihren.

In einem a -Biindei 66 ist jede Faser 6" ein a, -Modul im algebrai-
schen Sinn. Entsprechend hat man auch bei a -Biindeln den Begriff der
Isomorphie, der d,ireltten Sum,me sowie des Tensorprod,uktes eines a-Bil,'ndels
mi,t ei,nern V elctorbilndel.

3.2. Definition der §-Strukturen. y sei d.as Cliffordbiindel eines
reellen Q -Biindels (E , Q). Unter einer §-§fruktur auf (€ , Q) verstehen
wir die Auszeichnung eines 7 -Biindels 4. . Das zugrundeliegende Vektor-
biindei 11 wird als das Spi,norbiiind,el, d,er B-Struktur 11, bezeichnet,. Eine
S-Struktur auf clem reellen Q -Bilndel (€ , Q) kann aueh durch folgende
Daten gegeberr werden:

S f. Ein reelles oder komplexes Yektorbiindel q mit einer Biindel-
abbiidung g: € --., End ry , die die Bigenschaft

(g* a,)2 : (Q"(u")) idr* , a* € €* ,

fiir alle Fasern §, von f hat.
Denn in jeder S-Strtktur q* von G , Q) liefert die Restriktion des

Homomorphismus @*: yn -+ End 4, auf E* eine Abbildung p* miL
der Eigenschaft S l, und umgekehrt kann jede solche'wegen der Univerali-
tätseigenschaft 2.4.1 zu einem eindeutigen Homomorphismus @n: y* --
End q" erweitelb t'erdeu.

3.2.1. Ist dimf .c1erad,e (:2m) und t der Ind,eraon Q,dannist
clas Spi,norbilnclel q einer S-Btrtcktu.r q* &Irf (€ , Q) direl".te Summe zwei,er

Vektorbilnd,el ryi- und, q- gleiclter Dintenslon,, fall's entwed,er 11 reell unil
mlt gerade od'er q komplerist. ?j+ rLrucl, q- sirud' d,ie Halbslti,norb'ii;ndel
Don fl@.

Der Beweis von 3.2.1 beniitzb die Existenz des Schnittes co in y
(vgl. 2.7). Es sei @ ; y --> End 4 der Homomorphismus, der y a:uf rt

operieren läBt. Dann ist @ co ein Vektorbiindelisomorphismus von T
mit der Eigenschaft

(@ c)' : (-l)-+' id'/

(siehe 2.7.f ). Also wird 4 in die Eigenbiindel 4+ und ?l- ..;or, @ co zer-
legt, die zu den Eigenwerten +l und -l bzw. ]-i, uncl -a gehören-
In der tr'aser f, sei un derart, daB Q*@") f 0 ist. Danu ist @* u* eitt

1&
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Isomorphismus von q,, der wegen n*cdtn : - c!2*a* (siehe 2.7.1) die

Eigenräume ?+, und 4-, vertauscht:

(1) @nvni q+*+4-, und T-*+rl+,
Insbesondere folgt dim4+: dim4-.

Beispiel l. Sei, (E,Q) ein reelles Q -Bundel; d,ann hat

G,Q)@(6,-0)
e,i,ne natilrli,che B-Strulotur mi,t A § als Spi,norbilnd,el,, in d,er di'e beid,en

Bit%del d,er gerailem und, ungerad,en Elemente aon A E d'i,e Rolle iler Halb'
s p i norb tirrul, el spi el en.

Um dies zu zeigen, seien (§" , @,) , A f" die Tasern iiber r € ll4 von
(€ ,8) bzw. A 6 . IJnter Beniitzung der in 2.6 eingefiihrten Sezeich-
nungen ordnen wir dem Paar (u*,w*) e E"@E* den Endomorphismus

E* (a* , w*) von A & zu:

Vn(a*,1D*) : La* * 0 a* * Lrcn - 0 w''
g" ist dann eine lineare Abbildung €"@€" -+ End /r f" , ron del mau
leicht nachrveist, cla8

(rp* (r* , u,))z : (Q"(u") - Q"(tu")) id.

gilt. Nach S I definiert somit das Paar ( A f , g) eine S-Stmktur: auf
(f , 0) @ (6, -0) . Da 6@6 eine natiirliche Orientierung A hai, so

ist, co definiert. IIan verifiziert nun noch, daB

@ c, : + *2,

wo * der cluelisierer:de Operator in A
durch 3.2.1 gegebene Zevlegung diejenige in
.\ro11 /i § .

Beispiel 2. Die in 2.6 d,e.fini,erte Abbild,ung ir: 7 --+ End A E lii§tdas
Cliffordbilnclel, y 1)om (t , Q) auf d,em riu,Beren, Bilndel operierem, d'efi,niert

also ei,ne S-Struktur ( A f)a auf (E , Q) . Ist Q positi,u-d,efi'ni,t und, dim €

gerade (:2n ),clann ist i,n cler KompleriJizierung A E6 uott, A å:

frcr: i*o 1d:1i_t1 ,

uo a d,i,e i,n lll, 1, 8.426, d,efi,ni,erte Abbilclutg ist.

3.3. Definition von SC-Strukturen. Ist 11 ein Algel:rabär,del, dann
hei8t ein q -Biindel a i,rred,uzibetr, falls jede tr'aser a, eitt im algebraischen

Sinn irreduzibler 4* -Modul ist. Unter einer BO-§truktur auf (€ ,8)
versteherr wir eine komplexe, irreduzible S-Struktur auf dem reellen

0 -Brindel (€ , Q). Es gilt:

å ist (-.91.2"8). Som.it, ist rlit
gerad"e uild ungeraCe Elemerttt:
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3.3.1.
rler dim f

6@

:----

sei eine,S0-,Srru,ldur e%f (€ ,8) QtTLd nL d,ie ga,nze Zuhl, mi,t

2m oder: 2m* I ist. Dann'i,st dinro == 2* (titber C )"
Denn o, ist ein 7 -Biindel, wo 7 das Cliffordbiindel von (f , Q) ist,.

Da o ein komplexes Vektorbiindel ist, kann man oo auch als y$C
-Biindel auffassen (y&C : Komplexifizierung von / ). Nun ist jede

I,'aser (y&C)- als Cliffordalgebra iiber den komplexen Zahlen entweder
einfach ( dim 6 : 2 rn ) oder direkte Summe z'weier gleichdimensio-
rraler einfacher fdeale laimf : 2m f 1) (siehe l3l, II.2.l, S.42 und
II,2.6, S.47). Weiterist, dim7:2,loi,it n:dim€.

Aus S I in 3.2 folgt, daB jede SC-Struktur auf (f , Q) durch folgende
Daten gegeben werden kann:

SC f . Ein komplexes Vektorbii-ndel o der Dimension 2'", unter der
Yoraussetzung dim§ :2ry oder :2m*li

SC 2. Eine Btindelabbildung g: E --> End o mit der Eigenschaft

(g',, a*)2 -_ Q.@") id, , ax € §*

Aufgrund des fsomorphiesatzss fiir Cliffordbtindel 2.4.3 schlieBt man:
3.3.2. Q und, Q' seien, quad,ratische Xormen auf clem reellen Yektor-

biuud,el E. Dann ,ind,uzi,ert jecl,e BC-Btruldur auf (€,Q) ei'ne solche auf
(t , Q') mi,t d,emselben Spinorbil,nd,el.

Dieser Satz ist insofern bedeutungsvoll, als er z,"igt, daB die Existenz
r-on SC-Strukturen auf dem reellen Vektorbiind"l (6 , Q) nur vom Vekbor-
biinrtel et, aber nicht von der quadratischen Form A abhängb. Wir
verstrhen nun unter einem Spinorbti;ndel d,es reellen Vektorb'iiruil'els 5 ein
Spinorbtndel einer SC-Struktur auf (E , Q) , I b:liebig.

3.4. Existenz einer S0-§truktur. Ilit der vorhiu eingefiihrten Ter-
rninologie ist die Aussage, (€ , Q) habe fiir jede quadratische X'orm A
eine SC-Struktur, gleichbedeutend mit der folgenden: das Yektorbiindel
6 hat ein Spinorbiindel. Der Inhalt dieses Abschnittes besteht nun &us

tlem Beweis des folgenden Satzes:
3.4.1. Ei,n reelles und, orientierbares Velctorb*ndel € hat genau, d,anrt

ein, Bpinorbiimd,el,, wenn d,'i,e garruzahlige Kohornologi'ekl,o,sse W's(E) : o ist.
Als Vorbereitung zum Beweis von 3.4.1 urrd unter den gleichen Annah-

men zeigen 'wir vorerst:
3.4.2. M sei, il,ie Basi,smanni,gfal,ti,gkeit aon € , unil, [1 sei ein, triuial,es

reelles Geradenbiitnd,el uber M . € hat genau cl,amn, ein Spinorbund'el, wenm

dies fii,r §@f, zutrffi.
Beweis uon 3.4.2. Der Beweis hat in beiden Richtungen ausgefiihrt

zu werden, und au8erdem hat man noch die Fallunterscheidung dim 6
gerade und dim f ungerade zu machen. Wir geben den Beweis nur fiir
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die Ånnahme: dim f sei ungerad.e und o ein Spinorbiindel von §@år .

ln den anderen X'äIlen verläuft er analog.

A und Q, seien quadratische X'ormen auf t bzw. €r, u'obei

Q, als negativ-definit vorausgesetzt wird. I)as Cliffordbiindel / von

G ,8) @ (6r , Qr) operiert irreduzibel auf o , die dem Element c, e y* ent'
sprechende Operation auf E* @ €r, (V* , on : Fasern irr y bzw. d

iiber r € JLl ) sei wieder mit' (D*c, bezeichnet. Nach 3.3.2 und 3.2.1 zer'
fäIlt o in die Eigenbiindel oa und o- beziiglich der Operation (D co .

§r hat einen Schnitt o1 mit der Eigenschaft Qr*(ar,) : -l . @u, ist
dann ein Isomorphismus d -> o, der nach (l) in 3.2 01 und. o-
vertausaht. Ebenfalls aus (l) in 3.2 fblgt, daB die dem Produkt n, ur.

€ y* , fidrt a* € §*, e.rtsprechende Operation @*(u*ur,) sorvohl d+* als

auch o-, invariant läfit. lVir setzen nun

g|a, :: @,(urtrr*) .

Darrn gilt

k|o.)' : @*(u,ur*1)*1)r,) : o*(- rl,ri) : Q,(t;) ir'l. -,

Ist, clim E :2 m,+ l, dann ist dim 6+:2*. Also definielt gj gemåiB

SC I und SC 2 (vgl. 3.3) eine SC-Struktur auf (E , Q) .

Beweis uon 3.4.7. Voraussetzung: 3.4.I sei richtig fiir Vektorbtindel
einer gewissen Dimension za 2 I . Ist § ein Yektorbiinclel der Dimension
n-l und §, ein triviales reelles Geradenbiindel, dann ist dim (§@å1)

:n und Ws(1@61) :WsG). Aus 3.4.2 folgt dann, da[J 3.4.1 richtig
ist fiir Vektorbiindel der Dirnension tt,- l .

Es geniigt also, 3.4.1 unter der Voraussetzuug cli:ntf:|ry mit
m),- 2 zu beweisen. Es sei V die tlpische FaseL t-on €, Qo eine positiv-
definite quadratische X'orm auf Y, §O die spezielle orthogonale Gruppe
von Q, , C die komplexifizierte Cliffordalgebra r-otr (I' , 0o) mit Auto-
morphismengruppe Aut C .

Die Isomorphieklassen reeller Vektorbiindel der Dirnension 2 m id,ber

der festen Basismannigfaltigkeit .4f sind clie Eleurente von ä1(§O) , der
ersten Kohomologiemenge vorr M mit der Garbe der l{eiure lokaler dif-
ferenzierbarer Funktionen auf M mit Werten in §O als Koeffizienten
([9], 3.2.a, S. 44; in der Bezeichnung von ä1(SO) unterdriicken wir die
Mannigfaltigkeit M, da sie im folgenden fest bleibt). Ebenso sind die
Isomorphieklassen von komplexen Algebrabiindeln i.iber M rnit typi-
scher Faser C die Elemente vou ä1(Aut C) .

Jedes g € §O wird zu einem Automorphismus e g € Aut C erweitert
(Universaiität der Cliffordalgebra, [3] fll.I, S. 39). Die so definierte
Injektion e : §O -> Aut C induziert eine Abbildurg
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r* r H|(SO) --+ ä1(Aut C) .

Ist (E,Q) ein rcelles Q-Biindel der Dimensiott 2m, dann ist, die Iso-

morphieklasse (y) des komplexifizierten Cliffordbiindels / von (€ , Q,
das eoq -BiId der Isomorphieklasse (6) von (€ , Q) (vgl. 2.5).

Da dim 7 :2 m ist, so ist C eine einfache komplexe Algebra, somit

isomorph der Endomorphismenalgebra eines komplexen Vektorraumes § .

wir wollen hinfort c mit End § identifizierel; die invertiblen Elemente

von 'C bilden d.ann die volle lineare Gruppe Gl(S) ' Jedes ä € Gl(S)

bestimmt einen inneren Automorphismus ahe Aut C, und nach dem

satz von Nöther-skolem ist a surjektir'. Man erhält, somit, eine exakte

Sequenz von Gruppen

0 -> C* -> Gl(S) -> Aut C -+ 0

C* ist die multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen + 0.
Ein komplexes Vektorbiindel o ist nun ein Spinorbiindel von (§, 8)

(mit typischer Faser § ), falls ftir die Isomorphieklassen gilt:

(y) - sx (å) -- s* (o)

(1)

(3.1. 3)

Denn a*(o) ist die Isomorphieklasse desEndomorphismenbtindels End o,
und » o ist Spinorbiindel von (f , o)« bedeutet, daB End o isomorph

7 ist.
Wir haben noch weitere exakte Sequenzen zu betrachten. Es sei Spin

d.ie universelle Uberlagerungsgruppe rron ,SO . Da d'im 7 ) 3 ange-

nommen wurde, so hat man die exakte Sequenz

(2)

Schlie8lich noch

(3)

(1)

0 -> Zz* Spin + SO -> 0 .

die exakten Sequenzerl abelscher Gruppen:

fr0->z-->c ->c*->0,
T

0->Z ->ZnZz --->0.

§ ist die Abbildung z -> Q'ntu ,

Die exakten Sequenzen (1)

gramm eingebettet

0 -> C* + Gl(§) -+ Åut C --> 0

(3.4.4) Irt t,l ut
0 --> Z, -> Spin ---> ^SO -+ 0

I, und lz sind die natiirlichen fnklusiotren (Spin ist eine Untergruppe

2

r die l'Iultiplikation mit 2 in Z .

und (2) u'erden in ein kommutatives Dia-
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der invertiblen Elemente von C , Spin: -l-o+ in der Terminologie von
[4], III.6, S. 47). Ebenso die Sequenzen (3) und (a)

(3.4.5)

OZ
idt

0-> z

Ö, /r* - id* ö4 .

die Aussage

€ hat ein Spinorbilndel.

C --> C* --+ 0

st trl ,

-> Z+ Zz -> 0

L l2 ist.

t6] jede exakte Sequenz \.orr. Liegruppen
exakte Sequenz der Kohornologiegruppen

wo A die Multiplikation mit,
I{un induziert bekanntlich

0 -+ At* Az* Ar+ 0 eine
und -mengen

ä
(3.4.6) IF(Ar) --> Ht(Ar) --> HL(A,) -> H\(Ar) ,

falls ,4, abelsch ist. Diese Sequenz bricht nicht ab, falls auch A, wd
,4r abelsch sind.

Die verbindenden Homomorphismen ä werden fiir die Sequenzen
(1) . . . (a) mit ö1. . . dn bezeichnet; fiir den von einem Ifomomorphismus
y : A -> B induzierten Homomorphismus H'(A) -> Ht(B) r,rird ra gesetzt,.

Den kommutativen Diagrammen (3.a.a) und (3.4.5) entsprechen also
kommutative Diagramrne der Kohomologiemengen und -gruppen mit
den exakten Zeilen (3.4.6). Man hat insbesondere folgende Kommutations-
regeln:

(3.4.7)

3 .4.8)

\Mir betrachten nun

3.4 . 9)

.A.us der Exaktheit von (3.4.6) und aus (3.4.3) folgt

(3.4.9) + dr(Z) : O.

Mit (3.4.7) ergibt dies

(3.4.9) + /r,, ö, (6) - 0 .

Nun ist ö, (6) € H'(Zr) die zweite Stiefel-Whitney-Klasse ur(6) [8].
Aus (3.a.8) folgt deshalb weiter

(3.4.10) örlr4 wr(€) : ö41t)z(€) .

Nun ist ds ein Isomorphismus, also gilt,

(3.4.9) + ö+wr(€) -0,
und nach Definition ist Wd€) : öqwz§) .
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3.5. Morita-Theorie unit Einiteutigkeit iles §pinorbiintlels. Bs sei q

eine komplexe S-Struktur auf dem reellen 0 -Biindel (E , Q\ mit
Basismannigfalligkeit M, @: y-+End? die Operat'ion des komplexen

Cliffordbiindels y von (E , Q) a:uf q. fst z ein komplexes Vektor-
biirrclel id,rber M, so wird q$x mittels der Operation

y -> End 4 -+ End 4 @ End z -> End (q@x)

zu einer S-struktur auf (6, 0) . Somit ist 7Q ein X'unkto, von n.(M) ,

der Kategorie der komplexen differenzierbaren Vektorbiindel iiber .l[ ,

in die Kategorie n r(M) der differenzierbaren 7 -Biintlel, d. h. der S-

Strukturen auf (f , @) . Die Morita-Theorie sagt nun:
3.5.1. r1g:n.(M'1---nr(M) 'i,st genau d,anm e'ine Äqu'iaalenz, wenm

11 ei,ne BC-Struktur auf (€ , Q) i,st.
Ist nämlich 7 der Ring der d.ifferenzierbaren komplexwertigen tr'unk-

tionen atfi M , A die 7 -Algebra der differenzierbaren Schnittc YorL | »

so ist T genau dann eine SC-Struktur auf (6 , Q) , t'enn A:Errd f 11

(3.a.3); dies ist aber (da J-4 endlich erzeugt, projektiv und ein Gene-

rator in I -Mod, ist) die Bedingung, daB TrtS: F -Mod,'>A-Mod'
eine Äquivalenz ist ([2], (4.4) Prop., S. 68).

fnsbesondere folgt: Zt zwei SC-Strukturen auf (t , 8), o und c' ,

gibt es ein bis auf rsomorphie eindeutig bestimmtes komplexes Geraden-

biindel ). mit' o' : i8o ; ist Wr(E) :0 , dann ist die llenge der SC-

Strukturen auf (§ , Q) gleichmächtig wie Hz(M 
' 
Z) .

8.6. §C-strukturen auf komplexen Biindeln. Die Bedingung l4la(§) : 0

fiir die Existenz eines Spinorbiindels von 6 impliziert beispielsweise, daB

das reelle Tangentialbiindel einer komplexen Mannigfaltigheit SC-Struk-
turen zuläBt. fn diesem tr'all gibt es sogar ein ausgezeichnetes Spinor-
biindel, wie wir im folgenden unter etwas allgemeineren Annahmen zeigen

werden.
Es sei 6c, ein komplexes Vektorbiindel iiber der Basismannigfaltigkeit

M , E das reelle Biindel von §r . Es gilt dann:
3.6.r. Das iiupere Biind,el A €c ist Bpi,norbti,nd,el aon € .

Um dies za zeigen, sei ä eine nichtentartete Hermitesche tr'olm auf
€. , B der Realteil von I/ , Q die zrt B assoziierte quadratische tr'orm.

B und A sind Formen auf 6.
n'iir o* € 6, ist w*r-> H*(a*,w*) eine lineare Funktion auf f",, die

sich zu einer Antiderivation ?,, von A 66, erweitert, (vgl. 2.6). Die
Zuordnung 't)*--> Oo* ist R -linear, also eine lineare Abbildung E*-->
End ( A §c.) . Ist L,* die Linksmultiplikation mit, o* in A E"*, dann ist

19

,t)n » Lo** 0r*
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eine lineare Abbildung V* i €* -> End ( /t §c,) .

(p" u")z _ Q.{u") icl

ist. AIso definiert ( /i §c , V) nach SC I und SC

tur auf (6 , Q) .

I{an berechnet leicht, da8

2, r,gl. 3.3, eine SC-Struk-

4. Diracoperator

4.1. Definition Hermitescher Formen auf S-Strukturen. Es sei Ta
eine S-Struktur auf dem reellen @ -Btindel (€ , Q). Unter einer Hermite-
schen Fornt, (bzw. symmetrischen, B,ili,nearform) H auf q, verstehen wir
eine solche auf dem Vektorbiindel 7 mit der folgenden Eigenschaft:

A. fst dim § gerade, dann ist fiir jeden Schnitt a € T € die Operation
@ u aluf 4 in der Metrik ä antiselbstadjungiert, d. h. es gilt

H((Ou)sl,sz) : -I1(sr,(Da)sr), sr,sre lq.
Diese Eigenschaft bewirkt u. a., daB der Diracoperator selbstad-

jungiert wird (vgl. 4.8). Siir ungerade Dimensiorlen von f käme dann
unter I]mständen nur die n'orm fI : 0 in X'rage. Wir verlangen deshalb:

B. fst dim § ungerade, dann ist fiir jedes u e I € die Operation
@u aaf q in der Metrik f/ entweder selbstadjungiert ocler antiselbst-
adjungiert.

Zusälzlich sei y ein linearer Zusammenhang auf (€ , Q) (siehe 2.9.1).
Dann verstehen u.ir unter einem linearen Zusammenhang V' euf (V , r1@)

einen solchen auf dem Vektorbiindel q nit der Bigenschaft:
4.1.1. V;' ((@o)s) : («> (Vu.o)s * (@o) (lj..s) fur alte h e'X ,

u€TE, s€l'q.
Dies bedeutet, da8 der von I und [' auf Hom (7 , End 4) indu-

zierte lineare Zusammenhang den Wert 0 auf @i6 hat.
4.1.2. € sei orienti,ert und, d,us Spd,ttorbiindel q cler S-Stru,kttcr 11* auf

(E , Q) zerfalle in, di,e Halbspi,norbilnd,el, r1a uttcl q- . Jecler lineare Zusarn-
menhang V' cLuf (Y , q*) ki,pt d,ie Zerlegung q : T+@q- i,nuariant.

Beuteis. 41 und 4- sind die Eigenbiindel des Operators @ co Q.2.1)
zu den Eigenrverten +1 bzw. !i,. Aus 4,1.1 und der lokalen Darstell-
barkeit durch ein Produkt:

folgt die Beziehlrrlg

( u* lokale Schnitte in € , \,gl . 2.7, (1))

V; ' ((g cr) s) -: V (Yn ' c,,) §

also wegen Y' cg2 - 0 (2.9.2),

-1- (,t cn) (Vi's) ,
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VL't@c,,)s) : (Ec") (Vi's).

somit ist Vi . s wieder ein »Eigenvektor« von g co , falls s ein solcher

ist, und zwar zttm gleichen Eigenwert wie s '
Fiir eine SC-Struktur o. auf (f , 0) (vgl. 3.3) gelten folgende Ein-

deutigkeitssätze:
E 1. Bei, {or\* clie Gesamthe'it aller Hermi,teschen Tormen auf o* .

Ist H e {or}s, d,ann auch )"H e {o*}s fnr ied,e reel,l,e Uunhtion, )'€?^;
i,st H 1 n'i,chtentartet, d,ann i,st {o*), : 7 * H, .

F,2. Bei, {V, or}v die Gesamtheit aller linearer Zusammenhii'nge

auf (V, oo) , und, Vi € {V, or}v Dann ist {V, o.}v : y'1'}1},
'X.t: l,inearer Raum d,er lcompl,erwertigert L'Iormen auf M .

Ais Illustration beweisen wir E 1. Der erste Teil der Behauptung ist
trivial. Zam zweiten Teil: Da H, nichtentartet ist, so existiert zu jedem

H e {o*\s eine in HL selbstadjungierte Abbildung V: 6 "> o derart,
claB

Hn(tr*, §2,) : Hr*(rlt* sr, , 82,)

fiir alle sr*,82*€o, (:Faservon o iiber re M ) ist' DieBedingung,
g*nn frirr on e €* sei sor,yohl in II* a1s auch in Hrn (anti-)selbstadjungiert,

drtickt' sich durch die Gleichung

(q" a,) Vn : Vn (9" u.)

aus. Diese Gleichung gilt aber auch, lvenn o' durch ein c, in der Faser

T* des Ctiffordbiindels r.on (E,Q) ersetzt wird, denn €* erzeugt T*.
Da nun gni ln-+Endo, komplex irreduzibel ist, folgt tp*: )u*idon

mit ,L*e R .

Bbenso wird" im Beweis von E 2 die Irreduzibilität ]royr q* beniitzt.

4.2. Existenz Hermitescher Formen aut SQ-§trukturen. Die bisherigen

Ausfiihrungen in den Kapiteln 3 und 4 betrafen orientierte reelle Vek-

torbiirndel, rvährend in Kapitel 2 die Orientierung keine wesentliche Rolle
spielte. Beispielsweise ist Satz 2.2.2 iiloar die definite Zerlegwg reeller

Q -Biindel nicht richtig im Rahmen der orientierten vektorbtindel. l4rir
betrachten nun im folgenden nur orientierte reelle 0 -Biindel (t , Q)

(alle iiber derselben Basismannigfaltigkeit -r1l{ ) , deren Summanden in der

definiten Zeflegung

(§ , q == (6+ , 8l @ (6- ,8-)
u.jeder orientiert sind.

IJnter diesen Voraussetztlngen gilt nun:
4.2.L. o@ sei, eine §C-§rrukt'ur auf (§ , 0) Es gibt 'imruer n'ichtentortete



c)o
11 2 Ann" Acad. Sci. Fennicre A. f. i:ZL

Hermitesche Xormen auf o, . Ist t d,er Ind,en aon Q , ilanm si,ruL d,iese nor-
rnen entweiler d,efinit (fur t: dim € , od,er t : 0 umd, dim s ungerad,e)
oiler aom Ind,er (dimo)|z. Hat E gerad,e D,imens'i,on, d,ann si,nfl, beztigli,ch
d,ieser Tormen d,i,e Halbspirnrbiinil,el o," und o- entweiler orthogonal,e Komple-
mente (d,i,es f,ti,r gerad,en Ind,er t ) od,er total, i,sotrop.

Beweis. (E+ , Q+) @ (å- , 0-) sei die definite Zerlegung von (t , Q) ,

U c M eine offene }Ienge derart, daB die Restriktionen §+ I U wd {-lU
trirrial sind. Es gibtdann Schnitte at,...,uo (11: dimf ) in 6 | U mit
den Eigenschaften

B(a,,ur) : *. ö,,,

(B die zu A assoziierte Bilinearform), wobei 1)12... t,1), t t:,tl-t t

eineBasisvon €+lUt ur.t,...,,1)n einesolchevon €_lU bilden. Ist
y das Cliffordbiindel von (€ , Q), dann geniigen die zr, , als Schnitte von
y |U affgefaBt, den Antikommutationsregeln

aut)r,+ opa, : t 2 ö,*I (1 : Eins-Schnitt in y lU),
die man aus (l) in 2.4 durch Polarisation erhält.

Daraus folgt, da8 alle aus den Saktorett ,u^? gebildeten Produkte in
f0 I U) eine endliche Gruppe G von Schnitten ausmachen. G operiert
r.'ermittels @ a:uf o I U ; ist, ä, eine beliebige positiv-definite Hermite-
sche Form auf o I U, dann ist

HL@r, sz) i: 
uZ 

Hu(@ g) s, , (@ g) sr)

eine beziiglich der Gruppe @ G invaria,nte, positiv-definite Heruritesche
Form auf olU. Aus (a,)':1 fflr u,e f €+lU folgtnun,da{J @r,
(und somit @u fiir jedes a€T€+lU ) selbstadjungiert in äi, ist.
Aus (a)2:-l fiir are lE-lU folgtebenso,daB @u ftirjedes
u € I E- | U antiselbstadjungiert in äi, ist.

Diese lokalen X'ormen lassen sich nun unter Beniitzung einer Partition
der Eins zu einer globalen positiv-definiten Henniteschen Form .F/' auf
d zusammenfiigen derart, da8 @ u fiir u € f €+ selbstadjungiert, fiir
a e I f aber antiselhstadjungiert, in H' ist.

fm folgenden werden wir nun drei Fälle unterscheiden:
X'f. t:'tL-t seigerad,e (m:dimE, t:Index0:dim6-). Das

Cliffordbiindel T+ von (E+ , Q+) v.ird als kanonisch in y eingebettet
angenommen. Sei O+ die Orientierung von §* , c+: ca+ der entspre-
chende kanonische Schnitt, nun als solcher l-on Z aufgefa8b (vgl. 2.7).
-A.ns der lokalen Darstellbarkeit von c+ i

(1) c1-:- b*L...u,
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rlurch eine in 9a
6-r folgt da,nn

(2)

positiv orientierte, orthonormierte Basis {o,} \ron

a+C'+*C+a+- 0,
'r*-C+-C+A-: 0,

uae lE+, a- €f §-, die Multiplikation wird in y vollzogen.
§ei A die Adjungierte einer Abbildung o(: c -> o in der Metrik ä' ,

q clie garze Zahl mit, r : 2 e, und es sei d-; : i,q (D ca (d, : \/= ) g"-
setzt'. Dann folgt aus (1)

(g) å,* : d* , (cl+)' - id, .

Ålso liefert die definierende Gleichung

(4) H(tr., sr) :: H'(d* sr, s2) , 81 , sre 1'6 ,

eine nichtentartete Hermitesche I'orm II auf o , in der wegen (2)

@'u antiselbstadjungiert ist fiir alle a e I't . Also ist ä eine Hermite-
sclre n'orm a'urf or. Ist r : fi-t f 0 , dann folgt aus (2) und (3), daB

d4 zvrei Eigenbiindel gleicher Dimension zu Cen Eigenrrerten $1 bat,
worarls dann Inrlexfl: (dim o)12 folgt. Fiir r:0 istnatiirlich H: H'
positiv-definit.

F 2. r : n-t u,"td, t seien, ungerad,e. Dieselben Uberlegungen wie
volhin, statt auf (E+ , Qi nun aber auf (€- ,8-) angewandt,, liefern
lyieclerum eine nichtentartete Hermiiesche Form H a:uf o, fo der alle
@ u arrtiselbstadjungiert sind.

tr 3. r sei ungerade uttd, t gerade. Wie vorhin erhält man eine nicht-
entartete Herrnitesche n'orm a:uf o, in der alle @ a selbstadjungiert
sind.

Damit ist, der Existenzbeweis erbracht. Der zrveite Teil der Behaup-
tung 4.2.1 ergibt sich durch Vergleichen der beiden Schnitte d,a (bzw. d,-)

und c1 , die einerseits verantrvortlich sind fiir die §orm ä' , andererseits
fiir die Halbspinorbiindel, unter Beriicksichtigung der lokalen Produkt-
darstellungan (1) und (2) it:l2.7.

4.3. Existenz linearer Zusammenhänge auf (V , or) . G , Q) sei ein
reelles Q -Biindel, I ein linearer Zusammenhang auf (€ , Q) (vgl. 2.9),

nnd o, eine SC-Struktur auf (E ,8). Wir zeigen:

4.3.I. Es gibt l'i,neare Zusammenhiinge auf (V, o.) .

Bewe'is. Es sei vorerst, dim f gerade. Das komplexifizierte Cliffcrrd-
biindei Zc von (E , Q) hat dann n'asern, die einfache Algebren sind,
und gc i Tc -> End o ist somit ein Isomorphismus der Algebrabtindei.

GemäB 2.9 kann man V zu einem linearen Zusammenhang auf
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Z und dann zu einem solchen, f; , auf y, erweitern. Der Isomorphismus

@r: yr->Endo fiihrt V in einenlinearenZusammenhang ?cV auf
End o iiber.

4.3.2. V' sei e,inl,inearer Zusammenhang auf d,i' d,er aom i,hnr,

auf Erado 'i,nd,uz'i,erte. V' 'i,st genau d,ann e'inl'inearer Zusammenlrang

auf (l , o*) (Defi,ni,ton 4.L.1), *unn j' : Ori .

Dies zeigt eine einfache Rechnung. Der Bev-eis von 4.3.1 ist erbracht,
falls folgendes gezeigt werden kann:

4.3.3. Jed,er l'ineare Zusammenhang auf End o u,ird, aon, einem solchen
auf o ind,uziert.

Den Beweis davon bringen u,ir in 4.4.
Fiir ungerade Dimensionen von § geht man folgendermaBen vor.

(8, , Q) sei ein eindimensionales triviales, reelles 0 -Biinde1 mit linearem
Zusammenhang. Man zeigt: Ist o das Spinorbiindel der SC-Struktur o,
von (€ , Q), sind d1 und o- zwei Exemplare von o , dann läBt sich
eine SC-Struktur o!, von (C ,8) @ (§r , 0r) angeben mit Spinorbiindel
o' : 6+@6- , wobei oa und o- als deren Halbspinorbiindel auftreten;
ist 2[ der aus I auf (E , Q) und 1p auf (§r , Qr) konstruierte lineare
Zusammenhang auf (§ , 0)@(f1 , 01) , V' derjenige a,uf (zY , o'r.) ,

dessen Existenz bereits berviesen worden ist, dann induziert Y' einen
linearen Zusammenhang auf (V, or) rnit Spinorbiindel o - 6a.

4.4. Beweis von Hilssatz 4.3.3. o sei ein Yehtorbtindel iiber cler
Basismannigfaltigkeit ,44 . Wir fiihren zu,ei neue Vektorbflndel eirr:

Endo o : die X'aser (Endo o), , r e lI , besteht aus allen Endomorplris-
men f, Yon oe mit Spur f, : g .

Der o : die Saser (Der o), besteht aus allen Derivationen d* yolr
(End o)* .

Es gibt eine natiirliche Abbildung & i Endo o -+ Der o , clie jedenr
fo € J- Endo o die innere Derivation

(1) (at)t - tot - tts, t e f Encl o,

zuordnet. 'Wegen der Normierung durch dieSpurist or ein Isomorphis'mus.
Nun sei V ein linearer Zusammenhang auf End o , !' ein solcher

auf o, und f;' sei der durch !' auf End o Ind.uzierte. Die Differenz

V - V' ist bekanntlich eine Abbildung V - V' : /lI) -+ End End o .

Tatsächlich ist sie sogar wegen der Derivationseigenschaft c) in 4.1

eine Abbildung /M) ->Der o. Die Komposition cr-l(V - V') sei
mit B, das Bild eines Vektorfeldes ä € 9e unter f mit p1, bezeichnet.
Fiir jeden Schnitt f € .l'End o gilt dann wegen (1):

Ann. Åcad. Sci. Fennicm
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(2) Va.t- io.t- §nt t§n

Auf o betrachten wir nun den neuen linearen Zusamurenhang

Vi.u ': Vi's * prs, s € l-o.

Fiir den durch ihn auf End o fnduzierten gilt:

i;.t: V;.ttsnt-tpo,
somit wegen (2):

V,, : V,
also induziert V" den gegebenen linearen Zusammenhang V auf End o .

4.5. Vollstänilige §-strukturen. Unter einer aollstiind,igen B'Strulctur
(V , rl, , Y' , H) auf d,em reellen Q -Btind,el' (€ , Q) r-erstehen wir eine

S-Struktur 4a auf (€ ,8) (vgl. 3.2) zusammen mit folgenden Daten:
einer nichtentarteten Hermiteschen (falls ry komplex ist) bzw' einer sym-
metrischen Bilineareform (falls 11 reell ist) auf q, (v91.4.1), einem linea-
ren Zusammenhang V auf (6,0) und einem solchen, [', auf (Y 'rtr)
(vgl. A.l) derart,, daB H und V' die Ricci-Identität (2.9.1) erfiillen. Die
letzte X'orderung impliziert, da8 V' d* ,1, metr'i'sierbar ist'.

4.5.1. Sei, V e'in linearer Zusammenhang und, 6@ ei,ne S0-Struldur
euf (€ , Q) . Dann gibt es zu jeder nichtentarteten Hermitescltem torm H
auf o. einen linearen Zusammenhang Y' auf (V, or) , sodalS d,iese Grö-

Ben e,ine aollstd,nd,i,ge SC-Btruktur auf (€ ,Q) bil,d,en.

Bewe'i,s. Die linke Seite von Gleichung (2.9.1) ist definitionsgemäB die
kovariante Ableitung der X'orm ä in Richtung des Vektorfeldes h €'X .

Es sei H die gegebene nichtentartete Hermitesche Form auf o, und

oV' ein linearer Zusammenhang auf (V, o.) ; dann zeigt man leicht,
daB oyi'ä wieder eine Hermit'esche tr'orm auf o, ist. Nach E I in 4.1

gibt es somit eine reellwertige l-Form co auf ?/ , sodaB oVL' H : (at h) H
st. Nach E 2 in 4.I ist V' , gegeben durch

_, _,Va'§ : o\,/r, (ah)s, §€ lo,

wieder ein linearer Zusammenhang auf (V, or) , der nun eb:n die Eigen-
schaft V' . H: 0 hat.

Allerdings ist umgekehrt nicht jeder lineare Zusammenhang auf ([ , or)
in o, metrisierbar. Es gilt nämlich:

4.5.2. Die Differenz rV' - zV' zwe'i,er i,n o, metr'isierbarer linearer
Zusammenhringe auf (V, oo) 'i,st e'ine kompl,erwerti,ge l-Iorm auf M (E 2
i,n4.1), d,eren Realteil d,as Differential, e'i,ner Xunkti,on 7e 7* i,st.

I.s+,

25



26 A. r. 521

Ist also T' ein in o@ metrisierbarer linearer Zusammenhang auf
(V , oo) und cr.r eine reelle l-Form atf M mit da f 0 , dann ist V' * co

wieder ein linearer Zusammenhang auf (V, oo) (E 2 in 4.1), der aber
gemäB 4.5.2 nicht in o, metrisierbar ist.

4.6. §-§trukturen auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten. IJnter einer
Riemannschen lllannigfa tigkeit -E verstehen wir ein Paar R : (M ,8) ,

wo M eine reelle differenzierbare Mannigfaltigkeit und 0 eine auf dem
kontravarianten Tangentiaibiindel z von l,I definierte nichtentartete
quadratische Form ist. Au8erdem setzen rvir wie bisher rroraus, M sei
znsammenhängend. Ist -E : (M , Q) , dann setzen wir: -.8 :: (M , -Q) .

Durch 0 wird auf dem kovarianten Tangentialbiindel z* von ?/ eine
quadratische Fonn mit gleichem Index wie A induziert, fiir die wir
ebenfalls das Symbol Q verwenden. Das kontra-(ko-)variante Tangen-
tialbiindel von -B ist dann das reelle Q -Biindel t(R) :: (r , Q) (bzw.
z*("8) :: (r* ,QD .

Unter einer §-§frzhtur auf R : @[, Q) r,erste]ien r'vir nun eine solche

auf dem kovarianten Tangentialbtindel z*(-ä) : (r* , -Q). Analog
sind mit uollstandigen S-Strukturen auf R , SC-Strtr,kturen auf R, immer
die entsprechendeu Strukturen auf z*(--E) gemeint.

Die trVahl von -Q rechfertigt sich aus verschiecleneu Grtinden; bei-
spielsweise rverdeir alle nichtentarteteu Hermiteschen Formen einer SC-

Struktur auf einer positiv-definiten Riemannschen §Iarrnigfaltiglieit rvieder
definit (4.2.L). Auf den beiden Tangentiaibiirrcleln einer Riemannschell
Ilannigfaiiigkeit R gibt es einen ausgezeichneten linearen Zusammen-
hang, nämlich denjenigen von Leai,-Ciaita, cl.:ssen Tor'-.iou Null ist. Llriter
einem li,nearen Zusammenhang auf einer S-Strttkiur q* attf R verstehen
wir in Zukrmft imrner einen solchen auf 1y, r7.) init \z als Leri-Cir-itä-
Zusammenhang. Entspreohend brauchen rvir clirln fiir eine -:cllstänclige

S-Struktrrr auf einer B,iemanrrschen Mamrigfaltigkeit R nur noch drei
Daten, To, Y' ,II , anzagelten.

\Yir bemerken uoch, daB in einer S-Struktnr' lo truf -B : (M , Q)
die kovarianten Tangentialvektoren l,cll 1I auf ciem Spinorbiindei T
operieren. Denn nach Definition (vgl. 3.2) läBt O das Ciiffordbiiirdel 7
von k* , -Q) auf. q operieren, also auch cias Teilbiindel r* rron 7 .

4.7. Definition iles Diracoperators. Sei 4, eine S-Struktur auf der
Riemannschen Mannigfaltigkeit R : (lt , Q) und V' ein beliebiger
linearer Zusammenhang auf dem Spinorbiindel r7 . Jeder Schnitt s €, T 11

bestimmt, dann ein gemischtes Tensorfeld t" arf f,I mit Werten in 11 :

@h*) (Vi'§) ,t,(lf , h) h* eA_x , lr e -J.:

Ann. Acad. Sci. I'ennicrrr
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Dessen Kontraktion iiber das Argumentenpaar (h* , h) Iiefert einen
Schnitt D s e f 11 , der lokal mittels einer Basis {h,) von z und der dazu
Dualen {ä*'} von r'r (t:1,... )n: dim lVI) in der n'orm

(r)

(1)

(2)

Ds (@ h*') ([i ' §)

H((@ lx*)§1 , .q2) :-* <h* , j(t1 , s2) ) , h* € ".}J* ,

rL

§/
Z_4

U:L

darstellbar ist.
Bei gegebener S-Struktrr rlo auf -B definiert so jeder lineare Z:usam-

menhang y' auf dem Vektorbiindel 4 einen linearen Differentialope-
rator erster Ordnung D : lq* lr1 . Tst (rl* Y' , ä) eine vollständige
S-Struktur auf -E , dann ist der so konstruierte Operator D der D'irac-
operator uom (rl, , Y' , H) .

4.7.1. Hat (rl, , Y' , H) zwei Ealbspti,norbiind,el q+ u,nd rl- , d,ann

i,nd,uziert d,er D,i,racoperator D ao% (rl, , Y' , H) lineare Differerutial-
operatoren erster Orilnung

D+ : I r11 ---> f 11- ,

D_: f r1_--> lqa .

Dies folgt aus der expliziten Darstellung (l) unter Seriicksichtigung
von (l) in 3.2 und 4.1.2.

t1,.8. Selbstailjungiertheit tles Diracoperators. Es sei l? : (lt, Q) eine
Riemannsche lllannigfaltigkeit mit vollständiger S-§truktur (4. , Y' ,H) .

Wir werden uns der Einfaohheit halber auf gerade Dimensionen von .E

beschränken, obschon die folgenden Ausfiihrungen nach Änderung einiger
Vorzeichen auch fiir ungerade Dimensionen von -B richtig wären.

Zwei Schnitte s, , s, € T rt definieren durch die Gleichung

ein komplexes kontravariantes Vektorfeld 7(s, , sr) auf lI . Dabei be-
deutet (,) das duale Produkt auf afixar,'w-o ?C[,',.X1. die Moduln
der komplexwertigen ko- bzw. kontravarianten Vektorfelder auf Jf sind.
j ist dann eine bilineare Biindelabbildung von ? X 4 in das komplexi-
fizierte kontravariante Tangentialbiindel r, von M .

j hal die Symmetrieeigenschaft

J(sr,s2) -_ - j(sz,sr) falls q reell ist,

J(sr , §z)

(h + fr, Ubergang ztrrn
in 4.1 ist H eine Form

:- - J(r, ,J falls rl komplex ist,

Konjugiertkomplexen). Den n nach Definition
auf 4o , wenn
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(3)

ist.
Wir berechrlen nun div r(sr , §z)

{h*') die dazu Duale und V cler

Dann ist

H(sr, (@lt*) sr)

Sei Ur,,) eine lokale Basis von r,
Levi-Civitä-Zusammenhan.-e auf R .

cliv J(sr , §z) <h*' , Vr, 'r(s, , sr))

Aus (r) folgt:

<h*' , Vr,'J(sr, sz)) : l','<h*' , i(tr, §z)) - (Yo,' å*', i(sr, sr))

- h, H((@h*')sr , §z) - H((O (V,r'ä*))§r , sz) .

Die Gleichungen (2.9.1) und 4.1.1 implizieren nun

<h*', Va,'J(sr,rr)) : H((@h*') (Vi,'rr) ,§z) * H(((Dh*')s* Vi,'sr) .

Beriichsichi,igt man noch (3) und die Definiticin r.on .D ((t) in 4.7) so

erhält, man

diyJ(sr , sz) -:- H(D s1 , §z) H(t, , D sr) .

IL

\L
Y-L

(4)

fn Anlehnung arr die Physik könnte man j(s, , sr) das uott sr ttnil, s,
besti,mmte Strömungsfeld, nerulen. Offensichtlich ist div j(s, , §e) : 0 ,

wenn sowohl Dsr:0 als auch Dsz:0 ist.
fm weitern sei nun die Riemannsche }fannigfaltigkeit R kompakt.

Ist eo das \rolumelement von -E , [-B] der Fundamentalz;,klus von B ,

dann setzen u'ir fiir eine tr'unktion ),e 1c:

{
Ånf l rl rr-irtl dann ein

)L i:- (1ed [A] .

Skalarp rodukt

{ 
,r',(s, , sr) , .qz)

eingeftihrt, Lrnd alls (4) folgt clann

Also ist der Diracoperator formal selbstadjungiert.

4.9. d + å als Diracoperator. Wir rvollen in zu'ei bekannten Bei-
spielen die GröBen einer S-Struktur explizit angeben. Als erstes betrachten
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wir eine orientierte Riemannsche }lannigfaltigkeit R : (M , Q) mit
kovariantem Tangentialbiindel (z* , Q) ; d, sei der Operator der äuBeren

Ableitung auf dem Btindel A z* aller reellwertigen Differentialformen
auf ilI , ö der zu d adjungierte Operator ([I2], § 25, S. 125).

Wir erinnern an Beispiel 2 in 3.2: /t r* ist Spinorbiindel einer
natiirlichen S-Struktur (A ,*)a auf -B . Dabei ist, fi' , das das Clifford-
Biirrdel von (r* , -Q) auf A z* operieren läBt,, gemäB 2.6 durch
eine Abbiidung v i r* -> End A zx erzeugt', die die Bigenschaft

o € lllr*, lL* €:X',* )

ist diejenige Antiderivation in /t z* , clie die Werte

Ah*k* : B(fr*,k*), lx*, k* € J).x - | r*,

(1)

Irat i ör,*

(2)

annirnmt, urid B ist die zu A assoziierte Bilinearform auf z* .

Diese S-Struktur wird nun vervollständigt, vorerst durch Einfiihrung
einer nichtentarteten symmetrischen Bilinearform H auf (A 

"*)a 
.

Man verifiziert sofort, da8 die natiirliche Brvt'eiterung B' von B auf
-( z* ein solches ä ist. B' ist nämlich durch die Ii,elationen definiert:

(3)

B' : B auf r*;

fiir alle lt* € 7x rlnd {D , (,)' € f /t ror

Dararrs folgt dann mit (1) die Beziehung

B'((irh*)o ,@') : - B'(ro ,1fi,hx)o'1 .

Also ist B' eine nichtentartete symmetrische Bilinearform auf ( /t z*)o
(A und B in 4.1).

Weiter sei V der Levi-Civitä-Zusammenhang auf k* , -Q), dessen

Erweiterung auf A z* wiedermit, y bezeichnetsei (vgl. 2.9). Aus (2.9.3)

folgt nun

Vo' ((z h*)r) : v (Vn' h*)o * (v h*) (Vr' o),

sornit ist gemäB 4.1.1 [ eirr linearer Zusammenhang auf ( A z*)p. . Da
B und I die Ricci-fdentität, (2.9.1) erfiillen, tun dies auch B' und [.
Also ist (( A ,*) , V , B') eine vollständige S-Struktur auf .B (vgl. a.5).

Der dazugehörige Diracoperator D ist lokal durch die Gleichung (I)
in 4.7 gegeben:

Da
n

:-§L
!,: I

was sich mit (1) auch als

tir h*') ( V0,, ' r0 ) , 1L: dim R ,
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Da : 
Zr(O*' 

A Vä, . a) - 01,*, Vr,,.ro)

schreiben läBt. Man verifiziert noch, daB fiir jede Differentialform ar auf
M gilt:

(4) it,a : ).o*, Ayn,. a,
t:l

(5) öo : - i uu, Yr,. co1,, .
l:l

Dabei ist es wesentlich, daB die Torsiorr von V verschwindet. Somit
ist d * ö der Diracoperator der natiirlichen S-Struktur (( A z*) ir, V, B')
auf .8.

4.10. Kählersche Mannigfaltigkeiten. Als zweites Beispiel geben wir eine
natiirliche SC-Struktur auf einer Kählerschen Mannigfaltigkeit. Von
einer Kählerschen Mannigfaltigkeit beniitzen wir folgende Eigenschaften
(siehe [3] und lIIl, 114, th6oröme, S. 248): Sie ist eine Riemannsche Man-
nigfaltigkeit R : (M , Q) zusammen mit einer Abbilduog J des Tangen-
tialbiindels z rron M in sich, die den Bedingungen geniigt:

(r) J2 : -id, ,

(2) QVh) : Q(h) fiir alle h e 'X,

(3) !' J : 0, V : Levi-Civitä'-Zusammenhang aff. (11,Q) .

Diese Gleichungen gelten auch, r'enn "I durch die duale Abbilclung
J* ' r* > r* und h durch h* ersetzt wird.

A z* sei wie in 4.9. Das Biindel der komplexv,ertigen Differential-
formen auf M , d. i. die Komplexifizierung von A "* , sei mit A z| be-
zeichnet. fst rfi das Biindel der komplex'wertigen l-Formen auf M ,

dann ist A z[: A ("ä).
Es sei nun r' das Biindel derjenigen kornplexu'ertigen I -tr'olmen

auf M mit der Eigenschaft

J*h' :ih', i: t/- t;
ebenso z" das Biindel der komplexu'ertigen I -Forrnen h" mit

J*h" : -i,h'.
Es gilt

tE : r' @'t"
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lVir zeigen vorerst,
SC-Struktur auf K ist.
mit der Eigenschaft

(4)

daB das äuBere Biindel A r' Spinorbiindel einer
Daz;c- gentigt es, eine Abbildung g : r* + End h {

(v h*)' :- 8(h*) id

Pr,o (lr* i J* h*)

etXx.
ist nun die Eigenschaft (3) \rresenttrich" Aus (7) folgt

Vr, ' (Pr,, lr*) - P r,o (V ' h*) .

zu konstruieren (SC I und SC 2 in 3.3; 0 in SC 2 ist wegen der Definition
von S-Struktureu auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten durch -O 'zu.

ersetzen, SC I ist erfiillt, wie man durch Dimensionsvergleich feststellt).
0u. sei die in 4.9 eingefiihrte Antiderivation in A z* . Sie lä8t

sich zu einer Antiderivation 01,* in A z[ erweitern. Da ä7,. homogen
vom Grad -l ist, läBt, es A'r' invariant; wir setzen

(5) a'^ :: on, | Ä r' .

Weiter sei Pr,o die Projektion rfi --> r' . Dann definieren wir Vh*
fidrr h,* eA* : I t* durch

Mit (1) und (2), sourie mit (2) in 4.9 und der expliziten l)arstellung

(6)

(7)
I

/L* --= 
2

erhält man nun (4). Damit haben wir eine natiirliche S0-Struktur ( A z').
auf der Kählerschen Mannigfaltigkeit K angegeben. Man bemerkt iibri-
gens, daB die Forderung (3) nicht beniitzt uurde; ( A r')* hängt nur von
der der Mannigfaltigkeit K zugrundeliegenden Herrniteschen Struktur ab.

I{un zur Einfiihrung einer nichtentarteten Hermiteschen X'orrn H
auf ( At')r. Es sei B die zu Q assoziierte Bilinearform auf r* und
B' deren Erweiterung auf A zx (vgl. 4.9). B' läBt sich zu einer Hermite-
schen tr'orm ä' auf /l'r[ erweitern, deren Restriktion auf A t' mit
11 bezeichnet, sei. Man verifiziert sofort, daB H nichtentartet ist, und
dafJ gilt:

H((v h*) @l , a;) - - H(ri , @ h*) o'r)

,lror,ui € TAt" lL*

Fiir das folgende
vorerst

(8)

Also läBt die Erweiterung V des Levi-Civitä-Zusammenhanges auf
A z[ das Biindel A r' invariant; wir setzen
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(9) V'::VlAr',
und behaupten:

4.10.f. Y' d,st ei,mlinearer Zusammenhang awJ (Ar')r. H und, V'
effillen di,e Ricci-Id,entitiit 2.9.1".

Zum ersten Teil von 4.10.1: Fiir co'{- f Ar' , heA. und 7o* E')c*
ist

(@h*)at' : (Vh*)ru' : t/ llPr,oh* A a' - O1",ot'l ,

also

V|';ph*)o') : I ztV'^'(Pr,oh*) Ao'* Pr,oh* A V;' @'- Vh'o1,.co')

Wegen V|'*' : Vr,'ctr' und (8) gitt

Yi' €r,oh*) : Pr,o (Vn'å*) '

Wegen 2.9.3 gilt

Y'0.7o.a' : Yn'01,*t,r' : 0h.',/-t'a'{ 0yr.1,'@' ,

also ist

(10) V;'l(.@h*)@'1
: \/Z[Pr,o(Vo.ä*) A ot'-l P\sä* A V^ ' 7,1' - Oo.Yn'o)' - iynt,t't').

Andererseits ist

(11) @ (Yo' h*).' : \/ 2 [P,,0 (V, ' h*) L o! - Oso.n @')

und

(12) (@h*) (yL.*') : \/rlPr,rh* A Y,,' ot' - e.h* \/n't»'f .

Es folgt die Gleichung 4.1.1: (f0) : (11) - (12) , und V' ist clamit

als linearer Zusammenhang auf (Y t'), erlt-iesen.

ztm zweiten TeiI von 4.10.I: v und B erfiillen nach Definition
die B,icci-Id.entität 2.9.1, also auch y und die Erweiterungen B' und

H' , aLso auch die Restriktionen V' und H auf A t' Die GröBen

( A r'), , Y' , H bilden also eine vollständige S0-Struktur auf -[l .

Der Diracoperator dieser SC-Struktur hat lokal die Form (1) von 4.7:

(tg) D et' : t/-ziryer,oh*' A Y'o,'r,' - ;)L,, Yi,'r;.'1 t 'tL:_ dim /f '

Nach (a) in 9.1 gilt fiir die äu8ere Ableitung d :

n,

Y:l
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Es sei nun p' , A zå -, A r' der Algelrrahomomorphismus, der
die Projektion Pr': r[ --> z' erweitert. Aus V|' ,r' : Vn'@' und
p' Yu.111t : Vn. t»' folgt dann

p' d stimmt mit d'
ö', siehe [I0], S.34

(11)

P r,o h,*' /l Y o, 
. (ol

P r,o h,*' A V;,, . (r)'

^l 
-l0 yr*t' ' ,i h t, 

' (t)

(fiir die Definition Yon d' , sowie

p' d, c,t'

auf Å
und s.

ereln

,t
\-,/
.*l

t:L

T' iib
a3):

Der zu d adjungierte Operator d läBt A z' inr,,ariant; denn dies gilt
sowohl fiir die Antiderivationen äo* als auch fiir \7 , somit wegen (5)

in 4.9, auch fiir d . AuBerdem stimmt ä mit ö' arrf A r' iiberein
([10], lcc. cit.). Also ist

n

tr: 1

n\.L
U:L

(15) ö' co'

fnsgesamt folgt dann aus (13), (14) und (15), dal} der Diracoperator
D der natiirlichen SC-Struktur ( A ,'), auf der Kählerschen Mannig-
faltigkeit K bis auf einen Faktor mit d' + ö' iibereinstimmt:

D:\/a@,,+ö,).

Universität Zijrrich
Mathematisches Institut
CH-8032 Zijirich
Schv'eiz
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