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1. Einleitung

In den folgenden Ausfithrungen beschéftigen wir uns mit quadratischen
Formen auf reellen und komplexen differenzierbaren Vektorbiindeln, mit
ihren Cliffordbiindeln sowie deren Darstellungen.

Es ist hier unser Ziel, etwas ausfiihrlicher als iiblich auf die Eigen-
schaften einzugehen, die die Existenz von Differentialoperatoren (kova-
riante Ableitung, Diracoperator) und adjungierten Hermiteschen Formen
auf diesen Strukturen versichern. Die Berechtigung fiir eine eher »elemen-
tare« Behandlung der Darstellungstheorie der Cliffordbiindel scheint uns
durch die Tatsache gegeben, daf in ihr die Ansédtze und oft die wichtigsten
Beispiele fiir verschiedene spezielle Thematas vorhanden sind: Brauer-
gruppen von topologischen Réumen [5], Hermitesche Formen iiber Invo-
lutionsringen [7], elliptische Differentialoperatoren [1].

Thematisch ist die Arbeit in folgende Teile gegliedert: quadratische
Formen und Cliffordalgebra, Darstellungen des Cliffordbiindels, Dirac-
operator und adjungierte Hermitesche Formen, Beispiele.

2. AuBere und Cliffordalgebra

2.1. Konventionen. Unter einem Vektorraum verstehen wir einen end-
lichdimensionalen Vektorraum iiber den reellen oder komplexen Zahlen.
Diese beiden Koeffizientenkdrper werdea wie tiblich mit R (reell) bezw.
C (komplex) bezeichnet.

Unter einer quadratischen Form @ auf einem Vektorraum V ver-
stehen wir, sofern nichts anderes vermerkt ist, eine nichientartete quadra-
tische Form auf V mit Werten im Koeffizientenbereich von V. Das
Paar (V, @) heiBe ein Buklidischer Raum.

Der Index von @ ist die Anzahl der negativen Eigenwerte der zu @
assoziierten Bilinearform B auf V (falls ¥ ein reeller Vektorraum ist).

Der Term »Mannigfaltigkeit« bedeutet im folgenden, sofern nichts
anderes vermerkt wird: reelle C®-Mannigfaltigkeit von endlicher Dimension.
Das Wort »differenzierbar« ist immer im Sinne von C* zu verstehen.

Ein Vektorbindel & ist ein differenzierbares Vektorbiindel iiber einer
parakompakten Basismannigfaltigkeit M . Die Faser von « € M iiber dem
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Punkt x € M wird mit &. bezeichnet. Eine Biindelabbildung ¢ : & —17,
wo & und 5 Vektorbiindel iiber demselben Koeffizientenbereich und der-
selben Basismannigfaltigkeit M sind, ist eine differenzierbare Abbildung
der Biindelrdume, die fiir jedes « € M lineare Abbildungen ¢.: & — 7«
induziert.

Ein Algebrabiindel 7 iiber der Basismannigfaltigkeit M ist ein differen-
zierbares Faserbiindel iiber M mit typischer Faser A4 und Struktur-
gruppe Aut A, wo A eine assoziative, unitdre Algebra mit Koeffizienten
aus R oder C und Aut A die Automorphismengruppe von A Iist.

Es sei & ein Vektorbiindel iiber der Basis M . Ist fir jedes « € M
die Faser & Triger einer quadratischen Form €., und hingt das Feld
Q = {Q.} differenzierbar von x ab, dann sprechen wir von einer quadra-
tischen Form Q auf §&.

Ein Q -Bindel (&, Q) ist dann ein Paar bestehend aus einem Vektor-
biindel & wund einer quadratischen Form ¢ auf &.

Bei einem reellen @ -Biindel (£, Q) iiber einer zusammenhéingenden
Basis M haben alle induzierten quadratischen Formen @. denselben
Index. Man kann also in diesem Fall vom Index von (£, Q) sprechen und
entsprechend eine Klassifizierung der reellen @ -Biindel ither M in posi-
tiv- bzw. negativ-definite und indefinite vornehmen.

2.2. Reelle Q-Biindel. Wir wollen, ohne sie zu beweisen, auf einige
Eigenschaften reeller @ -Biindel hinweisen, die in genauer Analogie zu
bekannten Eigenschaften reeller Euklidischer Raume stehen. Dabei be-
trachten wir nur Vektorbiindel iiber ein und derselben Basismannigfaltig-
keit M und setzen voraus, M sei zusammenhidngend.

Zwei reelle @ -Biindel (£,Q) und (& ,Q") heissen isomorph, falls
es eine Biindelabbildung ¢ : & — & mit der fiir alle Fasern giiltigen Eigen-
schaft

QLp.v) = Qu(v,) firalle v, €&, dim§, = dimé,,

gibt. Da die quadratischen Formen als nichtentartet vorausgesetzt sind,
so ist eine solche Biindelabbildung ein Isomorphismus der Vektorbiindel.
Es gilt nun:

9.9.1.  Zwei positiv-definite reelle @Q-Bindel (£,Q) nnd (&, (93]
sind genau dann isomorph, wenn die Vektorbiindel & und &' isomorph sind.

Dasselbe gilt natiirlich auch, wenn beide @ -Biindel negativ-definit siud.

Um die entsprechende Aussage fiir indefinite @ -Bitndel formulieren
zu konnen wird der Begriff der »direkten Summe« eingefithrt. Unter der
direkten Summe zweier (reellen oder komplexer) @ -Bindel (£,€) und
(¢, Q) wird das Paar (£@& , Q@) verstanden, wo {@ & die Whitney-
Summe der Vektorbiindel und @ = Q®Q’ die quadratische Form
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Qv v) = Qu(v.) + Qu(v))
auf & @&, ist. Mit Hilfe einer positiv-definiten quadratischen Form
auf & beweist man dann:

2.2.2.  Jedes reelle Q -Bindel (&, Q) ist direkte Summe zweier definiter
reeller @ -Biindel (&4, Q+) und (- ,Q-), wober das erste positiv-, das
zweite megativ-definit ist, und dim & =t = ind @ ist.

Die Verallgemeinerung von 2.2.1 lautet nun:

2.2.3. (£,Q) und (& ,Q) seien reelle Q -Bindel mit den nach 2.2.2
cxistierenden definiten Zerlegungen

(& ,Q) = (5+:Q+)@(§_,Q_):
E,Q) = (,,Q0)® (£.,Q.).

Sie sind genaw dann isomorph, wenn es Vektorbindelisomorphismen & — &
und &_ — & gibt.

2.3. Komplexe @ -Biindel. Die Operation der komplexen Erweiterung
fithrt ein reelles Vektorbiindel & in ein komplexes Vektorbiindel £®C ,
und eine auf & definierte quadratische Form ¢ in eine auf £ C definierte
quadratische Form Q®C iiber. Das auf diese Weise aus dem reellen
@ -Biindel (£, Q) erhaltene komplexe € -Biindel sei mit (£,Q) ® C
bezeichnet. .

2.3.1. @ und Q' seien quadratische Formen auf cinem reellen Vek-
torbiindel & . Dann sind die komplexen Erweiterungen (&,Q)Q C und
(&,Q") ® C isomorph.

Beweis. Man hat 2.3.1 offensichtlich nur fiir den Fall zu beweisen, dafl
eine der beiden quadratischen Formen, etwa @, positiv-definit ist. Es
sel dann

(£,Q) = (¢..@) @ (.. Q)
die in 2.2.2 gegebene definite Zerlegung. Dann ist das reelle € -Biindel
(E B Q]_) = (5-,» s Q;) @ (5- ) —'QI—-)

positiv-definit, somit gemé&f 2.2.1 isomorph (&, @), und daraus folgt,
daBl auch die komplexen Erweiterungen (§,Q)© C und (§,Q,) ® C
isomorph sind. SchlieBlich bleibt 2.3.1 nur noch unter der Voraussetzung
Q' = —Q zu zeigen. In diesem Fall ist aber die Multiplikation mit ¢ der
gewiinschte Isomorphismus von (§,Q)® C auf (£,Q)Q®C.

Ist (£, Q) ein reelles @ -Biindel, dann erhilt man daraus durch kom-
plexe Erweiterung ein komplexes @ -Biindel. Es soll noch gezeigt werden,
dal auch die Umkehrung dieses Sachverhaltes richtig ist.
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2.3.2. Jedes komplexe @ -Biindel wird durch Komplexvifizierung aus
einem reellen Q -Biindel erhalten.

Beachtet man zudem noch, dafl jedes reelle Vektorbiindel iiber einer
parakompakten Basismannigfaltigkeit M eine positiv-definite quadrati-
sche Form trigt, so erhédlt man die folgende Aussage als

Korollar. Ein komplexes Vektorbiindel trigt genav dann eine quadratische
Form, wenn es durch Komplexifizierung aus einem reellen Vektorbindel
entsteht.

Beweis von 2.3.2. (&¢, Q) sei einkomplexes @ -Biindel. Wir beniitzen
folgende Bezeichnungen:

Ep = &c als reelles Vektorbiindel aufgefasst;
J = Multiplikation mit ¢ in &¢;

@, = Re Q¢ (Re = Realteil);

Q, = Im @, (Im = Imagindrteil).

Weiter sei @ eine positiv-definite quadratische Form auf &, . Dann
ist die quadratische Form @ auf &g, definiert durch

Qx(vx) = Q;(vx) + Q;(i va) ’ /Ux e §Rx ’

wieder positiv-definit, und zudem ist J eine in @ orthogonale Abbildung.

Es seien nun B;, B,, B die zu @,, @,, @ assoziierten Bilinear-
formen. Dann gibt es Vektorbiindelisomorphismen ¢;,@,: &g — &g
derart, daBl auf der Faser &g, gilt:

’ ’ ’ ’ ’
le('vx H vx) = Bx(qjlx A vx) s B2x(‘vx > Ux) = Bx((le Vs tx) > Vys Uy € SR:«' .

¢, und ¢, sind in der positiv-definiten Form B selbstadjungiert. & wird
somit in zwei Biindel &+ und &— zerlegt

fR = 5—{-@5—5

wobei die Faser &, von den Eigenvektoren von ¢;, mit positivem,
&_, von denjenigen mit negativem Eigenwert aufgespannt wird. Die
Restriktion von @, auf &; ist positiv-, auf &_ negativ-definit. AuBerdem
sind & und &- sowohl in B als auch in B; orthogonal. Aus diesen
Beziehungen ergeben sich die folgenden Gleichungen

S J = — g1
¢ = — @1
Die erste dieser Gleichungen impliziert &- = J(&;), also

(r = D J(E).
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Somit ist &; das aus dem reellen Biindel &, komplexifizierte Biindel:
(o = E.®C . Aus der zweiten Gleichung folgt fiir v, € &1

Q2x(lvx) = Bx((p2x Uy s /Ux) = - Bx((plx (I’ Ux) ’ 'vx) = 0 s

also ist die Restriktion von @, auf &. reellwertig und gleich der Restrik-
tion von @, auf &;, die mit @Qf bezeichnet sei.

Die komplexe Erweiterung von ;" auf &; stimmt auf & mit Qg
iiberein. Alsoist Q. = Qf ®C .

2.4. Definition des Cliffordbiindels. Iiir die Definition und Eigen-
schaften von Cliffordalgebren wird prinzipiell auf [3] verwiesen. Ist (V, @)
ein Euklidischer Raum (vgl. 2.1), dann wird mit C(@Q) die Cliffordalgebra
von (V,Q) bezeichnet.

Definition. (£, Q) sei ein @ -Biundel miv Basismannigfaltigkeit M .
Ein Algebrabiindel y iber M mit der fir die Fasern giltigen Eigenschaft

v = 0Q,), =x€M,

ist ein Cliffordbindel von (£, Q) .

Aus der Eindeutigkeit der Cliffordalgebra folgt, dafl alle Cliffordbiindel
von (&, @) untereinander isomorph sind. Wir wéhlen eines von diesen
Cliffordbiindeln aus und bezeichnen es als das Cliffordbindel von (&, Q) .

Die Universalitidtseigenschaft der Cliffordalgebra ([3], II.1.1, S. 39)
iibertrdgt sich auf das Cliffordbiindel y von (&, @):

2.4.1. Es sei n ein reelles bzw. komplexes Algebrabiindel iber M ,
¢ &—>mn eine Bimdelabbildung mit der fir jedes x € M giltigen Eigen-
schaft

(qjx ’Ux)z - Qx(/vx) lx 3

v, €&, und 1, = Einselement von wn,. Dann ¢ibt es eine eindeutig be-
stimmte Abbildung der Algebrabindel, ¢ : v —n, die ¢ erweitert.

Dabei haben wir angenommen, & sei ein Teilbiindel von y. Dal
diese Annahme berechtigt ist, folgt aus der entsprechenden Eigenschaft
der Cliffordalgebren. Fur v, €&, gilt die Produkteigenschaft

(1) ()2 = @v,) 1,, 1, = Einselement von v, ;

dies ergibt zusammen mit 2.2.1 und 2.4.1 den Satz
24.2. Sind (§,Q) und (£,Q") reelle Q -Bindel itber M , beide ent-
weder positiv- oder negativ-definit, dann sind ihre Cliffordbiindel isomorph.
Ein reelles @ -Biindel (£,¢) geht durch Komplexifizierung in ein
komplexes @ -Biindel (£,¢) ® C iber. Sind y, o' die Cliffordbiindel
von (§,Q) bzw. (6,Q)® C, sowie y @ C die Komplexifizierung von
y, dann folgt aus dem entsprechenden Satz iiber Cliffordalgebren ([3],
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I1.1.5, S. 41), daBB 9" = y®C . Wir nennen 9’ das komplexe Clifford-
bindel des reellen @ -Biindels (£, Q).

Aus 2.3.1 und 2.4.1 gewinnt man nun folgendes Resultat:

2.43. Q und Q' seien beliebige (nicht-entartete) quadratische Formen
auf dem reellen Vektorbimdel &. Dann sind die zu (§,Q) und (£§,Q))
gehorenden komplexen Cliffordbiindel isomorph.

2.5. Existenz des Cliffordbiindels. & sei eine Liegruppe und V ein
endlichdimensionaler Vektorraum, auf dem G differenzierbar operiert,
d.h. es sei ¥V ein G -Modul. Man kann bekanntlich (siche etwa [9].

3.2.d, S. 45) jedem G -Prinzipalbiindel £ iiber der Basismannigfaltig-
keit M ein Vektorbiindel itber M mit ¥V als typischer Faser zuordnen,
das im folgenden mit ,E@c V bezeichnet sei. Ist V' Teilmodul des
G -Moduls V, dann kann man E Q¢ V' als Teilbiindel von E@G V
auffassen.

Es sei nun (£, Q) ein G -Biindel iitber M, V die typische Faser von
&, @, eine quadratische Form auf V7 mit (fiir reelles &) gleichem Index
wie @, O die orthogonale Gruppe von (V,Q,) und C die Clifford-
algebra von (¥, Q,) . Erstens bestimmt (&, Q) ein O -Prinzipalbiindel
£ diber M derart, daB £ ®, ¥V = &. Aus der Universalititseigenschaft
[3], IL.1.1, S. 39) der Cliffordalgebra C folgt weiter, dall O auch auf
C operiert, und zwar als eine Automorphismengruppe von C . Denn
jedes g €0 lafit sich eindeutig zu emem Automorphismus ¢ von C er-

weitern. Das zu E assoziierte Biindel r R, C ist dann, wie man sofort
einsieht, das Cliffordbiindel y von (£, @) .

Da y definitionsgemél tiberhaupt nur bis auf Isomorphie durch
(&, Q) festgelegt ist, so ist es ganz zweckmilig, die Beziehung zwischen
(6,Q) und y durch ihre Isomorphieklassen auszudriicken. Dabei ver-
weisen wir auf den in 2.2 eingefiihrten Isomorphiebegriff. Die Isomorphie-
klasse von (&, @) ist in der Terminologie von [9], 3.2.a, S. 44, ein O -Biin-
del iiber M . Ebenso: Ist Aut C die Automorphismengruppe der Al-
gebra C, dann ist die Isomorphieklasse von y ein Aut C -Biindel iiber M .

Es sei nun e: O — Aut C der oben erwihnte Erweiterungshomo-
morphismus. Da (fiir eine Liegruppe @) die G -Biindel iiber M Ele-
mente der Kohomologiemenge HYM , ) sind (siehe [9], S. 42), so defi-
finiert e eine Abbildung e, : HYM , 0) — HY (M , Aut C), und die Iso-
morphieklasse von y ist das e, -Bild derjenigen von (§,Q):

e((5, Q) = ().

2.6. Beziehung zwischen duBerem und Cliffordbiindel. Ist & ein
Vektorbiindel iiber der Basismannigfaltigkeit M, dann bezeichnet
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A & das dupfere Bindel von &. Fir jedes x € M ist also die Faser (A &),
die dullere Algebra von &, .

Es sei weiter @ eine quadratische Form auf & und yp das Clifford-
biindel von (&, ). Dann gilt:

2.6.1. Es gibt einen kanonischen Vektorbiindelisomorphismus p: y— N\ § .

Allerdings respektiert u mnicht die multiplikative Struktur der Algebra-
biindel y und A &.

Wir wollen im folgenden diesen Isomorphismus konstruieren. KEs
handelt sich dabei lediglich um eine algebraische Aufgabe, die darin be-
steht, fiir jedes x € M einen kanonischen linearen Isomorphismus p, :
C,— A&, nachzuweisen (wie dies z.B.in [3], IL.2.1, 8. 38 gemacht wird).
Da die Isomorphismen y, kanonisch definiert sind, werden sie sich dann
zu einer differenzierbaren Biindelabbildung zusammensetzen.

Um das algebraische Problem zu fixieren, sei (V, @) ein Euklidischer
Raum, C die Cliffordalgebra von (V,Q), E die duBere Algebra von
V, uad schlieBlich B die zu  assoziierte Bilinearform. Wir kénnen
annehmen, daB VcC, VcE, und auBerdem, dal C und E ein
gemeinsames Einselement 1 besitzen.

Fiir festes v € V existieren Antiderivationen in ¢ und Z , beide mit
dem gleichen Symbol 9, bezeichnet (9, = ¢, in der Bezeichnung von
[3], IL.2.1), sodaB fir w € V gilt

o,w = Bv,w)l.
Es sei L, die Linksmultiplikation mit » € V in E . Dann wird durch

v > L, -+ 0

v

eine lineare Abbildung »: V — End £ ( = Endomorphismenalgebra des
Vektorraumes E ) erkldrt. Man berechnet nun sofort

(L, 4 8,)* = Qv)idg .

GemiB der Universalitdtseigenschaft von C ([3], IL.1.1, S. 39) lisst sich »
zu einer Darstellung u: C — End E erweitern, und man gewinnt daraus
eine lineare Abbildung x: ¢ —E, indem man den Endomorphismus
wc auf 1€ E anwendet:

pe: = (ue)l.

Man zeigt sehr leicht, daB u eine Inverse besitzt. Ist ndmlich L, die
Linksmultiplikation mit » € ¥V in C, dann wird ! auf analoge Weise
wie vorhin durch die Abbildung » — L, — 9, erzeugt. Aus der Dofini-
tion von u erhdlt man sofort die folgenden Eigenschaften:

2.62. yv=v fir v€EV und ul=1. Ist {v}, i1=1,...,p, ein
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System paarweise in B orthogonaler Vektoren von V , dann ist u(v; . .. v,)
= v, A ... Av,. Dabei ist v,...v, das Produkt in C, v\ ... A,

dasjenige in E .

2.7. Der Schnitt ¢, . Vorerst soll wieder eine algebraische Betrachtung
gemacht werden. Essei (V,Q) ein reeller Euklidischer Raum und £
eine Orientierung von V. Dann gilt fiir zwei in £ positiv orientierte
und in B orthonormierte Basen {v;} und {v!}, i=1,...,n =dim V,
von V:

VA o AV = A .. N,
Das Volumelement ist dann e, = v; A ... Av,, und wir setzen
Co = ute, € C.

¢o ist damit durch die Orientierung £2 von V festgelegt; wegen 2.6.2
kann es mittels einer in Q2 positiv orientierten und in B orthonormierten
Basis {»;} von V durch das Produktin C

(1) C = Vy...0

dargestellt werden. Nun gilt fiir eine solche Basis die Antikommutations-
regel (in C') (siehe [3], (1), S. 39)

(2) vivk +orvi = L 20xl.

Man erhélt daraus die folgenden Eigenschaften von ¢ :

2.7.1. Die ganze Zahl m sei so gewdhlt, daf3 entweder dim V = 2 m oder
=2m -+ 1 ist, und es sei t der Index von Q. Dann ist (co)? = (—1)"*".
Ist dim V wungerade, so ist vcg=cov fir v€ V. Ist dim V gerade,
s0 ist veg = — cov fir v €V, und zu jedem ¢ € C mit der Eigenschaft
ve= —cuv fir v€V gibt es ein solches L€ R ,dafi ¢ = Ac, ist.

Die letzte Eigenschaft von ¢, folgt daraus, dall C fiir gerade Dimen-
sionen von V eine zentrale Algebra ist ([3], IL.2.1, S. 42).

Diese algebraischen Definitionen lassen sich nun alle faserweise auf
ein reelles orientiertes @ -Biindel (&, @) iibertragen. Man erhélt also
insbesondere einen (differenzierbaren) Schnitt ¢, in y, dem Clifford-
biindel von (&, @), dessen Wert ¢, in @ € M die Eigenschaften 2.7.1 hat.

2.8. Der =-Operator. (V,Q) sei ein reeller Euklidischer Raum,
E die duBere Algebra von V, e, das durch @ wund eine Orientierung
2 von V festgelegte Volumelement.

Die in 2.6 definierte Antiderivation 9, in E hat die Eigenschaft
(0,)2 = 0. Man kann also die Abbildung 7: v — 9, zu einem Antihomo-
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morphismus 7 : E — End £ fortsetzen. Das »Anti« bezieht sich dabei
auf die Produkteigenschaft

TNe) = (te)(Te), e, €E.

Durch

gewinnt man daraus eine lineare Abbildung *: E — E . Ubertrigt man
sie faserweise auf das dullere Biindel eines reellen orientierten @ -Biindels,
so erhidlt man den de-Rhamschen = -Operator ([11], § 24, S. 121).

2.9. Linearer Zusammenhang. Is sei M die Basismannigfaltigkeit
der betrachteten Vektorbiindel, 5 (7, ) der Ring der differenzierbaren
reell- (komplex-)wertigen Funktionen auf M . Der Schnittmodul I'¢&
eines Vektorbiindels & iiber M wird als 75 - (7, -)Modul aufgefaBt.
Wird er als R- (C-)Vektorraum betrachtet, dann schreiben wir I &
(I'c&). Fir das kontravariante Tangentialbiindel (M) setzen wir
AN = I' v(M), fiir das kovariante 7%(M) entsprechend OC* = I'7*(M).

Es sei Y/ ein linearer Zusammenhang auf dem Vektorbiindel £, 7, * s
die kovariante Ableitung von s € I'¢ in Richtung A € 9C. Bekanntlich
gelten die folgenden Regeln:

a) Fiir festes s € I'§ ist die Abbildung

Ves: N—=sTE, his/-s,

ein Modulhomomorphismus X — ",
b) Fiir festes 2 € 9 ist die Abbildung
SN/, 8
ein Vektorraumhomomorphismus Iz § — Iz & (bzw. [ &— I &), und
es gilt
Vit (As) = A(Vy-s)+ (h-2)s,
wo k-2 die Ableitung von A€7, (€ /;) in Richtung % € 9 be-

deutet.
Ist & ein Algebrabiindel, dann verlangen wir noch zusitzlich:

€) Vi (5182) = (Vi~81) 8o+ 81 (Vi 8s), 818, = Produkt in I'§.
Falls ein linearer Zusammenhang Y7 und eine bilineare bzw. Her-
mitesche Form H auf dem Vektorbiindel & die Ricci-Identitit
(2.9.1) h+H(sy, 8) — H(V) " 81,8) — H(sy, Vit 8y) = 0

erfiillen, heiBt </ ein linearer Zusammenhang auf dem Paar (£, H).
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Ein linearer Zusammenhang auf dem @ -Bindel (£, Q) ist ein solcher des
Paares (§,B), wo B die zu @ assoziierte Bilinearform ist.

Nunsei A & dasduBere Biindel von & und ¥/ ein linearer Zusammen-
hang auf &. Es gibt eine eindeutige Erweiterung ,</ von Y/ auf A &,
die auf zerlegbaren Schnitten s = v; A ... A v, v, € I'E, die Werte

AVAREES Zlvl ANvio N(Vev) A oo Ao,

annimmt. Ist (&, Q) ein reelles @ -Biindel mit Cliffordbiindel y, dann
wird die Erweiterung .5/ mittels des kanonischen Isomorphismus p:
y— A& ((vgl. 2.6) in einen linearen Zusammenhang x~%, </ auf dem
Vektorbiindel y iibertragen. Man verifiziert nun, dal x5/ ein linearer
Zusammenhang auf dem Algebrabiindel p ist, d.h. daB c) erfiillt ist,
falls </ ein linearer Zusammenhang auf (£,Q) ist. x5/ ist dann
die eindeutige Erweiterung von </ auf y.

Wir wollen die eindeutigen Erweiterungen eines linearen Zusammen-
hanges Y/ auf (£,Q) zu solchen auf y und A & wieder mit </ be-
zeichnen. Ist Q eine Orientierung von &, dann gilt bekanntlich

Vieg =0
(e, = Volumelement, vegl. 2.7). Wegen ¢, =u"te, (vgl. 2.7) gilt also
auch
(2.9.2) ey, = 0.

SchlieBlich sei noch auf eine Beziehung zwischen den Antiderivationen
9, (vgl.2.6) und </ hingewiesen, wobei beide, 9, und </, entweder
auf » oder auf A & operierend gedacht werden. Aus der Definition von
0, folgt sofort

(2.9.3) Vit (005) = 0, (Virs) = 8,5,

wobei v€T'E, h€X und s€I A& (bzw. s€1y).

3. S-und SC-Strukturen

Viele der folgenden Betrachtungen gelten nur fiir orientierte reelle
Vektorbiindel. Wir treffen deshalb die Vereinbarung, dafl in diesem
Kapitel sreelles Vektorbiindel« gleichbedeutend ist mit »orientiertes reelles
Vektorbiindel«. AuBerdem sollen alle Faserbiindel iiber ein und derselben
parakompakten und zusammenhéingenden Basismannigfaltigkeit M de-
finiert sein.
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3.1. x-Biindel. Gegeben sei ein Algebrabiindel ~. Unter einem
~ -Biindel &, verstehen wir ein Tripel (x,&, @), & ein Vektorbiindel
und @ ein Algebrahomomorphismus « —End & (End § = Biindel der
Endomorphismen von &). Insbesondere soll @., die Restriktion von @
auf «., das Einselement 1. von «. in das Einselement id. von End &
itberfithren.

In einem « -Biindel &, ist jede Faser & ein «,-Modul im algebrai-
schen Sinn. Entsprechend hat man auch bei « -Biindeln den Begriff der
Isomorphie, der direkten Summe sowie des Tensorproduktes eines «-Biindels
mit esnem Vektorbiindel.

3.2. Definition der S-Strukturen. y sei das Cliffordbiindel eines
reellen @ -Biindels (¢, Q). Unter einer S-Struktur auf (£, @) verstehen
wir die Auszeichnung eines y -Biindels #, . Das zugrundeliegende Vektor-
biindel % wird als das Spinorbindel der S-Struktur 24 bezeichnet. Eine
S-Struktur auf dem reellen ¢ -Biindel (¢, @) kann auch durch folgende
Daten gegeben werden:

S 1. Ein reelles oder komplexes Vektorbiindel # mit einer Biindel-
abbildung ¢: £-— End#n, die die Eigenschaft

(P2 v:)2 = (Qu(vx)) idnx , v €&,

fir alle Fasern &, von & hat.

Denn in jeder S-Struktur #, von (&,Q) liefert die Restriktion des
Homomorphismus @, : y.—End 5. auf & eine Abbildung ¢. mit
der Eigenschaft S 1, und umgekehrt kann jede solche wegen der Univerali-
tdtseigenschaft 2.4.1 zu einem eindeutigen Homomorphismus @, : y. —
End #, erweitert werden.

3.2.1. Ist dim & gerade (= 2m ) und t der Index von @, dann ist
das Spinorbiindel n einer S-Struktur n, auf (§,Q) direkte Summe zweier
Vektorbindel n+ und n- gleicher Dimension, falls entweder n reell und
m-t gerade oder n komplex ist. 1. wund - sind die Halbspinorbindel
von Mg .

Der Beweis von 3.2.1 beniitzt die Existenz des Schnittes ¢, in 2
(vgl. 2.7). Es sei @: y —End%n der Homomorphismus, der y auf 7
operieren lafit. Dann ist @ ¢, ein Vektorbiindelisomorphismus von #
mit der Eigenschaft

(Q 69)2 = (_1)"‘+' id)}

(siehe 2.7.1). Also wird % in die Eigenbiindel n+ und #- von ® ¢, zer-
legt, die zu den Eigenwerten —+1 und —1 bzw. +¢ und —¢ gehdren.
In der Faser &, sei v, derart, daBl Q.(v:) == 0 ist. Dann ist @, v. ein
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Isomorphismus von 7., der wegen #.c,, = — Cq, v, (siehe 2.7.1) die
Eigenrdume 7., und 7_, vertauscht:

(1) D.v,: N, —>n_, und n_, —=>N4+.

Insbesondere folgt dim ny = dim 79— .
Beispiel 1. Sei (§,Q) ein reelles @ -Bimdel; dann hat

eine natirliche S-Struktur mit N & als Spinorbindel, in der die beiden
Biindel der geraden und ungeraden Elemente von A& die Rolle der Halb-
spinorbimdel spielen.

Um dies zu zeigen, seien (&, @), A & die Fasern iiber x € M von
(6,Q) bzw. A &. Unter Beniitzung der in 2.6 eingefiihrten Bezeich-
nungen ordnen wir dem Paar (v.,w.) € &@& den Endomorphismus
@ (U, ws) von A & zw

G (Vx, Wx) = Loy 4 0ve + Ly — 0w

¢x ist dann eine lineare Abbildung & @&, — End /A &, von der man
leicht nachweist, daf

(e (v, w))? = (Qulte) — Qulwy)) id,

gilt. Nach S1 definiert somit das Paar (A &, ¢) eine S-Struktur auf
E,Q) @ (&,—Q). Da &DE eine natiirliche Orientierung 2 hat, so
ist ¢, definiert. Man verifiziert nun noch, daf

Dc, = -+ #2,
wo % der dualisiecrende Operator in A & ist (vgl 2.8). Somit ist die
durch 3.2.1 gegebene Zerlegung diejenige in gerade und ungerade Elemente
von A &.

Beispiel 2. Die in 2.6 definierte Abbildung p: v — End A& laftdas
Cliffordbimdel v wvon (£,Q) auf dem duferen Bindel operieren, definiert
also eine S-Struktur (N &)y auf (§,Q). Ist Q positiv-definit und dim &
gerade (= 2m ), dann ist in der Komplexifizierung N & wvon N &:

feg = "o (i=V-1),

wo « die in [1], 1, S. 426, definierte Abbildung ist.

3.3. Definition von SC-Strukturen. Ist 5 ein Algebrabiindel, dann
heiBlt ein # -Biindel o irreduzibel, falls jede Faser «, ein im algebraischen
Sinn irreduzibler %, -Modul ist. Unter einer SC-Struktur auf (&, Q)
verstehen wir eine komplexe, irreduzible S-Struktur auf dem reellen

@ -Bindel (¢,6€). Esgilt:
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3.3.1. o, set eine SC-Struktur auf (£,Q) und m die ganze Zahl, mit
der dim & = 2m oder = 2m 4 1 ist. Dann ist dim ¢ = 2™ (dber C ).

Denn o, ist ein y -Biindel, wo y das Cliffordbiindel von (&, @) ist.
Da o ein komplexes Vektorbiindel ist, kann man ¢, auch als y®C
-Biindel auffassen (y®C = Komplexifizierung von y ). Nun ist jede
Faser (y®C). als Cliffordalgebra iiber den komplexen Zahlen entweder
einfach (dim & = 2m ) oder direkte Summe zweier gleichdimensio-
naler einfacher Ideale (dim & = 2m + 1) (siehe [3], I1.2.1, S. 42 und
11.2.6, S. 47). Weiter ist dimy = 2", mit n =dim & .

Aus S 1 in 3.2 folgt, daB jede SC-Struktur auf (¢, @) durch folgende
Daten gegeben werden kann:

SC 1. Ein komplexes Vektorbiindel ¢ der Dimension 2™, unter der
Voraussetzung dim & = 2m oder = 2m 4+ 1;

SC 2. Eine Biindelabbildung ¢: & —End o mit der Eigenschaft

((}x ’vx)z - Qx(/vx) ldx s vy € ‘S.v; .

Aufgrund des Isomorphiesatzzs fiir Cliffordbiindel 2.4.3 schlieft man:

3.3.2. Q und Q' seien quadratische Formen auf dem reellen Vektor-
bimdel &. Dann induziert jede SC-Struktur auf (&,Q) eine solche auf
(£,Q") mit demselben Spinorbiindel.

Dieser Satz ist insofern bedeutungsvoll, als er zzigt, dall die Existenz
von SC-Strukturen auf dem reellen Vektorbiindel (£, ) nur vom Vektor-
biindel &, aber nicht von der quadratischen Form @ abhingt. Wir
verstzhen nun unter einem Spinorbiindel des reellen Vektorbundels £ ein
Spinorbiindel einer SC-Struktur auf (§,€Q), @ beliebig.

3.4. Existenz einer SC-Struktur. Mit der vorhin eingefithrten Ter-
minologie ist die Aussage, (&, Q) habe fiir jede quadratische Form @
eine SC-Struktur, gleichbedeutend mit der folgenden: das Vektorbiindel
& hat ein Spinorbiindel. Der Inhalt dieses Abschnittes besteht nun aus
dem Beweis des folgenden Satzes:

3.4.1. Ein reelles und orientierbares Vektorbiindel & hat genaw dann
cin Spinorbindel, wenn die ganzzahlige Kohomologieklasse Wy(&§) = 0 st

Als Vorbereitung zum Beweis von 3.4.1 und unter den gleichen Annah-
men zeigen wir vorerst:

3.4.2. M sei die Basismannigfaltighkeit von &, und &, sei ein triviales
reelles Geradenbiindel iber M . & hat genaw dann ein Spinorbiindel, wenn
dies fir EDE zutrifft.

Beweis von 3.4.2. Der Beweis hat in beiden Richtungen ausgefiihrt
zu werden, und auBlerdem hat man noch die Fallunterscheidung dim &
gerade und dim & ungerade zu machen. Wir geben den Beweis nur fiir
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die Annahme: dim & sei ungerade und o ein Spinorbiindel von £®¢&;
In den anderen Fillen verlduft er analog.

@ und @, seien quadratische Formen auf & bzw. &;, wobel
@, als negativ-definit vorausgesetzt wird. Das Cliffordbiindel y von
(&,0Q) ® (£,,Q,) operiert irreduzibel auf ¢, die dem Element c, € y. ent-
sprechende Operation auf &, @ &, (y.,0, = Fasern in y bzw. ¢
iiber @ € M) sei wieder mit @.c. bezeichnet. Nach 3.3.2 und 3.2.1 zer-
fillt ¢ in die Eigenbiindel o und o~ beziiglich der Operation @c,, .
£, hat einen Schnitt »; mit der Eigenschaft @(v,) = —1. @v; ist
dann ein Isomorphismus o¢-—>o¢, der nach (1) in32 oy und o-
vertauscht. Ebenfalls aus (1) in 3.2 folgt, dal die dem Produkt v, v,
€., fir v, €&, entsprechende Operation @D, (v,v,,) sowohl o, als

auch o invariant lafit. Wir setzen nun

—x
!’
¢x vx = @x(’l’x Tl,\') .
Dann gilt

((trx .r) = Qj (l’ l’lx xz/lx) . Qj( Zl\ :) = Qx(?‘x) idc x

Ist dim&=2m 4+ 1, dannist dim o+ = 2™. Also definiert r/‘;. geméf
SC1 und SC 2 (vgl. 3.3) eine SC-Struktur auf (£, Q).

Beweis von 3.4.1. Voraussetzung: 3.4.1 sei richtig fiir Vektorbiindel
einer gewissen Dimension n = 1. Ist & ein Vektorbiindel der Dimension
n—1 und &, ein triviales reelles Geradenbiindel, dann ist dim (é®¢&;)
=n und W EDE) = Wy(&) . Aus 3.4.2 folgt dann, dall 3.4.1 richtig
ist fiir Vektorbiindel der Dimension n—1.

Bs geniigt also, 3.4.1 unter der Voraussetzung dim &= 2m mit
m = 2 zu beweisen. Es sei V die typische Faser von &. ), eine positiv-
definite quadratische Form auf ¥V, SO die spezielle orthogonale Gruppe
von Q,, C die komplexifizierte Cliffordalgebra von (17, ;) mit Auto-
morphismengruppe Aut C'.

Die Isomorphieklassen reeller Vektorbiindel der Dimension 2m iiber
der festen Basismannigfaltigkeit M sind die Elemente von HY(SO), der
ersten Kohomologiemenge von M mit der Garbe der Keime lokaler dif-
ferenzierbarer Funktionen auf M mit Werten in SO als Koeffizienten
([9], 3.2.a, S.44; in der Bezeichnung von H(SO) unterdriicken wir die
Mannigfaltigkeit M, da sie im folgenden fest bleibt). Ibenso sind die
Isomorphieklassen von komplexen Algebrabiindeln iiber 3 mit typi-
scher Faser C die Elemente vou H'(Aut ().

Jedes ¢ € SO wird zu einem Automorphismus ¢g¢ € Aut ¢ erweitert
(Universalitdt der Cliffordalgebra, [3] II.1.1, S.39). Die so definierte
Injektion e: SO — Aut C induziert eine Abbildurg
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ey 1 HY(SO) — HYAut C) .

Ist (£,0Q) ein reelles @ -Biindel der Dimension 2m, dann ist die Iso-
morphieklasse (y) des komplexifizierten Cliffordbiindels y von (&, @)
das e, -Bild der Isomorphieklasse (£) von (§,Q) (vgl. 2.5).

Da dim V = 2m ist, so ist C eine einfache komplexe Algebra, somit
isomorph der Endomorphismenalgebra eines komplexen Vektorraumes S .
Wir wollen hinfort ¢ mit End S identifizieren; die invertiblen Elemente
von C bilden dann die volle lineare Gruppe GI(S). Jedes & € G1(S)
bestimmt einen inneren Automorphismus « & € Aut ¢, und nach dem
Satz von Nother—Skolem ist « surjektiv. Man erhilt somit eine exakte
Sequenz von Gruppen

(1) 0—C*—=GlI(S)—>Aut C - 0.

C* ist die multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen = 0.
Ein komplexes Vektorbiindel ¢ ist nun ein Spinorbiindel von (£, @)
(mit typischer Faser ), falls fiir die Isomorphieklassen gilt:

(3.4.3) (7) = eal®) = axlo) .

Denn oy (o) ist die Isomorphieklasse des Endomorphismenbiindels End o ,
und » ¢ ist Spinorbiindel von (£, 0)« bedeutet, daB End ¢ isomorph
y ist.

Wir haben noch weitere exakte Sequenzen zu betrachten. Es sei Spin
die universelle Uberlagerungsgruppe von SO. Da dim V =3 ange-
nommen wurde, so hat man die exakte Sequenz

(2) 0—Z,— Spin - S0 — 0.

SchlieBlich noch die exakten Sequenzen abelscher Gruppen:
po .
(3) 0—-Z—-C —-C*—0,

T
(4) 0>Z >Z—>Z,—0.

B ist die Abbildung z—> o>, v die Multiplikation mit 2 in Z.
Die exakten Sequenzen (1) und (2) werden in ein kommutatives Dia-
gramm eingebettet
0 - C* — GI(S) - AutC — 0

(3.4.4) 1,1 1,1 el
0 — Z, —- Spin — SO — 0

I, und 1, sind die natiirlichen Inklusionen (Spin ist eine Untergruppe

2
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der invertiblen Elemente von €, Spin= Iy in der Terminologie von
[4], III.6, S. 47). Ebenso die Sequenzen (3) und (4)

0 - Z— C— C*¥ — 0
(3.4.5) it ot it ,
0O -2 > Z— Z, - 0

wo p die Multiplikation mit 1/2 ist.

Nun induziert bekanntlich [6] jede exakte Sequenz von Liegruppen
0—A4,—A4,— A;— 0 eine exakte Sequenz der Kohomologiegruppen
und -mengen

b
(3.4.6) HY(A,) — HYA,) — HY(A,) — HX(4,),

falls 4, abelsch ist. Diese Sequenz bricht nicht ab, falls auch A4, und
A, abelsch sind.

Die verbindenden Homomorphismen ¢ werden fiir die Sequenzen
(1)...({4) mit 6;...d, bezeichnet; fiir den von einem Homomorphismus
v: A — B induzierten Homomorphismus H'(4) — H'(B) wird », gesetzt.

Den kommutativen Diagrammen (3.4.4) und (3.4.5) entsprechen also
kommutative Diagramme der Kohomologiemengen und -gruppen mit
den exakten Zeilen (3.4.6). Man hat insbesondere folgende Kommutations-
regeln:

(3.4.7) Sy en = lyx 05,
3.4.8) O3l = idy 04 .
Wir betrachten nun die Aussage
3.4.9) & hat ein Spinorbiindel.
Aus der Exaktheit von (3.4.6) und aus (3.4.3) folgt
(3.4.9) < 8,(y) = 0.

Mit (3.4.7) ergibt dies

(3.49) < L1 0,(8) = 0.

Nun ist 6§, () € HYZ,) die zweite Stiefel-Whitney-Klasse wy(&) [8].
Aus (3.4.8) folgt deshalb weiter

(3.4.10) S5 Ly wolE) = O, wy(&) .
Nun ist J; ein Isomorphismus, also gilt

(3.4.9) < S, wy(&) = 0,
und nach Definition ist W4(&) = 6, w,(&) .
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3.5. Morita-Theorie und Eindeutigkeit des Spinorbiindels. Es sei 7
eine komplexe S-Struktur auf dem reellen @ -Biindel (&, @) mit
Basismannigfaltigkeit M, @:y-—>Endn die Operation des komplexen
Cliffordbiindels » von (&,Q) auf 7. Ist % ein komplexes Vektor-
biindel iiber M , so wird 7®x mittels der Operation

y — Endy — Endy @ Endzx — End (nQ%)

zu einer S-Struktur auf (£, Q). Somitist #® ein Funktor von V¢(M),
der Kategorie der komplexen differenzierbaren Vektorbiindel tiber M,
in die Kategorie 7V, (M) der differenzierbaren y -Biindel, d.h. der S-
Strukturen auf (&, Q). Die Morita-Theorie sagt nun:

35.1. 7@ : V(M) —V (M) ist genau dann eine Aquivalenz, wenn
n eine SC-Struktur auf (&, Q) ist.

Ist ndmlich F der Ring der differenzierbaren komplexwertigen Funk-
tionen auf M, A die F -Algebra der differenzierbaren Schnitte von 7y,
so ist 5 genau dann eine SC-Struktur auf (§,€), wenn 4 ~ End I'y
(3.4.3); dies ist aber (da I'% endlich erzeugt, projektiv und ein Gene-
rator in F -Mod ist) die Bedingung, daB I'y ® : F -Mod — A -Mod
eine Aquivalenz ist ([2], (4.4) Prop., S. 68).

Insbesondere folgt: Zu zwei SC-Strukturea auf (§,Q), ¢ und o,
gibt es ein bis auf Isomorphie eindeutig bestimmtes komplexes Geraden-
biindel 2 mit ¢ = AQo; ist Wy(&) = 0, dann ist die Menge der SC-
Strukturen auf (£, Q) gleichméchtig wie H*M , Z).

3.6. SC-Strukturen auf komplexen Biindeln. Die Bedingung W;(§) = 0
fiir die Existenz eines Spinorbiindels von & impliziert beispielsweise, daf3
das reelle Tangentialbiindel einer komplexen Mannigfaltigkeit SC-Struk-
turen zuliBt. In diesem Fall gibt es sogar ein ausgezeichnetes Spinor-
biindel, wie wir im folgenden unter etwas allgemeineren Annahmen zeigen
werden.

Es sei &, ein komplexes Vektorbiindel iiber der Basismannigfaltigkeit
M, ¢ das reelle Biindel von &;. Es gilt dann:

3.6.1. Das dufere Bindel N & ist Spinorbiindel von §& .

Um dies zu zeigen, sei H eine nichtentartete Hermitesche Form auf
£., B der Realteil von H, @ die zu B assoziierte quadratische Form.
B und @ sind Formen auf &.

Fiir v, € & ist w,+—> H.(v.,w,) eine lineare Funktion auf &, die
sich zu einer Antiderivation d,, von A &g, erweitert (vgl. 2.6). Die
Zuordnung v, —>0,, ist R -linear, also eine lineare Abbildung & —
End (A &) . Ist L, die Linksmultiplikation mit v, in A &g, , dann ist

v +> Lo, + 00,
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eine lineare Abbildung ¢.: & — End (A &g,). Man berechnet leicht, da3
(= 02)* = Qx(vy) id

ist. Also definiert (A &g, ¢) nach SC 1 und SC 2, vgl. 3.3, eine SC-Struk-
tur auf (£,Q).

4. Diracoperator

4.1. Definition Hermitescher Formen auf S-Strukturen. Es sei 7,
eine S-Struktur auf dem reellen @ -Biindel (£, Q). Unter einer Hermite-
schen Foym (bzw. symmetrischen Bilinearform) H auf 7, verstehen wir
eine solche auf dem Vektorbiindel % mit der folgenden Eigenschaft:

A. TIst dim & gerade, dann ist fir jeden Schnitt v € I'¢ die Operation
@ v auf 5 in der Metrik H antiselbstadjungiert, d.h. es gilt

H(Pv)sy,sy) = — H(sy, (Pv)sy), 8,8, €.

Diese Eigenschaft bewirkt wu.a., dafl der Diracoperator selbstad-
jungiert wird (vgl. 4.8). Fiir ungerade Dimensionen von & kidme dann
unter Umstédnden nur die Forma H =0 in Frage. Wir verlangen deshalb:

B. Ist dim ¢ ungerade, dann ist fiir jedes v € I'¢ die Operation
®v auf 7 in der Metrik H entweder selbstadjungiert oder antiselbst-
adjungiert.

Zusétzlich sei <7 ein linearer Zusammenhang auf (£, @) (siehe 2.9.1).
Dann verstehen wir unter einem linearen Zusammenhang 7' auf (N, 14)
einen solchen auf dem Vektorbiindel 5 mit der Eigenschaft:

411, U (D) s) = (D (N, v)s + (Do) (Vn+s) firalle b€,
vEIlE, s€Iy.

Dies bedeutet, dall der von 5/ und ¥’ auf Hom (y, End#) indu-
zierte lineare Zusammenhang den Wert 0 auf @& hat.

4.1.2. & sei orientiert und das Spinorbindel 3 der S-Struktur n, auf
(&, Q) zerfalle in die Halbspinorbimdel ny und - . Jeder lineare Zusam-
menhang N/ auf (N7 ,n4) lift die Zerlegung 1y = n-@n- invariant.

Beweis. 7+ und 7- sind die Eigenbiindel des Operators @c, (3.2.1)
zu den Eigenwerten 41 bzw. -£¢. Aus 4.1.1 und der lokalen Darstell-
barkeit durch ein Produkt:

o = vy...% (v lokale Schnitte in &, wvgl. 2.7, (1))
folgt die Beziehung
Vit (Pea)s) = (Vi en)s + (g o) (Vi s),

also wegen ¢, =0 (2.9.2):
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Vi (ea)s) = (@eo) (Vi s) -

Somit ist /- s wieder ein »Eigenvektor« von g@ec, , falls s ein solcher
ist, und zwar zum gleichen Eigenwert wie s.

Tiir eine SC-Struktur o, auf (£,Q) (vgl. 3.3) gelten folgende Ein-
deutigkeitssétze:

B 1. Sei {0,y die Gesamtheit aller Hermiteschen Formen auf aq,
Ist H €{oy}y, dann auch AH €{c,}y fir jede reelle Funktion A€ 'g;
ist H, wnichtentartet, dann ist {og}y = Tr H;.

E2 Sea {V,o0,)y die Gesamtheit aller linearer Zusammenhdnge
auf V 0p), und N7 €{V,05}g . Dann ist {V,0,}g =V +NE,
NE = lmemer Raum der komplexwertigen 1 -Formen auf M .

Als Tlustration beweisen wir E 1. Der erste Teil der Behauptung ist
trivial. Zum zweiten Teil: Da H, nichtentartet ist, so existiert zu jedem
H € {o,}y einein H, selbstadjungierte Abbildung ¢ : 0 —o derart,
dal}

Hx(slx > 82x) = Ijlx(y"x Six s Slx)

fir alle s, , 8, €0, (= Faser von ¢ iiber x € M) ist. Die Bedingung,
gev, fiir v, €&, sei sowohlin H. als auchin H,, (anti-)selbstadjungiert,
driickt sich durch die Gleichung

(2 Vx) Yo = Px (¢ Vx)

aus. Diese Gleichung gilt aber auch, wenn v, durch ein ¢, in der Faser
y, des Cliffordbiindels von (£, Q) ersetzt wird, denn &, erzeugt y..
Da nun ¢,: y.—Endo, komplex irreduzibel ist, folgt v, = 4,id,
mit 4, €R.

Ebenso wird im Beweis von E 2 die Irreduzibilitit von ¢, beniitzt.

4.2. Existenz Hermitescher Formen auf SC-Strukturen. Die bisherigen
Ausfithrungen in den Kapiteln 3 und 4 betrafen orientierte reelle Vek-
torbiindel, wihrend in Kapitel 2 die Orientierung keine wesentliche Rolle
spielte. Beispielsweise ist Satz 2.2.2 iiber die definite Zerlegung reeller
() -Biindel nicht richtig im Rahmen der orientierten Vektorbiindel. Wir
betrachten nun im folgenden nur orientierte reelle @ -Bindel (&, @)
(alle iiber derselben Basismannigfaltigkeit M ), deren Summanden in der
definiten Zerlegung

. Q) = (64,00 @ (E-,0Q-)

wieder orientiert sind.
Unter diesen Voraussetzungen gilt nun:
4.2.1. o, sei eine SC-Struktur auf (& ,Q) . Es gibt immer nichtentartete
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Hermitesche Formen auf o, . Ist ¢ der Index von Q , dann sind diese For-
men entweder definit (fir t=dimé&, oder ¢ =0 und dim & wungerade)
oder vom Index (dim 0)/2. Hat & gerade Dimension, dann sind beziiglich
dieser Formen die Halbspinorbiindel o1 und o— entweder orthogonale Komple-
mente (dies fir geraden Index t) oder total isotrop.

Beweis. (£+,0Q+) @ (-, Q-) sei die definite Zerlegung von (£, Q),
Uc M eine offene Menge derart, dafl die Restriktionen & | U und &_|U
trivial sind. Es gibt dann Schuitte v;,...,2, (n =dim¢) in & | U mit
den Eigenschaften

.B(’v’, > v/l.) = —‘-..—L 6,,”
(B diezu @ assoziierte Bilinearform), wobei v,,...,v,, r=n—t,
eine Basisvon & |U, v,,,,...,v, einesolche von &_|U bilden. Ist

y das Cliffordbiindel von (£, ), dann geniigen die »,, als Schnitte von
y | U aufgefaBt, den Antikommutationsregeln

%, +v,0 = 426, 1 (1= Eins-Schnitt in y |U),

die man auvs (1) in 2.4 durch Polarisation erhalt.

Daraus folgt, dall alle aus den Faktoren v, gebildeten Produkte in
I'(y | U) eine endliche Gruppe ¢ von Schnitten ausmachen. G operiert
vermittels @ auf o | U: ist Hy eine beliebige positiv-definite Hermite-
sche Form auf o | U, dann ist

H;J(Sl ) $y) 1= g_;; }IL((® g)s1, (Pg) 53)
&
eine beziiglich der Gruppe @G invariante, positiv-definite Hermitesche
Form auf o |U. Aus (v,)2=1 fir v,€ ' | U folgt nun, daB @ v,
(und somit @D v fiir jedes v € I'&, | U) selbstadjungiert in Hy ist.
Aus  (v,)P= —1 fir v, €I'E | U folgt ebenso, dal D v fiir jedes
v €I'E_ | U antiselbstadjungiert in Hy ist.

Diese lokalen Formen lassen sich nun unter Beniitzung einer Partition
der Eins zu einer globalen positiv-definiten Hermiteschen Form H’ auf
o zusammenfiigen derart, dal @ v fir v € I'&,. selbstadjungiert, fiir
v € I'&~ aber antiselbstadjungiert in H’ ist.

Im folgenden werden wir nun drei Fiille unterscheiden:

F1l. r=mn—t sei gerade (n = dim &, ¢ = Index @ = dim £_). Das
Cliffordbiindel y; von (&:,Q+) wird als kanonisch in ¢ eingebettet
angenommen. Sei Q. die Orientierung von £., c¢i = ¢,, der entspre-
chende kanonische Schnitt, nun als solcher von y aufeefaBt (vgl. 2.7).
Aus der lokalen Darstellbarkeit von c. :

(1) Cr = Vy...0
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durch eine in Q. positiv orientierte, orthonormierte Basis {v,} von
£y folgt dann

vy + vy = 0,

v_Ctr —Cp V- = 0,

(2)

v. €&y, v_ € 'L, die Multiplikation wird in y vollzogen.

Sei a die Adjungierte einer Abbildung «: 0 — ¢ in der Metrik H’,
q die ganze Zahl mit r = 2¢, und es sei dy =141 Pcy (1 = \/—1) ge-
setzt. Dann folgt aus (1)

(3) de = dy, (do) = id, .
Also liefert die definierende Gleichung
(4) H(sy,8y) = H'(dr8y,85), 8.,8,€1l0,

eine nichtentartete Hermitesche Form H auf o, in der wegen (2)
@ v antiselbstadjungiert ist fiir alle v € I'§. Also ist H eine Hermite-
sche Form auf o4. Ist » =n—¢ 4= 0, dann folgt aus (2) und (3), daB
d. zwei Bigenbiindel gleicher Dimension zu den Eigenwerten -4-1 bat,
woraus dann Index H = (dim 0)/2 folgt. Fiir r = 0 ist natiirlich H = H’
positiv-definit.

F2 r=mn—t und t seien ungerade. Dieselben Uberlegungen wie
vorhin, statt auf (£4+,@+) nun aber auf (£-,@Q-) angewandt, liefern
wiederum eine nichtentartete Hermitesche Form H auf ¢, in der alle
@ v antiselbstadjungiert sind.

F 3. r sei ungerade und t gerade. WWie vorhin erhilt man eine nicht-
entartete Hermitesche Form auf o, in der alle @ v selbstadjungiert
sind.

Damit ist der Existenzbeweis erbracht. Der zweite Teil der Behaup-
tung 4.2.1 ergibt sich durch Vergleichen der beiden Schnitte d+ (bzw. d_)
und ¢, , die einerseits verantwortlich sind {ir die Form H', andererseits
fiir die Halbspinorbiindel, unter Berticksichtigung der lokalen Produkt-
darstellungen (1) und (2) in 2.7.

4.3, Existenz linearer Zusammenhinge auf (3/,0,). (£,€) seiein
reclles @ -Biindel, S/ ein linearer Zusammenhang auf (&, @) (vgl 2.9),
und ¢, eine SC-Struktur auf (§,Q). Wir zeigen:

4.3.1. Es gibt lineare Zusammenhinge auf (<7 ,cp) .

Beweis. Es sei vorerst dim & gerade. Das komplexifizierte Clifford-
biindel yo von (&,Q) hat dann Fasern, die einfache Algebren sind,
und g@g: yoc—End o ist somit ein Isomorphismus der Algebrabiindel.

GemiB 2.9 kann man Y/ zu einem linearen Zusammenhang auf
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~
y und dann zu einem solchen, Y/ , auf y. erweitern. Der Isomorphismus
~ . . . ~
D.: yo—>Endoe fihrt </ in einen linearen Zusammenhang ¢,%/ auf

End ¢ iiber.

4.3.2. /' set ein linearer Zusammenhang auf a,%’ der von thm
auf End o induzierte. <7 ist genaw dann ein linearer Zusammenhang
auf (/,04) (Definiton 4.1.1), wenn V= @C%J .

Dies zeigt eine einfache Rechnung. Der Beweis von 4.3.1 ist erbracht,
falls folgendes gezeigt werden kann:

4.3.3. Jeder lineare Zusammenhang auf End o wird von einem solchen
auf o induziert.

Den Beweis davon bringen wir in 4.4.

Fiir ungerade Dimensionen von & geht man folgendermaflen vor.
(&1, @) sei ein eindimensionales triviales, reelles @ -Biindel mit linearem
Zusammenhang. Man zeigt: Ist ¢ das Spinorbiindel der SC-Struktur o,
von (£,Q), sind o und o_ zwei Exemplare von ¢, dann liBt sich
eine SC-Struktur o), von (£,Q)® (¢;,®,) angeben mit Spinorbiindel
o' = 0:@o_, wobei oy und o_ als deren Halbspinorbiindel auftreten;
ist o,/ der aus N/ auf (£,0Q) und ;v auf (§;,Q,;) konstruierte lineare
Zusammenhang auf (&,Q)®(,,Q,), V' derjenige auf (,%7,0y),
dessen Existenz bereits bewiesen worden ist, dann induziert T/’ einen
linearen Zusammenhang auf (%/, o,) mit Spinorbiindel ¢ = o5 .

4.4. Beweis von Hilssatz 4.3.3. ¢ sei ein Vektorbiindel iiber der
Basismannigfaltigkeit M . Wir fithren zwei neue Vektorbiindel ein:

End, o : die Faser (End,o),, x € M , besteht aus allen Endomorphis-
men ¢, von o, mit Spurf, = 0.

Der o : die Faser (Der o), Dbesteht aus allen Derivationen d, von
(End o), .

Es gibt eine natiirliche Abbildung «: Endyo-— Dero, die jedem
ty € I'End, ¢ die innere Derivation

(1) (xfo)t = tyt —tt,, t€TEndo,

zuordnet. Wegen der Normierung durch die Spurist « ein Isomorphismus.

Nun sei YV ein linearer Zusammenhang auf End ¢, T/’ ein solcher
auf ¢, und %’ sei der durch /' auf End ¢ Induzierte. Die Differenz
7 — /' ist bekanntlich eine Abbildung 7/ — %/’ : 7(M)-—>End End o .
Tatsdchlich ist sie sogar wegen der Derivationseigenschaft c¢) in 4.1
eine Abbildung 7(M)—>Dero. Die Komposition «~1(y — /') sei
mit B, das Bild eines Vektorfeldes 2 € )’ unter B mit B, bezeichnet.
Fiir jeden Schnitt ¢ € I"'End ¢ gilt dann wegen (1):



Gumo KArreR, Darstellung von Cliffordbiindeln 25

(2) V};'t_ﬁé'tzﬂht—tﬂw

Auf ¢ Dbetrachten wir nun den neuen linearen Zusammenhang

14

Ty s = /p 8+ Prs, s€Ilc.

Fiir den durch ihn auf End ¢ Induzierten gilt:

Vit = ittt —1th,
somit wegen (2):
%/[ . \7

also induziert /" den gegebenen linearen Zusammenhang =7 auf End ¢ .

4.5. Vollstindige S-Strukturen. Unter einer wvollstindigen S-Struktur
(Vs ne, N > H) auf dem reellen @ -Biindel (&,@) verstehen wir eine
S-Struktur 7, auf (£,Q) (vgl. 3.2) zusammen mit folgenden Daten:
einer nichtentarteten Hermiteschen (falls # komplex ist) bzw. einer sym-
metrischen Bilineareform (falls # reell ist) auf 7, (vgl. 4.1), einem linea-
ren Zusammenhang Y/ auf (£, @) und einem solchen, /', auf (V/,7,)
(vgl. 4.1) derart, da H und Y/’ die Ricci-Identitdt (2.9.1) erfiillen. Die
letzte Forderung impliziert, dall /' in %, metrisierbar ist.

4.5.1. Ses ~/ ein lincarer Zusammenhang und o4 eine SC-Struktur
auf (£,Q). Dann gibt es zu jeder nichtentarteten Hermiteschen Form H
auf o, eimen linearen Zusammenhang 7' auf (N7, 0,), sodaf3 diese Gri-
Pen eine vollstindige SC-Struktur auf (&, Q) bilden.

Beweis. Die linke Seite von Gleichung (2.9.1) ist definitionsgemil3 die
kovariante Ableitung der Form I in Richtung des Vektorfeldes & € C.
Es sei H die gegebene nichtentartete Hermitesche Form auf ¢, und
o/’ ein linearer Zusammenhang auf (%/,0,); dann zeigt man leicht,
daB ;- H wieder eine Hermitesche Form auf o, ist. Nach E 1 in4.1
gibt es somit eine reellwertige 1-Form o auf M , sodaB (<7, « H = (o h) H
st. Nach E 2in4.1 ist /', gegeben durch

1
Vits = oVis+ 5 (@h)s, s€lc,

wieder ein linearer Zusammenhang auf (Y, 04), der nun eben die Eigen-
schaft /' - H = 0 hat.

Allerdings ist umgekehrt nicht jeder lineare Zusammenhang auf (¥/, o,)
in o, metrisierbar. Es gilt ndmlich:

4.5.2. Die Differenz N/ — 5N/’ zweter in o, metrisierbarer linearer
Zusammenhinge auf (N, ap) ist eine komplexwertige 1-Form auf M (E 2
in 4.1), deren Realteil das Differential einer Funktion y € 7 ist.
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—1

Ist also ein in ¢, metrisierbarer linearer Zusammenhang auf
(V,04) und o einereelle 1-Form auf M mit do &= 0, dannist V' 4 o
wieder ein linearer Zusammenhang auf (%, o0,) (E2 in 4.1), der aber
gemill 4.5.2 nicht in o, metrisierbar ist.

4.6. S-Strukturen auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten. Unter einer
Riemannschen Mannigfa tigkeit R verstehen wir ein Paar R = (M , @),
wo M eine reelle differenzierbare Mannigfaltigkeit und ¢ eine auf dem
kontravarianten Tangentialbiindel = von M definierte nichtentartete
quadratische Form ist. AuBlerdem setzen wir wie bisher voraus, M sei
zusammenhéingend. Ist B = (M , Q), dannsetzenwir: —R:= (M , —Q).
Durch @ wird auf dem kovarianten Tangentialbiindel 7% von M eine
quadratische Form mit gleichem Index wie ¢ induziert, fiir die wir
ebenfalls das Symbol @ verwenden. Das kontra-(ko-)variante Tangen-
tialbiindel von R ist dann das reelle @ -Biindel 7(R):= (v, Q) (bzw.
T*R) = (7%, Q)) .

Unter einer S-Struktur auf R = (M , Q) verstehen wir nun eine solche
auf dem kovarianten Tangentialbiindel 7%(—R) = (¢*, —@). Analog
sind mit wvollstindigen S-Strukturen auf B, SC-Strukturen auf R, immer
die entsprechenden Strukturen auf 7*(—R) gemeint.

Die Wahl von —@ rechfertigt sich aus verschiedenen Griinden; bei-
spielsweise werden alle nichtentarteten Hermiteschen Formen einer SC-
Struktur auf einer positiv-definiten Riemannschen Mannigfaltigkeit wieder
definit (4.2.1). Auf den beiden Tangentialbiindeln einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit R gibt es einen ausgezeichneten linearen Zusammen-
hang, ndmlich denjenigen von Levi-Civitd, dessen Torsion Null ist. Unter
cinem [ inearen Zusammenhang auf einer S-Strukiur n, auf R verstehen
wir in Zukunft immer einen sclchen auf (%7, #,) mit 7 als Levi-Civita-
Zusammenhang. Entsprechend brauchen wir dann fiir eine vollstdndige
S-Struktur auvf einer Riemannschen Mannigfaliigkeit R nur noch drei
Daten, 7,, N, H , anzugeben.

Wir bemerken noch, daBl in einer S-Struktuwr 9, auf R = (M, Q)
die kovarienten Tangentialvektoren von 1/ auf dem Spinorbiindel 7
operieren. Denn nach Definition (vgl. 3.2) lifit @ das Cliffordbiindel y
von (%, —@) auf 5 operieren, also auch das Teilblindel % wvon .

4.7. Definition des Diracoperators. Sei 7, eine S-Struktur auf der
Riemannschen Mannigfaltigkeit R = (M ,Q) und <7 ein beliebiger
linearer Zusammenhang auf dem Spinorbiindel # . Jeder Schnitt s € I'y

bestimmt dann ein gemischtes Tensorfeld ¢, auf J/ mit Werten in #:

L B) = (ph%) (Vhs), B €U, he.
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Dessen Kontraktion iiber das Argumentenpaar (h*,h) liefert einen
Schnitt Ds € I'yy, der lokal mittels einer Basis {#,} von 7 und der dazu
Dualen {*} von 7* (v=1,...,n=dim M) in der Form

(1) Z DR*) (V4 9)
darstellbar ist.

Bei gegebener S-Struktur 7, auf R definiert so jeder lineare Zusam-
menhang Y/’ auf dem Vektorbiindel % einen linearen Differentialope-
rator erster Ordnung D: I'n—I'n. Ist (54, V', H) eine vollstindige
S-Struktur auf R, dann ist der so konstruierte Operator D der Dirac-
operator von (14, ', H).

47.1. Hat (n4,~' ,H) zwei Halbspinorbindel n. und n-, dann
tnduziert der Diracoperator D won (14, , H) lineare Differential-
operatoren erster Ordnung

Dy: I'yy—In_,
D_: I'yo—I'ny .

Dies folgt aus der expliziten Darstellung (1) unter Beriicksichtigung
von (1) in 3.2 und 4.1.2.

4.8. Selbstadjungiertheit des Diracoperators. Es sei R = (M , @) eine
Riemannsche Mannigfaltigkeit mit vollstdndiger S-Struktur (n,, V', H) .
Wir werden uns der Einfachheit halber auf gerade Dimensionen von R
beschrinken, obschon die folgenden Ausfithrungen nach Anderung einiger
Vorzeichen auch fiir ungerade Dimensionen von R richtig wiren.

Zwei Schnitte s;,s, € I'p definieren durch die Gleichung

(1) H((¢h'*)81}°2 - <h 817 '_)>5 k*e(’)(j*a

ein komplexes kontravariantes Vektorfeld j(s;,s,) auf 3 . Dabei be-
deutet {,> das duale Produkt auf X} xH, wo HNE, X die Moduln
der komplexwertigen ko- bzw. kontravarianten Vektorfelder auf M sind.
j ist dann eine bilineare Biindelabbildung von % X # in das komplexi-
fizierte kontravariante Tangentialbiindel 7, von M .

j hat die Symmetrieeigenschaft

@) G(sy,8.) = —j(sy,8,) falls n reell ist,
J(s1,8,) = —j(s5,8;) falls 5 komplex ist,

(h—h Ubergang zum Konjugiertkomplexen). Denn nach Definition
in 4.1 ist H eine Form auf #,;, wenn
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(3) H(@ W) sy, 8,) = — H(sy, (P R¥)s)

ist.

Wir berechnen nun div j(s;,s,). Sei {k} eine lokale Basis von =,
{R*"} die dazu Duale und <7/ der Levi-Civita-Zusammenhang auf R .
Dann ist

div j(sy,8) = 2 I™, Th " j(s1.8)

v=1
Aus (1) folgt:
(I Ty, sy 82y = by o KB™, sy, 89) ) — (V0 0 B, sy, 89) 0
= h, - H(@®K*)s,, sy) — H(D (Th, " h*)) 81, 8,) .
Die Gleichungen (2.9.1) und 4.1.1 implizieren nun
I Ty sy 50)> = H(BE) (Ty+ 1) 4 52) + H(DIF) sy, 1+ 82) -

Beriichsichtigt man noch (3) und die Definition von D ((1) in 4.7) so
erhilt man

(4) divj(sy,sy) = H(Dsy,s8,) — H(s;, Ds,).

In Anlehnung an die Physik konnte man j(s,,s,) das von s; und s,
bestimmte Strémungsfeld nennen. Offensichtlich ist divj(s;,s,) =0,
wenn sowohl Ds; =0 als auch Ds, =0 ist.

Im weitern sei nun die Riemannsche Mannigfaltigkeit R kompalt.
Ist e, das Volumelement von R, [R] der Fundamentalzyklus von R .
dann setzen wir fiir eine Funktion 1€ /.

f;t = (Aey) [R].

R

Auf I'y wird dann ein Skalarprodukt

313 ; /HSI’L)

eingefiihrt, und aus (4) folgt dann
(Dsy,8y) —(81,Ds,) = 0.

Also ist der Diracoperator formal selbstadjungiert.

4.9. d - 6 als Diracoperator. Wir wollen in zwei bekannten Bei-
spielen die Groflen einer S-Struktur explizit angeben. Als erstes betrachten
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wir eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit R = (M , @) mit
kovariantem Tangentialbiindel (t*,@Q); d sei der Operator der dulleren
Ableitung auf dem Biindel /\ 7* aller reellwertigen Differentialformen
auf M ,0 der zu d adjungierte Operator ([12], §25, S.125).

Wir erinnern an Beispiel 2 in 3.2: /i 7* ist Spinorbiindel einer
natiirlichen S-Struktur (A 7*), auf R. Dabeiist p, das das Clifford-
Biindel von (v*, —@) auf A t* operieren ldft, gemdl 2.6 durch
eine Abbildung »:7* — End A t* erzeugt, die die Eigenschaft

(1) Wh¥)o = ¥\ o — o, o € I'\Nv%, I*€A*,
hat; 8,. ist diejenige Antiderivation in /A %, die die Werte
(2) O k* = B(h* ,k*), h*,k* € A* = 7%,

annimmt, und B ist die zu @ assoziierte Bilinearform auf z*.

Diese S-Struktur wird nun vervollstindigt, vorerst durch Einfiihrung
einer uichtentarteten symmetrischen Bilinearform H auf (A 7%); .
Man verifiziert sofort, daBl die natiirliche Erweiterung B’ von B auf
< 7% ein solches H ist. B’ ist ndmlich durch die Relationen definiert:

B = B auf 1%*;
(3) B'R*N w,0) = B0, 0 a)
fir alle A* € 9* und o, € I'/N\7*.
Daraus folgt dann mit (1) die Beziehung
B(h*)o, o) = — Blo, (@h*)o).

Also ist B’ eine nichtentartete symmetrische Bilinearform auf (/. 7%)~
(A und B in 4.1). '
Weiter sei 5/ der Levi-Civitd-Zusammenhang auf (7%, —@), dessen
Erweiterung auf A v* wiedermit </ bezeichnet sei (vgl. 2.9). Aus (2.9.3)
folgt nun
Vi (k) o) = v (Vg ¥ o + (0 h¥) (V- o),
somit ist gemdB 4.1.1 </ ein linearer Zusammenhang auf (A 7¥)>. Da
B und Y die Ricci-Identitéit (2.9.1) erfiillen, tun dies auch B’ und .
Also ist ((A7*), V, B’) eine vollstandige S-Struktur auf R (vgl. 4.5).
Der dazugehorige Diracoperator D ist lokal durch die Gleichung (1)
in 4.7 gegeben:

Do = > (uh*®) (Vs o), n=dmR,

p=1

was sich mit (1) auch als
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Do = Z (h* A Vhy * 0 — Opsv \Ja, * ©)
y=1
schreiben 1a8t. Man verifiziert noch, daf fiir jede Differentialform w auf
M gilt:

(4) do = z h*p /\ th' w ,
y=1

n
(5) 6(’) == — Z ah*r VI,V * Wp, «
y=1

Dabei ist es wesentlich, daB die Torsion von </ verschwindet. Somit
ist d + 6 der Diracoperator der natiirlichen S-Struktur (( A t*)u, </, B)
auf R.

4.10. Kihlersche Mannigfaltigkeiten. Als zweites Beispiel geben wir eine
natiirliche SC-Struktur auf einer Kéhlerschen Mannigfaltigkeit. Von
einer Kédhlerschen Mannigfaltigkeit beniitzen wir folgende Eigenschaften
(siehe [138] und [11], 114, théoréme, S. 248): Sie ist eine Riemannsche Man-
nigfaltigkeit K = (M , @) zusammen mit einer Abbildung J des Tangen-
tialbiindels 7 von M in sich, die den Bedingungen geniigt:

(1) J? = —id, ,
(2) QW h) = Q(h) fiir alle h € X,
(3) VJ = 0, /= Levi-Civita-Zusammenhang auf (I, Q).

Diese Gleichungen gelten auch, wenn J durch die duale Abbildung
J¥:1g*¥ — ¥ und h durch A* ersetzt wird.

A 1* sei wie in 4.9. Das Biindel der komplexwertigen Differential-
formen auf M, d.i.die Komplexifizierung von A 7*, sei mit A 7§ be-
zeichnet. Ist 75 das Biindel der komplexwertigen 1-Formen auf M ,
dann ist Ath = A (7f).

Es sei nun 7' das Biindel derjenigen komplexwertigen 1 -Formen
auf M mit der Eigenschaft

JEW = ik, i =N _—1;
ebenso 7" das Biindel der komplexwertigen 1 -Formen A" mit
JER = —ik".
BEs gilt
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Wir zeigen vorerst, dafl das dullere Biindel A t’ Spinorbiindel einer
SC-Struktur auf K ist. Dazu geniigt es, eine Abbildung ¢: % — End A7’
mit der Eigenschaft

(4) (p B¥)* = — Q(h¥)id

zu konstruieren (SC 1 und SC 2 in 3.3; @ in SC 2 ist wegen der Definition
von S-Strukturen auf Riemannschen Manuigfaltigkeiten durch —@ zu
ersetzen, SC 1 ist erfiillt, wie man durch Dimensionsvergleich feststellt).

0,» sei die in 4.9 eingefithrte Antiderivation in A t*. Sie laft
sich zu einer Antiderivation 0,. in A 7§ erweitern. Da 9,. homogen
vom Grad —1 ist, 146t es A7’ invariant; wir setzen

(5) 3,: = ah“ ! /\ TI .

Weiter sei P;, die Projektion 7& —7'. Dann definieren wir ¢hA*
fir 2* € 9% = I't* durch

(6) (ph¥)o" = V2 [(Proh*) N o — o], o €A 1.

Mit (1) und (2), sowie mit (2) in 4.9 und der expliziten Darstellung

—

(7) Proh* = — (h* — i J* I%)

5
erhdlt man nun (4). Damit haben wir eine natiirliche SC-Struktur (A '),
auf der Kdhlerschen Mannigfaltigkeit K angegeben. Man bemerkt iibri-
gens, daB die Forderung (3) nicht beniitzt wurde; (A ')y hingt nur von
der der Mannigfaltigkeit K zugrundeliegenden Hermiteschen Struktur ab.

Nun zur Einfiihrung einer nichtentarteten Hermiteschen Form H
auf (A7)p. Es sei B die zu @ assoziierte Bilinearform auf 7% und
B’ deren Erweiterung auf A t* (vgl. 4.9). B’ ldf3t sich zu einer Hermite-
schen Form H' auf A 1§ erweitern, deren Restriktion auf A7’ mit
H bezeichnet sei. Man verifiziert sofort, dal H nichtentartet ist, und
dal gilt:

H((ph*) o1, w5) = — H(wy, (¢ h*) wy)

), 0y € TN, h* €%,
Fiir das folgende ist nun die Eigenschaft (3) wesentlich. Aus (7) folgt
vorerst

(8) \V/ % (Pl,o h*) = Pl,O (V- h*) .

Also 148t die Erweiterung </ des Levi-Civitd-Zusammenhanges auf
A 7% das Biindel A 7’ invariant; wir setzen
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(9) V' o= VvI| AT,
und behaupten:

4.10.1. /' st ein linearer Zusammenhang auf (N\t)g. H und <’
erfullen die Ricci-Identitit 2.9.1.

Zum ersten Teil von 4.10.1: Fiir o’ €I’ A7, h€X und h* € X*
ist

(Bh*) 0 = (ph*) o’ = V2P h* /o — 0.0,
also
Vi (@) o'l = V 2[ Vi (Proh*) Ao’ + Pigh* \ V- o' — Ty 8,,0']
Wegen Y/, o' = V, o und (8) gilt
Vi (Proh*) = Pro (Vi h¥) .
Wegen 2.9.3 gilt
Th O = Ty 90 = B V0 E g, e

also ist
(1) Vi [(@h*) o]
= A2 [Prg (V- 7¥) A o + Prgh* A Vs o — 9 Uy — 3g,00].
Andererseits ist
(11) D (VW) = V2P (T b)) N o — g, 0]
und
(12)  (@F%) (Vi o) = V2P ¥ AT 0 — 8. Ty o]

Es folgt die Gleichung 4.1.1: (10) = (11) 4 (12), und %/’ ist damit
als linearer Zusammenhang auf (%/17'), erwiesen.

Zum zweiten Teil von 4.10.1: </ und B erfiilllen nach Definition
die Ricci-Identitdt 2.9.1, also auch 7 und die Erweiterungen B’ und
H', also auch die Restriktionen <7’ und H auf /A <'. Die Grollen
(A7), V', H bilden also eine vollstindige SC-Struktur auf K.

Der Diracoperator dieser SC-Struktur hat lokal die Form (1) von 4.7:

(13) Do = V2 > [P ™ A ’\7,'," c' — O V,:v ‘'), mn=dimkK.
y=1
Nach (4) in 9.1 gilt fiir die duBere Ableitung d :

n
do' = > BN o
y=1
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Es sei nun p': Atg— A7 der Algebrahomomorphismus, der
die Projektion P ,: 7% — 17 erweitert. Aus V' = /o’ und
P Jhro' = o' folgt dann

n
pdo’ = > P kA V,;y ‘o' .
y=1

p’ d stimmt mit d’ auf A 7’ iberein (fiir die Definition von d’, sowie
0", siehe [10], S. 34 und S. 43):

(14) do = > P k™ A V,’,V co .
r=1

Der zu d adjungierte Operator ¢ laBt /A ¢’ invariant; denn dies gilt
sowohl fiir die Antiderivationen 0, als auch fir <7, somit wegen (5)
in 4.9, auch fir 6. Aulerdem stimmt ¢ mit ¢ auf /A1’ iberein

([10], lce. cit.). Also ist
(13) 0w = — z Oper 7,; co'.
=1

Insgesamt folgt dann aus (13), (14) und (15), dal} der Diracoperator
D der natiirlichen SC-Struktur (A 1'), auf der Kéhlerschen Mannig-
faltigkeit K bis auf einen Faktor mit d' 4 ¢’ iibereinstimmt:

D =2@+9).
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