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Einleitung

F. und R. Neva,linna fiihren in [4], rrr.2.o, eine verallgemeinerung
rler altemierenden (Cartanschen) Ableitung von Differentialformen (d.ort
Jiotor genannt) ein und beweisen damit den Satz von stokes fiir Simplexe
([4], III.2.7). Daran anschlie8end (141, III.2.8) beginnen sie einen zr,,r,eite,
Beweis des stokesschen satzes, dessen Ånsatz im G'uncle genommen
uäherliegt als clie fdee ihres zuerst zitierten Beu,eises. Dieser zlreite Beweis
rlird jedoch nicht zu Ende gefiihrt, rveil das dabei benötigte gleicJrmäBige
Yerschv'inden eines gel.issen Restgliedes »im allgemeinen nicht d.irekt zg
t rsehen ist«.

Ziel dieser Note ist clie lortftiirmng jenes Bet-eises drirch eingehenclere
tlntersuchun g des fragliclien Re,*tgliecles.

Genau cliese Aufgabe hat sich bereits T. Klemola iir 12] gestellt. Aller-
dings ändert er die Ner-anlinnasche Definition des Rotors ab t), v,oclurch
rler Bev'eis des satzes von stokes erheblich erleichtert wird. Zwar impli-
ziert die Yoraussetzung bei Nevanlinna (Stetigkeit des Nevanlinnaschen
Rotors) die Existenz und Stetigkeit des Rotors im Sinne von Iilernola,
doch ergibt sich dies erst als Folgerung des zu beu.eisenden Stoliesschen
Satzes.

\\'ir fiihren die nachstehende rlntersuchung mit eiuer in [r] behan-
clelten, dem Nevanlinnaschen Rotor entsprechenclen \-erallgemeinerurrg
rler alterniererrden Ableitung durcir. Auf diese \\-ei-se vernreiden wir zu-
sätzliche Uberlegungen irn Zusammenhang mit clen bei Nevanunna er-
fbrderlichen zerlegungen eines Simplex in Teilsimplexe mit gleichmäl]ig
beschränktem Pregularitätsincles. da jetzt I\-iirfel an clie Stelle der Sim-
1ilexe treten. Der ltier clargestellte Bes-eis läBt sich jedoch ohne weiteres,
etv'a mit Hilfe der vo' H. l\'hitner ([J]. Appendix rr.a) angegebenen
Normalunterteilung« (»standard subdivision«) eines simplex, auf die
Nevanlinnasche Theorie iibertragen.

Zur Vereinfachung der formalen Darstellung beschränken rvir uns auf
(z-f)-Differentialformen im z-dimensionalen reellen Zahlenraum R";
zur Herlejtung des stokesschen Satzes fiir Differentialformen in einem

r; Ifan vergleir:he2). Ifie Definition \ron Klernola ist nicht
sr:hen äquivalent, r.ielrnehr folgb arls cler Existenz cles Rotors
rler' lievanlinnasclic,r Rotor e-xistier.t un«l stetig ist.

mit rler Nevanlinna*
in seinern Sinn, dalS
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beliebigen reellen linearen Raum mit Skalarprodukt kann die hier ver-

folgte Idee aber auch ausgenutzt werden.

In dem X'all, dafi die vorgelegte Differentialform l(oeffizientenfunk-
tionen mit Werten in einem reellen oder komplexen linearen Raum endlicher

Dimension besitzt, folgt das gleichmäBige Verschwinden des in Rede

stehenden Restgliedes (oder gleich der Stokessche Satz) auch aus einer

von cI. I\ftiller [3] gefundenen verallgemeinerung des Mitteh,r'ertsatzes

der Differentialrechnung (man vgl. [I], 5.1, oder [1a]' 4'1).

1. Definitionen untl Bezeichnungen

trvenn wir irn folgenden von z-dinensionalen \Ytirfeln sprechen, ver-

stehen v'ir darunter stets kompakte n-dirnensiorrale (nicht notrverrdiger-

weise achsenparallele) Wiirfel des R" (n2L ). Den euklidischen Inhalt
eines solchen Wiirfels W C R" bezeichnen 'wir mit I(IY) . Yorr deir vor-

kommenden (z-f)-Differentialformen nehmen wir an, daB ihre Jioef-

fizientenfunktiolen Werte in einem reellen oder komplexen Bauachrauin

(-B, Il ' ll) besitzen.
Definition 1.1. Es sei a eine'i,n e'i,ner Umgebung U(x*) tott' 'rx € R"

stetige (n-L)-Differentialform. Ialls d,q,nn ei,n, solches l@*) e B e:tistiert'

d,aB fAr alle n-dimensi,onalen Wti,rfel W rni,t W cU(r*) eine Zerkgttttg

J
OW

2) Die der Eigenschaft n* e W
Bedingung täBt I(lernola bei seiner

d*rA . . . A dr,, + I qTlr) r(r*,Il' )

in d.er Nevanlinnaschen Theorie entsprechende
Definition ([2], 10) weg.

{ rw.t

besteht, aabe'i es at jetlem e2 0 eirt, d(e, r*) ) 0 so gibt, clal,) ,;r(rx, Itrr)i,

1e fiiralte Wc{r€R"llr-ru*l <d(e,a-*) } mit r*elYz)gi'lt,so
heiftt or i,n n* elementar d,eriaierbar.

Ist a; in r* elementar derivierbar, so ist /(c*) eindeutig bestimmt.

Hinreichend, aber nicht notwendig zur elementaren Derivierbarkeit
.der stetigen Differentialform o ist die Differenzierbarkeit Yon c0 in z* .

wenn c,r in allen Punkten einer I\[enge nI c. R" e]ernentar derivier-

barist, setzenwir /: M)rt->f(r) €B uncldefinieren

dco:: f d,rrA...Adr".

Die z-Differentialform d«r stimmt mit, der iiblicheru'eise erklärten Cartan-

schen Ableitung von a.l iiberein, falls o differenzierbar jst.
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2. Der Satz von §tokes

ZwÅchst, wollen wir die gleich benötigten Eigenschaften des Rest-
gliedes r(r*,W) aus D:finition I.1 beweisen. Dazu bemerken wir, daB
wegen

die Identität

(2.1)

I(W).- la"l 4...i\ clrn

1r
r(x*, W) -- IM J 0) f@T )

' '0w

besteht.
Lemma 2.1. Die (n-I)-Differenti,alform o sei in allen Punloten d,es

n-d,i,mensi,onalen W,il,rfels Wo elementar d,eriuierbcr,r. lltircl Wo in N i,n-
hal,tsglei,che Teilwii;rfel Wr (i: l, ... , .lf ) zerlegt unri rlann je ein Pu,nkt
r;eWi (d:0, 1,...,lf ) gewiihlt,sogi,lt

r(ro, w) : + ,å 
r(r; , wi) * *,å (.f(.r,) -.f(.ro)) .

Beweis. Ersetzen wir in (2.1) jeweils r* durch ni und W durch
Wi, (d:0, 1,...,.0[), so läBt sich die Behauptung durch einfaches
Nachrechnen verifizieren, wenrr wir noch die Additivität tles Randintegrals
llnd des fnhalts

lwo lw'i

ber iicksi chtigen .

Lemma 2.2. Die Voraussetzu%geru uon Len'tma

,,ir(ro,'fi'r)ll 
= 

C,

so besteht fiir nt,irudestens ein, fr€{ 1, ,}I}

2.1 seic-il erfilllt. Gilt dcr,nn,

rl ie Åbsclttitzu,rt g

- /(r'u)
j:1,..., I'-

Beweis. Wäre die Behauptung falsch, clann hätten s-ir fiir alle d : 1,
...,-lr

llr(r;,Wt)ll < C - max il/(";) -/lr,n)j: r,...,tf

rrnd damit nach Lemma 2.1
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lir(ri, I%)il S max jlr(ri, tr'tl,)ti i max ll/(r:;) - /(ro)ll
i:1,.,., r{ i -.1,...,1r

< C - max ll/(r;) - f@o\ * max li/(r,) - f(r);) : C
j:r,...,r[ i.,,l,...,^

irn \Yiderspruch zur Voraussetzung.
lVIit Hilfe von Lemma 2.2 beweisen rvir den Satz von Stokes:

Satz 2.3. Die (n-l)-Di,fferentialform, t't sei in o,llen ?u,nkteru d,es rt,-

dimensionalen IYilrfels fir elementar deriui.erbar; duruberh,inu,us sei, dr.,t

in lY steti,g. Dann gilt

Beu'eis. \Vir zerlegen I[ durch Halbieren der Kanten in 2" inhalts-
gleiche Teilwiirfel Wr, (i:1,...,2n ). Dann halbieren'rvir die Kanten
jedes Teilv'iirfels, wodurch eine ZerTegung rron IIr in (2")2 inhaltsgleicht
Teilwiirfel Wr, (i : L, ... , (2)' ) entsteht. fterieren u-ir diesen Yor-
g€tng, so gewinnen wir eine Zerlegung vou II- itt '"'' (r'== I.2.... ) llleil-

, 2"' ), r,lrobei

I
I (ll',,i) : :;; I (lf-)

fiir r, -+ co gegen I{ulI strebt.
\Vir wählen je ein fr,re W,, beliebig. Insbesondere in den Pur.rkttn

tr,, ist «r elementar derivierb&r, so da8 'irir nach D-=finition I.1

fiir jedes y €l{:--{1.2,...} er:halten.
ilc,s - f d*rA . . . /t, dr,, in llr konvergiert
gegen das fntegral von clr,,t iilter TIt .

clurch

,t'I1'

i'rr1"r',, --l- >I( l'['-,,i)r(^',,,, I[',;)
i, I

Atrf Cinrncl cler Stetiglieit \-()r r

clie \-orletzte Srurlllre ftir y *--> ,v-)

Die letzte Sunrme schätzell n'ir

{ ''' ---

ti lT,'

{ 
,,, -=:

r)fi" I'L

{ ,n,,) ctt, 
'

[v't,i

2nt'

\'/.
i:1.

1i qnl)
rl-
ri §tiL
ii i= r

I (Tl',i) r(*,, , IY,,i) 
= 

nlax /'(.1', i . II-, i )

; i--1.,.,.nti1'

11 I[-,,,)

ab, s'obei

gitrt. Daher bleiht
cla[J

l/(ll',,,) - 1( rl-)
2nt'\/-

tl :1

ein solciurs -\-(r:) uiIr1 ,

2ny\
Li:1
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,-T*r,,, 
iir(,i',,, Il',,,)r, { e

fiir alle u ) J-(e) ist.
Die Annahme, da8 diese Behauptung falsch sei, soll zum Widerspruch

gefiihrt rn'erden. Es gebe also ein eo > 0 und eine I'olge natiirlicher Zahlen
"t'---> @ mit

max llr("r:,,,,, Il',.,),', 2 eo

i,-!,..,,znv'

fiir alie 1,' . \lregen der gleichmäBigen Stetigkeit von

d,ot : f drr/t...Adr"

in trF fai8t sicir ein ,i aus der llenge der Zahlen r' so wählen, da8

I
sup tftr) - fU) ,: ; ,u

x..te wii ',

fiir alle t' : 1, .. . ,2"''i' gilt. Zt li gibt es ein i0 € { l, ... ,2"'i } mit

(2.2) llr(r,,",,,, [l;,") : 
. lrro),", 

',r'(r; 
i , II-,,,,;) I ] e6 .

Wir bestimmen zu jedem v € N ein År,, € N mit k,,) k,-r, kr) r'L

derart, claB fiir alle a - l, . .. ,2nr,'

1

(2.3) sup llf@) - f(y): 5 ;;;-, en

x,!€wkui o

ist. Diejenigen Wiirfel W0.., (i : l,... , 2"0'' ), l'elche in lY,;;" eut-
halterr sind, bilden eine Zerleglutg- rorl II',,;i,, . I)aher läBt sich Lemma
2.2 anlr'enclen, und 'rvir erhaiten auf (imnd ron (2.2) einen solchen Teil-
lsiirfel ll'n,,, c II-,,.r,, , da8 nach Beriicksiclitigung von

I
rnax ilf@^,,) - J@,,","), :< snp /(i') - f(y)|,, ! iro

i:1....,2'&r t'a €lf r,'i,,
w 6,;c wr;;u

die IJngleichung

I
(2.+) :,ir(r10,;,, Wr,,,)l ä uo - 3 un

besteht. Die Åtrwendung vou Lernma 2.2 a:uf die Zerlegung .rron 1l'r,,,,

in die Teilwiirfel Wo,, ( i : 1, ... ,2"r" , l[n", C TI'u,,, ) liefert einen
Teilwiirfel ll'*"," C 14'r,,, mit
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llr(r0,,,,T/0,,,)ll 2 uo - ; ", - å ro,

rvenn wir jetzt von (2.4) ausgehen und (2.3) fiir p : I beachten. Durch
fturation dieser SchluBweise entsteht, eine Folge von ineinandergeschach-
telten \trtirfeln Wn,r,) lYo,,") ... )'{Y*,,i,J, .., deren fnhalt

I
I(IV*,i,,) : N I(IY)

gegen Null strebt, wobei nach (2.3) fiir alle t, - 1,2,... die Abschätzung

' ,ä*) =?=o(2.5) llr(rn,,,, W*,i,)\ = to lt -
gilt. Die Punkte np,i, konvergieren gegen einen Punkt , € I/. Damit
wird

llr(rr,,,, Wn,a)ll ! llr(rv,;,, lV*"i,) - r(i , Ilt6i,) i -r- ,ir(.i ,'[V*,,,)ll

< l),f(fr) - l@*,||i * lp(r, Il'*,,i,)ll .

Der vorletzte Term dieser LTngleichung strebt gegen Null rlegen der Ste-
tigkeit von / insbesondere in f . Die Zahlen llr(fr , W*,i,)1,j bilden eine
Nullfolge auf Grund der elementaren Derivierbarkeit von (, insbesondere
in fr , weil die Wiirfel 'lY*,i, im Sinne von Definition I.1 gegen f kon-
r-ergieren und fr e W*,i, fiir alle a gilL. Daher strebt auch

llr@*;", W*"E)ll

gegen l{ull im 'Widerspruch za (2.5), und der Satz von Stokes ist bewiesen.

R heinisch-Westfälische Technische l{ochschule Aa«:hen
Institut fiir Reine und Arrge:u-andte Mathematik
D-5100 Aachen
Doutschland



Literatur

tl] I:[nnu-llrN, P.: tJber eine Yerallgomeinerung der alternicrenden Ableitung von Diffe-
rent'ialformen. - Universität Jyväskyiä, llathematisches Institut, Boricht 12, 1971.

[a] -»-- uber eine Verallgemeinerung der alternierenclen Ableitungvon Difforentialfor-
rnen L - Math. Nachr. 52, L972, S. 85-99.

12) Kr,nuor,,t, T.: Reguläre }lengen 'r'on Simplexen und cler Satz von Stokes. - Ann. Åcacl.
Sci. Fennicre A. I. 295, 1961.

t3] Mijr,r,on, Cr,.: Uber einen neuen Zrgang zur rnchrdirnensionalen Differential- und Inte-
gralrechnung, - Erscheint, demnächst.

t4l Nnv.ENr,rNre, X'. und R.: Absolute Anall'sis. - Grundlehren der mathematischen T['is-
senschaften I02, Springer-\'erlag, Berlil, GöttingeniHeidelberg, 1959.

tsl WnrtNrrr, I{.: Geometric integration thoory'. - [Fourth printing.] Princeton ]Iathoma-
fical Series 21, Princeton Universit.v Prt'ss. Princeton (Nerv Jersey), 1971.

Gedruckt Februar 1973


