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Die logarithmische Methode in der Wertverteilungstheorie
pseudoanalytischer Funktionen

Der urspriingliche Beweis des zryeiten Hauptsatzes in der Theorie der
Wertverteilung meromorpher Funktionen wurde von R,. Nevanlinna [7]
mit Hilfe der PoissonJensenschen X'ormel durch Abschåtzung der log-
arithmischen Ableitung gegeben. Die auf Grund der Pompeiuschen n'ormel
abgeänderte PoissonJensensche X'ormel erlaubt eine Abschätzung der
logarithmischen (-n'' , G) -Ableitung einer (F , G) -pseudoanalytischen X'unk-
tion und damit die Anwendung der logarithmischen Methode fiir pseudo-
analytische X'unktionen erster Art. Eine Wertverteilungstheorie fiir diese
X'unktionenklasse hat Habetha [4] unter \ierrvendung der potentialtheo-
retischen Methode von Ahlfors gegeben, nachdem die entsprechenden
Ifntersuchungen fiir pseudoanalytische Funktionen zweiter Art von af
Ilållström [5] und anderen mit den topologischen Hilfsmitteln durch-
gefiihrt worden waren, die Ahlfors in seiner Theorie der Uberlagerungs-
flächen entwickelt hat.

l. Pseudoanalytisehe Funktionen. Die Rolle von I und rl als Basis
fiir den reellen Vektorraum der komplexen Zahlen C kann von zwei in
C definierten komplexen Funktionen .f, und G iibernommen werden,
die der Bedingung

geniigen. Sind .E' und G in einem Gebiet D von C:C Uco gegeben
und geniigen sie dort der Ungleichung (l), so kann man jede in D defi-
nierte komplexe X'unktion w mit Hilfe von zx.ei eindeutig festgelegten
reellen Funktionen O und P durch

(1)

(2) w(z)- @(r)?(z) +Y(z)G(r) (ze D)

darstellen. Die Klasse der beztiglich eines solchen X''unktionenpaare§
(I , G) in D pseudoanalSrtischen Funktionen, auch (I , G) -pseudo-
analytische oder kurz pseudoanalytische Funktionen genannt,, rvird durch
diejenigen komplexen X'unktionen gebildet, fiir die in D die (.f', G) -Ab-
leitung



Ann. Acad. Sci. Fennicre A. r. 54ll

c-/ -./be

(zeD)

existiert, rrobei w in D d'urch (2) dargestellt ist' Ztt einer in D (r 
' 

G) '
pseudoanalytischen Funktion w mit der Darstellung (2) hei8t

xw(z) - O(z) * i, Y(z) ( mod (-E , G) )

die zugehörige {r ,G) -pseudoanalytische n'unktion zweiter Art. tseide

n'trnktionen, tc wie *w , lnat man als unterschiedliche Darstellungen

clesselben rnathematischen objektes aufzufassen. Die (x , G) -pseudo-

analJ'tischen X'unktionen bilden einen linearen Raum, der die (erzeugenden)

Funktionen -E und G enthäIt. Wegen

it1r1:0, ep1 :o
hat man Funktionen der (und nur der) X'orm

i, E(z) * p G(z) ( 1, p reelle Konstanten)

als (F , G) -pseud"oanall4ische Konstanten aufzufassen. Diese Tatsache

legt folgende auf Bers [2] zuriickgehende Definition nahe. Die pseuclo-

analytische Funktion ar nimmt im Punkt zo die komplexe zahl a genåu

clattn an, rvenn *u(zo) : a gilt, also 'wenn w(z) - a(z) mit *x(z) : ct'

in :o eiue Nullstelle hat. In der Umgebung Yon isolierten Singularitäten

zeigen pseutloanalytische X'unktionen asymptotisch das gleiche Verhalten

*'ie- analytische Funktionen. In der Nähe von Null- bzrv. Polstellen gelten

n(z)-c(z-zo)" (lf o(l)) ,. - \(3) 
i;@) : n c (z-zo)^-r (I f o(i)) 1z -> zs ):

\r-enll ira; ;. r) clie Vielfachheit der Stelle angibt. tr'iir rvesentliche isolierte

Singularitäten gilt der Satz von Casorati-Weierstra8. Die Bedeutung der

pseirdoanalytis«:hen Funktionen besteht einmal in der Quasikonformität
ior, ** und. zum ancleren in clern Zusammenheng zu gewissen elliptischen

Differentialgleichurigssystemen. sind -F und G stetige Funktionen, so

folgt aus cler Existenz yott io die stetige partielle Differenzierbarkeit von

@ untl Y/ und zwar gelten mit clen Operatoren

a I{a a\
a, 

:=:: i \a; 'L 
ay) i

rlie Di{ferentialgleichungen

Q,F _J_ V,G - il),

Åus cl"er letzterl Gleichung folgt

a :
az ;(*+ iå)

@rr-FvrG:0.



I{. Brccunn, \Yertverteilung pseudoanalytischer Funktionen

(xw)r:y(.w)-, ?:
F+iG
r-'-iG'

Die Funktiorl *w vermittelt eine innere Abbildung im Sinne von Stoiilow,
die mit Ausnahme von isolierten Punkten quasikonform mit der Dilatation

ist. Sind -F und G partiell differenzierbar, so folgt, aus der Existenz
von lb die partielle Differenzierbarkeit von L0 und die Giiltigkeit der
Gleichungen

r 1 -r- Ytz
iY :---r" 1 lyl,

(4)

Die (charakteristischen) Koeffizienteu a,b, A, B des erzeugenden
Paares (X , G) bestimmeu sich eindeutig aus den Gleichungssystemen

Die Theorie der pseucloana,ly-tischerr Funktionen ist als Funktionentheorie
der ersten Gleichung in (a) aufzufassen. Sie ist von Bers [2] uncl unter
Zugrundelegung verallgemeinerter Sobolevscher Ableitungen .rron Yekua

[J3] ent'u,'ickelt s'orden.
Um die Nevairlinnasciren Hauptsiitze fiir pseucloanalytische Funktio-

nen in einfach zusammenhiingenclen Gebieten herzuleiten, geniigt es rregen
der konformen Invarianz cler Pserrdoanalytizität, ein Normalgebiet der
Form

i, --d ii

zu betrachten. T[ir l'ercien in tliesern Gebiet existierende erzeugende
Paare @ , G) betrachten, clie die folgenclen Bedingungen erftillen:

(i) (E , G) ist beschränkt,

und es gilt

(ii) E uncl G sincl stetig partiell clifferenzierbar,
falis l:eschränkt, etu'a clurch lI &rls (i),

unrl es gelten (å - å + i,r1)

FE

Gz

).

{8, , Gr) ist, eben-

a),
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t r d,E d,n

",p_- | UrttOl +lq(()11 n_;-Lr,(*oo,
kl<R "1{.a 1e - Pl

1 r d,E d,n

n J tlrr(6)l + lcr(6)ll ff . **.
lgl<n

Nach Nirenberg [f0] geniigen -F' und G in jedem Bereich von l"l < R
einer Hölderbedingung mit festem Exponenten und einer im wesentlichen

nur vom Abstand des Bereiche§ vom Gebietsrand lzl: R abhångenden

Konstanten. Demnach ist fiir p <R
r f d,E d,n

1,1än frrc4r.n rr - ?r

endlich und mit wachsendem g nicht abnehmend und wird als von end-

licher Ordnung vora,usgesetzt, d. h. mit

logr , R: cc

I

-- log trI ,(r\Irm- -r->R T lr)

endlich sein.
(iii) Die partiellen Ableitungen Xi und G, sind Hölderstetig und

I r d€dn\

i]rå ; /.,il 
FzG) - r,(z)l * lc\(q - G,(z)ll 

lc _ zr : r'rJQ)

ist von endlicher Ordnung.
Aus den Voraussetzungen iiber Ma und l[, folgt', da8 auch

I f dEdn

i]?.;,!.,r,"*rr-a(z)l + lÖ(4) -b(z)r tc-*: Mo@)

von endlicher Ordnung ist.
fm X'all .B : co erfiillen die vollståndig normalen erzeugenden Paare

(vgl. [2], S. 74) die obigen Bedingungen, fiir endliches "E geniigen ihnen

z.B. erzeagende Paare, die in einem l"l < R enthaltenden Gebiet de-

finiert sind und dort Hölderstetige partielle Ableitungen nach 2 besitzen

(vgl. [2], S. 3).

r(r) : 
1

soll
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2. Die allgemeine Poisson-Jensensche Formel. Erster Eauptsatz. Die
n'ormel von Pompeiu, eine komplexe X'orm der Greenschen X'ormel,
fiir eine in einem beschränkten, regulären Gebiet D partiell stetig diffe-
renzierbare X'unktion w , die in

stetig ist,,

.[ 
*re] d€ . 

{?{'--( 
il de de : o ,

Ftir z

§etzen.

{
lrl =-=o

filr l"l

D

a,us C - D ist die linke Seite dieser Gleichung durch null zuer-

zfl

ili<c

t f pz - lzl2 cl,e I f . Q' - lzl2 cl( d,t
w(z): ,",t I *(4 ,t=*7+-z*i J u\0V:zqf"

'r.l:t e .<r '

IsL w(z) in lzi < e pseudoanalytisch und hat dort endlich viele Null-
stellen a, und endlich viele Pole ö,, so folgt auf dem iiblichen Wege
eine Darstellung fiir log lw(z)1. Dabei kann zugelassen werden, daB
auch auf lzl: q endlich viele Nullstellen und Pole liegen.

Poisson-Jensensche Formel.

filhrt r,u. der Darstellung

I r d: I f ded,z
w(z) - r-c[ w({:) Z J-r-i- r-c J wr(o c= (zeD)'

1 f Qz-lrl'dclos lw(z)l - zr-i J los iu(C)l ffi T
,=,:1)

h I t f u1G)Q2-lri'dcdel+Rul-r-tJ ,,'gfr-tt 
,:i<,,

, g k (t,,,)+: Iogi++
1"ftp " 

2" ut, z 'tb 
1) 

ti<Q

a@-b,) i

- 
-=----'Q2-fi2 i

In d,en Sum,men aber d,i,e Nullstellen und, Pole tritt jed,er Bum,mand, d,er Vi,el-

fachhei,t d,er Stel,l,e entsprechend, hciufig uuf.
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Fiir z- 0 erhåIt man die Jensensche Fortue},

zierten Form angegeben rvird.
Jensensehe Formel.

f I^^ rn '-'''l: t 1

log lc,"l - z * i 
,J:,,log 

lw(€)i ,i i- Re 
t 

-z 

" i

sl i - ,br',*0. 
rf,,.,Los 

*; 
r<ä.-.'o s+

H'i,er' 'i,st ), e'tne gee'ignete gcz?tze Zcthl tl.erff,rt,, r?n fi

clie hier in der rnodifi-

f 'u4G) de d:1
J 'rr|Ö C-l
'i,,{Q

2log Er.

(5) ci. -_ tim n_-;' n,(e)
a+0

ei,ne end,l'i,che aon nul,l, aerschi,ed,ene komplere Zahl ist.
fm Hinblick auf die Definition tler a -Stelle einer pseudoanalytischen

X'unktion ru modulo d.em erzeugenclen Paar (f , G) hat man die Schmie-

gungsfunktion m(r , a) und die Anzahlfunktion .},-(r , o) rvie folgt fest-
zulegen:

i
A;E

rrlm(r'a): zn/'or" l@o;5="ro"\ uu (lrul <a' *a(z)-(L)'

N(r ,a) : iWY dt I n(0, o) log,' .

Dadei bezeichnet *t, , Åfiir endliches a clie in ihrer Vielfachheit gezåhlten

Nullstellen von w(z) - u(z) ( xa(z): a ) bz§. clie entsprechend ihrer viel-
fachheit gezählten Pole von w fidrr unentlliches n, . Anstelle vor, m(r , a)
und -l[(r , oo) werden auch die Bezeichnungen m(r , w) und I{(r , w)

benutzt.
Mit cliesen Begriffen erhält die Jensensche tr'ormel die Gestalt

(6) m(r,o)*fl(r,@) : m(r,0) -§(r,0) .h(r,0),
\yern man ]t : n(0, 0) - n (0 , oo) beachtet uncl

%b(r, @) -- *,f ,o** \rr-t(r' €"' )l d,9' ,

I t t n, ,r{f)1y 't|lh{r,0) : los lc,.l R"t *, J l*tlt -:- blgt ,.u0)l ät}
iii<l

setzt. Wegen Bedingungen (i) und (ii) gilt
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MM.
lh(r,o)l S lloglcrll + i .

Åus der mit Riicksicht auf die Abschåtzungen

llog+ lw(z) - a(z)l - logn lw(z)ll S log+ la(z)1 ;- log 2

uncl

Iog+ la(z)l S log+ lal t log+ nl ,

geltenden Ungleichung

im(r , w) - m(r , w-o()l ( Iog+ lai f log- ,i\y' * log 2

folgt, mit d.er fiirw-,o. geschriebenen Beziehung (6) \Yegeu cier Liber-

einstimmung der Pole vofi w mit d.enen von 'w-&
Der erste Ilauptsatz. ?iir ei,ne [,n lzl < R { cn bi,s auf Pole psc,uclrt'

«.nalytische Funkt'i,on w und, far iede end,liche komplere Zrtlil ct gilt

m(r, a)* N(r, oo) : m(r,a) + ff(r,e) + h(r,o)

tnit

M XI.
ih(r,a)l < lloglcr(o)ll *log+lal f log+f'[+ A rlog2.

Hier beze,i,chnet c^(a) d,en (5) entsprechenilen Wert liir di,e ?unktion it1-4{ .

Wie im klassischen FalI wird

T(r , w) : m(r, .o) + -0[(r , oo)

als charakteristische X'unktion von w bezeichnet. Aus der Poisson-

Jensenschen Formel läBt sich mit der von Nevanlinna gegebenen Methode

(vgl. [7], S. 13) die wichtige Ungleichung

2MM.
(7) T(t,to){T(r,w)+ 

^t 
(0<r{r<R)

ableiten. Geniigt, eine X'unktion einer Ungleichung voll cler Form (7),

so s.ird sie als fastmonoton bezeichnet.

3. Die logarithmisohe Methoile von Nevanlinna. Zweiter Ilauptsatz.
Aus der zrveit'en Gleichung von (4) folgt

(8) *(, ,t = 
*Q ,#) * *(, ,+) * * (, ,L) *rog*'1I'-; 2 rog 2

Durch Differentiation der Poisson-Jensenschen X'ormel nach z erhä,lt

rnan ftir ein z , d.as keine Nullstelle und kein Pol von to ist.
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__l f ,t(0 dedE , Q' f *rG) dCdE
* O,l.,w(q G - zy * fr 

,1., 
r,4q1 1r, -, n,

\i l--:r-- 'l-tl T,: 
- 

t 
I- *lt, Le' - a", (t,u - ")-r"QrLp' -T," - b"- ")'

Zurn Beweis bezeichne 2 n i, g(z) das durch

nt-t_ t f *t@U!l-, f *zG)dedE
s\z) : O,1.,"'tq c;+ 2"'i,!,.,@-nz-2g

dargestellte Gebietsintegral in der PoissonJensenschen X'ormel. Man be-
achte auBerdem

a ll_
*R"e 

g(z) : ;ls"@) I sJz)1.

IIit Riicksicht auf die Hölderstetigkeit von

't/Dr'tD-L - a*bfiw-L

in von Nullstellen und. Polen \rort 'tD verschiedenen Punkten existiert die
als Cauchysches Hauptwertintegral gegebene Ableitung

I f "+(0 dC dE I f l*z!) w,(z)l de de
a"\?) : G,!.,@ G - z)z 

: fr,rl.,L*G) - r,@) G - zy'

dessen Hauptwert durch das auf der rechten Seite stehende uneigentliche
Integral gegeben ist. AuBerdem gilt

su@):,ffi** I W^rå!e,
l6l<p

Die Differentiation der iibrigen Glieder in der PoissonJensenschen X'ormel
erfolgt wie in [7].

Zur Abschätzung der beiden yorangegangenen Gebietsintegrale fiir von
Nullstellen und Polen ..,ott ,tL' verschiedene z mit l"l < p entfernt man
&us ial <q alle

n(d : n(q ,0) * n(s , q)

Nullstellen und Pole von w durch offene, untereinander punktfremde
Kreise mit positivem Radius d: d(p)ln(p) und den auszuschlieBenden
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Stellen als Mittelpunkten. Dabei sei d(d so klein gewählt, daB auch
die entsprechenden Kreise mit den Radien 3 d noch zueinander disjunkt
sind und im llinblich auf (3) fiir jecle auszuschlieBende Stelle z, die Ab-
schätzung

io(*)
'"r,"rt-)

Lts) - sup ,+iry-@l
J.ze B{rt,,1) le __* | iwG) - *@) l'

lf { #!,tl'. 
:{d,€ctnlz*J ,,t--itl +

ftir z aus B(d, g) die Åbschåtzung

*,f lffi-tr1f+i = 
zsL(s)

"B(d' a)

-, 2 lnl

,-- Poi

richtig ist. fn dem so verbleibenden Bereich B(d , d erfiillt fr w-L eine
Lipschitzbedingung mit der Konstante

Da wegen (4)

i ro r(C) 'wu(z)

i wG) w(z)

grtt ,rd da mit Hilfe der fiir ein Gebiet D und beliebiges komplexes z
geltenden Ungleichung von E. Schmidt p2l

:"U 
fiir einen der ausgesctrrlosserlerl Kreise urld z aus B(2 d , q)

2r,i J ltr'1å) u(z) ltf-z)2 1=ztIt---i.-,1
l> -lJr \1.

folgt, erhålt man insgesamt fiir e aras B(2 cl , q)

tg"(z)i :Jr,(e) + Yr, L(s) * n(sl.

X'iir den zweiten durch ein Flächenintegral gegebenen Summanden in (9)
findet man die Schranke

3{ Mt g
- Å- jä - rarz'
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Beid.e Abschätzungen sind bis auf die GröBe I(q) volr der gleichen Giite,

wie die der nach Neyanlinna fiir die iibrigen Summanden in (9) geltenden

Schranken. ZusammengefaBt erhålt, man fiir : alts B(2 cl ' p)

I w,@)l(tI) 
I *al

iä) -i- rr(-,'r).Yf)

.- rlf*(s) - rykL(q) +. n(d)

mit

Sei zo der ftir hinreichend gro8es

Yon zo hat,, so gilt wegen (10)

zm(n,;) +- r,\?:

az - C,=i_'t

,I k - {t,,} 
,

Aus (I1) ergibt sich eine Schranke fidrr m(r ,uou-t), l{enr} der Kreis izl : ,
ganz in B(2 il' , q) liegt. DaB m(r , in w-t\ fiir diese l eine gleiche obere

Schranke mit verånderten Koeffizienten besitzt. fotrgt mit Rticksicht auf
clie fiir die X'unktionen -F und G geschriebene Beziehrtng (9). nach der

lP,(z) E-L(z)l und lG,(z) G-l(z)l durch

I l[ M.l o JIs

lz ltog LII + - 
^ )*-pU, - 2 t, Y,\il = tlnk)

nach oben abgeschätzt werden können.
Ist r ( g ein oben nicht zugelassener Wert, so zerlege man 

"zl 

: r
in die beiden Teilmengen

f,- { lzl .--r }nB(3d, q) ,

und entsprechend das rn(r , r)s w-t) clarstellende Integral in die Sumrne

zweier Integrale. Die Abschätzung des Integr.als iiber l, erfolgt wie

oben mit Hilfe von (8) und (lI). Zur Untersuchuug rles Integrals långs

,l-j geniigt es, einen der endlich vielen Teill:ögen r-on Ii zu bet'rachten,

etwa den in lz-zol < 3 d liegenden Bogen vorl z' : i' , uncl clort (10)

zu beachten.

i= I _-_ t* , rler q,letr lileinsten Abstand

( lzl - i' . ,i-to, -{ 3 r/ )

?9a fiir cliese : -E erte

iu(*)i _ llnl
r<-

w(z) I = ir-zol

und mit arg z - '8 , et9 ?o :
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I1
. log+ lnl * log* *-l- log ill_,%l- log 8.

lsin 
=-'i

13

rog+\ffi

Da die Länge des in lz-zol < 3 d gelegenen Bogens Ta von l"l : ,
nicht kleiner aLs 2 d und nicht gröBer als 6 z r1 sein kann. folgt aus der
Ungleichung

eolz

-'rl "rsinsd,E = #|r"- a* rl (tt ! rs.,:= Brrl)

mit Rii"ksiocht darauf, daB die Summe der geeignet cervåhlten go -Werte
nicht gröBer als z ist und da8

- log ru\g) +- 1og rr

gilt, die Abschåtzung

*I,,"1ffi1r, = l, *,ryjrog+rz(q) *ros-t ,;1,; (r+E).
t'

Die GröBe d,(q)r-t (r < e ) strebt mit gegen -B v'achsendern r mög-
licherweise gegen null, in jedem X'all bleibt sie beschränkt, da d(q) mit
wachsendem e nur kleiner werden kann. Auch in dem Fall cler oben
nicht zugelassenen r -Werte ist also eine Abschätzung von der gleichen
Art fiir m(r,it;w-L) gewonnen, wie sie fiiLr zulåssige r aus (ll) folgt.

Durch Wahl eines r' mit Q < r' < R und cler Festlegung vou A

durch

r r'-?'
Q:r+r.,za7rri,i

erhålt man, da noch -D(q) I L(r'), fiir jecles | < t'

d xr " Vo 'tn t'l 
d,

qlf'"* 
{a

lå\
*1, t tl . c, log+ T (r'

\ w1

mit positiven Konstanten
Ist die Ordnung Yon

I'.i , c, Iog /; ; c+, w) * log- L(r' ) -r- c, r(t'

cre (k: l, 2,3,4).
w endlich, so folgt mit

I r+Rr':
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und der Bezeichnung L{r') : L(r ,0) fiir alle r unrnittelbar

*(, ,f, < oe@))f tog+z(r, o) .

fm n'ail unendlicher Ordnung lr,orr w, wenn also

rtml-:'* ry:-): oo.
r-R r(r)

wird folgende Erweiterung des Satzes von Borel angewandt.
Hilfssatz (Borel). (1) Di,e in, 0 ( ro < r < @ n'i,chtnegatiue, stet'i,ge,

mit ni,chtnegatiaem To Jastmonoto'ne ?unloti,on T effillt far jedes beli,ebi,ge,

feste k ) L au,perhalb einer Xlenge E end,l,iahen llapes d,i,e Ungl,ei,chung

*Q *N#n) < ktr(r)+ %l

(2) Ist T ei,ne in 0 ( ro { r <--B < oo gegebene ?unltti,on m,i,t d,en

glei,chen Higenscha.Jten uie in (1), so gi,lt ausserhalb e'i,ner Menge E ,liir di,e

- f d,bg (R-r)

end,lich 'i,st, flw jedes

/
ITl, =\

E

feste /; ) I

1l-r
Ungle'ichunged,i,

,)

{ 
o',',

tr4rählt rnan nun

,1,' :

Ttr) + To +1
mit {siehe (7))

zMlt

R-r
-r- I -j- To * log* T(, , w) '

und schreibt u'ieder L(r , 0) fiår L(r'), so folgt durch Anwendung des

Borelschen Satzes auf log+T(r,w) der
Hilfssatz iiber clie loga'rithmische (I , G) -Ableitung. Xiitr ei,ne i,n

l"l < R ( *.o pseu.cloanalyti,sche Tunktion gi,lt au[Serhalb ei,ner Menge E ,

fil,r di,e

?,
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enil,li,ch i,st, il,ie Unglei,chung

/ ,i)\
*\r,;) < o(log T(r,w)) t oQ@\ * los' L(r,0).

Im ?all enil,l,iaher Ord,nung uon w ist d,i,e Menge E leer.
IJm nun den zweiten Hauptsatz herl.;rtleiten, setzt, man fiir q > z

voneinander verschiedene endliche komplexe Zahlen a1 , &2, . . . , aq

f(") : if*O - o*(z)f-r ( 4oa(z) - a,k, k : 1,2,...,t).
k:l

fst dann

0 ( ä, { la*-arl (t <k <-1,!q),
so gilt

/t\
0 < ö { lar,(z) - a(z)t (, < k <t { q, U :; Ur).

Mit Hilfe des entsprechenden auf Littlerryood zuriickgehenden Nevan-
linnaschen Ber,veises folgt

(t2) ) *O , a,t) { m(r , f) + O(l) .
&:1

Zur Abschäbntng von m(r,/) nach oben beachtet man die Ungleichung

tfh\t{ t q. li'(")l
lio(")l ,!r lw(z) - *r,(z)l'

nach der

(rB) m(r,r) = *0,*)*å *(,,;+)*,"u0.
Im Hinblick auf die Bedingungen (ii) an das erzeugende paar @ , G)
ist rz nach Bers (vgl. l2l, s. 40 ff.) beziiglich eines Nachfolgepaares
(Ir,Gr) von {P ,G) pseudoanalytisch und es gilt

(*)r: ail - Ain '

Die mit Riicksicht auf die Endlichkeit des zweiten Integrals in (ii) fiir
å ausgesprochene Beziehung (6) lautet

r(r,io) : m(r,io) + N(r,b) : *0,*) *.0,;)+ o(1).

Wie im analytischen X'all mifit die Anzahlfunktion
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I[(, ,'it1 + 2 I{(r , u)

alle Stellen von u rnit um eins verminderter Vielfachheit, so da8 nur
die mehrfachen Stellen Iion .lu einen Beitrag zlt Ärr(r) liefern. Da noch

T(r ,11)) - m(r , w) * I/(r , w) ,

folgt mit {*n+r : -L rl'tls ( 12) und (13)

mtr , ax)

-i 2 r{r, ,:) - .}r,qr; -- -Q ,#) * å,*Q ,r+)+ o(1) .

Bezeichnet L{r , $t) rlie L(r ,0) entsprechende Lipschitzkonstante
fiir die Funktion .t'-.1h uncl setzt man noch ao:0, so folgt aus dem

auf die Funktioneu t,J-iÄ angeu'andten Hilfssatz iiber die logarithmische

Ableitung der zn-eite Nevanlirrnache Hauptsatz.
Der zweite Hauptsatz. ?&r eitte ,i,n lzl < R ni,chtlconstante pseudo'

u,nalyt'isahe. Xtr,tr,ktiort gilt »it rl Z o end,li,chen od,er unend,l'i,chen', uoneinam:

der tcrschie.rJp-ne», liontplet:eit Zu,hlett, ctrc ( k : 1,2, ... , ll ) uncl cr6 -- Q

(rl-Z) T{.r .u:)

<) -Y(r , *r) - f ,1r'1 
r j'l og; L(r , (rr,) r O(log T(r ,1u)) -l O('t(r))

:ap 4a

ut+{SerhulLt tilter )[enge E ,Lto?L r -11-erten, encllicltett r -)Iu,f3es. Im lall
encllicher Ordrztnt'g rcn u, ist d,iese Ausnahm,emenge leer.

llacht ruan iil:er die L(r, a;) eine geeignete \Yachstumsvoraussetzung,

so lassen sich clie iiblichen Folgerungen aus dieser Ungleichung ziehen.

Bekanntlich [+1 g-itt iler zweite Hauptsatz auch fiir pseudoanalvt'ische

Fulktionen in tiel gert'ohnten Form ohne die von den Lipschiizkonstanten

herriihrepdel Gliecler. Hier scheint die potentialtheoretische der logarith-

mischen }Iet'hocle tiberlegen zu sein' Im anal5'tischen Fall liefert zwar die

erstgeualnte ]Iethocle inr Unterschied zur zweiten eine scharfe Ungleichung,

jedoch rvird. auf beiden \lregen noch die gleiche X'unktionenklasse erfaBt'.

bei cler Llntersuchung l-on pseudoanalytischen Funktionen mit Hilfe der

potentialtheoretischeu ]Iethode entfallen alle die Höld,erstetigkeit cler

erreugenclen tr'unktionen und ihrer partiellen Ableitungen nach 2 be-

treffenden Voraussetzungen, so daB sie von vornherein eine gröBere Klasse

von Funktionen zuläBt.

n?,{i', tr:) 5 'ntt't', ä.:} - *{r ,#),

g-r- I

:
h:L
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