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Die logarithmische Methode in der Wertverteilungstheorie
pseudoanalytischer Funktionen

Der urspriingliche Beweis des zweiten Hauptsatzes in der Theorie der
Wertverteilung meromorpher Funktionen wurde von R. Nevanlinna [7]
mit Hilfe der Poisson-Jensenschen Formel durch Abschitzung der log-
arithmischen Ableitung gegeben. Die auf Grund der Pompeiuschen Formel
abgeanderte Poisson-Jensensche Formel erlaubt eine Abschéitzung der
logarithmischen (F , () -Ableitung einer (¥, () -pseudoanalytischen Funk-
tion und damit die Anwendung der logarithmischen Methode fiir pseudo-
analytische Funktionen erster Art. Eine Wertverteilungstheorie fiir diese
Funktionenklasse hat Habetha [4] unter Verwendung der potentialtheo-
retischen Methode von Ahlfors gegeben, nachdem die entsprechenden
Untersuchungen fiir pseudoanalytische Funktionen zweiter Art von af
Hallstrom [5] und anderen mit den topologischen Hilfsmitteln durch-
gefiihrt worden waren, die Ahlfors in seiner Theorie der Uberlagerungs-
flachen entwickelt hat.

1. Pseudoanalytische Funktionen. Die Rolle von 1 und ¢ als Basis
fiir den reellen Vektorraum der komplexen Zahlen C kann von zwei in
C definierten komplexen Funktionen F und G iibernommen werden,
die der Bedingung

(1) 0 <Im{F(z)Gk)} (z€C)

geniigen. Sind F und ¢ in einem Gebiet D von C=CUw gegeben
und gentigen sie dort der Ungleichung (1), so kann man jede in D defi-
nierte komplexe Funktion w mit Hilfe von zwei eindeutig festgelegten
reellen Funktionen @ und ¥ durch

(2) w(z) = P2) F(z) + P(2) G(z) (2 €D)

darstellen. Die Klasse der beziiglich eines solchen Funktionenpaares
(F,d) in D pseudoanalytischen Funktionen, auch (#, &) -pseudo-
analytische oder kurz pseudoanalytische Funktionen genannt, wird durch
diejenigen komplexen Funktionen gebildet, fiirr die in D die (¥, @) -Ab-
leitung
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d — D(2) F(F) —
) = _mzv(z) ~ tim w(l) (z)@f)z YAOO L ep)

existiert, wobei w in D durch (2) dargestellt ist. Zu einerin D (F, G -
pseudoanalytischen Funktion w mit der Darstellung (2) heiB3t

) = Ok) +i¥@E)  (mod(F,G))

die zugehorige (F, @) -pseudoanalytische Funktion zweiter Art. Beide
Funktionen, w wie ,w, hat man als unterschiedliche Darstellungen
desselben mathematischen Objektes aufzufassen. Die (¥, () -pseudo-
analytischen Funktionen bilden einen linearen Raum, der die (erzeugenden)
Funktionen F und & enthilt. Wegen

F(z) =0, G(z) =0
hat man Funktionen der (und nur der) Form

7 F(z) + pG(z) (4, u reelle Konstanten)

als (F . (7) -pseudoanalytische Konstanten aufzufassen. Diese Tatsache
legt folgende auf Bers [2] zuriickgehende Definition nahe. Die pseudo-
analyvtische Funktion w nimmt im Punkt z, die komplexe Zahl a genau
dann an, wenn w(z) = @ gilt, also wenn w(z) — x(z) mit .x(z) =«
in z, eine Nullstelle hat. In der Umgebung von isolierten Singularitaten
zeigen pseudoanalytische Funktionen asymptotisch das gleiche Verhalten
wie analytische Funktionen. In der Néhe von Null- bzw. Polstellen gelten
w(z) = ¢ (z—7%)" (1 + o(1))
(3) . (z—>29),
w(z) = e (z—z)" (1 + o(l)
wenn jn, > 0 die Vielfachbeit der Stelle angibt. Fiir wesentliche isolierte
Singularititen gilt der Satz von Casorati—Weierstra. Die Bedeutung der
pseudoanalytischen Funktionen besteht einmal in der Quasikonformitat
von yw und zum anderen in dem Zusammenhang zu gewissen elliptischen
Differentialgleichungssystemen. Sind F und G stetige Funktionen, so
folgt aus der Existenz von 1w die stetige partielle Differenzierbarkeit von
@ und ¥ und zwar gelten mit den Operatoren

] 1(6 ~a> ] 1(a‘,a)
- 2\ox "oy 2 2\ oy

die Differentialgleichungen
O F+¥.G=w, O.F+ V.G =0.
Aus der letzten Gleichung folgt



H. BeGeEHR, Wertverteilung pseudoanalytischer Funktionen 5

F+1@G
(sw); = 7 (sw). , Y= — m

Die Funktion ,w vermittelt eine innere Abbildung im Sinne von Stoilow,
die mit Ausnahme von isolierten Punkten quasikonform mit der Dilatation
1+ P
VT
ist. Sind F und G partiell differenzierbar, so folgt aus der Existenz
von w die partielle Differenzierbarkeit von w und die Giiltigkeit der
Gleichungen

(4) w, =aw -+ b, w=w, —Aw— Bi.

Die (charakteristischen) Koeffizienten «, b, 4, B des erzeugenden
Paares (F', ) bestimmen sich eindeutig aus den Gleichungssystemen

F.=aF -bF, F.=AF +- BT,

z

G, =al 0G4, G =AG-+-BG.

z

Die Theorie der pseudoanalytischen Funktionen ist als Funktionentheorie
der ersten Gleichung in (4) aufzufassen. Sie ist von Bers [2] und unter
Zugrundelegung verallgemeinerter Sobolevscher Ableitungen von Vekua
[13] entwickelt worden.

Um die Nevanlinnaschen Hauptsitze fiir pseudoanalytische Funktio-
nen in einfach zusammenhingenden Gebieten herzuleiten, geniigt es wegen
der konformen Invarianz der Pseudoanalytizitit, ein Normalgebiet der
Form

el R S
zu betrachten. Wir werden in diesem Gebiet existierende erzeugende

Paare (F', ) betrachten, die die folgenden Bedingungen erfiillen:
(i) (I, () ist beschrankt,
FE) + 6@ = = +w (] <R),

und es gilt

0 <A =Im{Fr)Gr} (lz<R).

(ii) F und @ sind stetig partiell differenzierbar, (F., (.) ist eben-
falls beschrankt, etwa durch M aus (i),

F(2)] + G(2)) = M <~ (2]

und es gelten ({=&-+1iy)
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1 dé dny
sup — | [IFE()! + 6O 17—y = 3 < +o0,
2| <R “md zi
1 .
- f [IF(0)] 4 [G(C )I]TCT< +o0.
[C|<R

Nach Nirenberg [10] geniigen F und G in jedem Bereich von |z] < R
einer Holderbedingung mit festem Exponenten und einer im wesentlichen
nur vom Abstand des Bereiches vom Gebietsrand (2] = R abhingenden
Konstanten. Demnach ist fir o2 < R

dé dn
sup — [ 1E@©) — F@)| + 1640 — 66 s

|zj<e 8l<a i

= My(o)

endlich und mit wachsendem o nicht abnehmend und wird als von end-

<

licher Ordnung vorausgesetzt, d.h. mit

[ log » ., R=
7(r) = 1
l log Ry R < w
soll
o log M 4(r)
r—>R 7(r)

endlich sein.
(iii) Die partiellen Ableitungen F; und G, sind Holderstetig und

!
sup ;/ [1F(C) — F:(z)| + G=(S) — G:(2)1] el My(o)

1
|zl <e 1Zl<e

ist von endlicher Ordnung.
Aus den Voraussetzungen iiber M, und M, folgt, daB auch

&d
up — [ ot — a() + 160) — b)) g = Mo)

i1[<o tl<o

von endlicher Ordnung ist.

Im Fall R = oo erfiillen die vollstindig normalen erzeugenden Paare
(vgl. [2], S. 74) die obigen Bedingungen, fiir endliches R geniigen ihnen
z. B. erzeugende Paare, die in einem [|z| = R enthaltenden Gebiet de-
finiert sind und dort Hélderstetige partielle Ableitungen nach Z besitzen
(vgl. [2], S. 3).
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2. Die allgemeine Poisson—Jensensche Formel. Erster Hauptsatz. Die
Formel von Pompeiu, eine komplexe Form der Greenschen Formel,
fiir eine in einem beschriankten, reguliren Gebiet D partiell stetig diffe-
renzierbare Funktion w, die in

D=bpur, Ir=ap
stetig ist,
fw(é‘) ds -+ fzvg(_@) dcdt = 0,
Ir D
fithrt zu der Darstellung
1 a1 dcd:
w(z) = cf w(l) 4 5o | we(d) I (z€D).

271 . —z 2w
Y

Fir z aus C — D ist die linke Seite dieser Gleichung durch null zu er-
setzen. Ist D der Kreis 2] < o < -, so gilt wegen

f(:) dc+fu~ —-—dcdc—o (1l <e)

Zl=0 itl<o

fiir |z| < p die Darstellung

1 @ — efas 1 f ¢ — lzPdgdg
_— s(F — 7 o =~
Mz~e.]/%h)ﬁ ¢ 2ad @MQQ—%CC—Z

Ist w(z) in |z{ < o pseudoanalytisch und hat dort endlich viele Null-

stellen @, und endlich viele Pole b,, so folgt auf dem tiblichen Wege

eine Darstellung fiir log |w(z)|. Dabei kann zugelassen werden, daB

auch auf |z] = p endlich viele Nullstellen und Pole liegen.
Poisson—Jensensche Formel.

-—lﬂzd@
log lw(z)| = log ()= zlz T
2= 2 __ |42 i
+Re{ ! f wi(l) o 1_21 dCdC}
27t J w(l) P—2LL—z2
i<y
e, 2kE—a) e(z—b) |
40N —
- > log] O_uz! EJ Yt

Tl

In den Summen dber die Nullstellen und Pole tritt jeder Summand der Viel-
fachheit der Stelle entsprechend hdufig auf.
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Fiir z = 0 erhilt man die Jensensche Formel, die hier in der modifi-
zierten Form angegeben wird.
Jensensche Formel.

N, { 1 u?z(i)dédf}
TN zai w e

1 | !
oglo,| = 5

[ti=e

S | !_a’f N1 i 1
+ 2 log=5 — > log—=—dloge.
0<la,!<o 0 0<ib, <o 0

Hier ist 1 eine geeignete ganze Zahl derart, daf

(5) ¢, = limz " w(z)

z->0
eine endliche von null verschiedene komplexe Zahl ist.

Im Hinblick auf die Definition der « -Stelle einer pseudoanalytischen
Funktion w modulo dem erzeugenden Paar (F , G) hat man die Schmie-
gungsfunktion m(r,a) und die Anzahlfunktion N(r,a) wie folgt fest-
zulegen:

1 1
‘77&(1’ H (I;) = 2—5'63/\10g‘ I(’UJ(T ei:’}) . 3‘,(), 61‘0)z (ZU ( lal <@ > *O«(Z) = a’) :

27

1
m(r,oo)znglog fw(r €” )| dd

0

n(t,a) — n , a)
N(r,a) = 7 dt - n(0, a)logr.

Dadei bezeichnet n(r, a) fiir endliches « die in ihrer Vielfachheit gezahlten
Nullstellen von w(z) — x(z) (sx(2) = @) bzw. die entsprechend ihrer Viel-
fachheit gezihlten Pole von w fiir unendliches « . Anstelle von m(r, o)
und N(r, ©) werden auch die Bezeichnungen wm(r,w) und N(r, w)
benutzt.

Mit diesen Begriffen erhilt die Jensensche Formel die Gestalt
(6) m(r, o) + N(r, ) = m(r,0) = N(@,0) — k(r,0),

wenn man A = n(0,0) — n(0, ) beachtet und

w(g)| e di
W(r,0) = log |o;) — R { f‘“”‘b zeéc))] f}

setzt. Wegen Bedingungen (i) und (ii) gilt
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MM,
Yt

lh(r, 0)] = llogle;|| +

Aus der mit Riicksicht auf die Abschéitzungen
log* [w(z) — a(2)| — log™ [w(z)|] = log* |a(z)| — log 2
und
logt |x(z)| = logt |a| + log* o1 ,
geltenden Ungleichung
im(r , w) — m(r, w—«)| = logt |a] 4 log™ M — log 2

folgt mit der fiir w—« geschriebenen Beziehung (6) wegen der Uber-
einstimmung der Pole von w mit denen von w—x

Der erste Hauptsatz. Fiir eine in |z] < R = oo bis auf Pole pseudo-
analytische Funktion w wund fir jede endliche komplexe Zahl « gilt

m(r, ) + N(r, ) = m(r,a) ~ N(r,a) -+ h(r, a)
mit
M M,
h(r,a) = |log le;(@)]| + log* |a| + log*™ M - Y -+ log 2.

Hier bezeichnet c,(a) den (5) entsprechenden Wert fir die Funktion w—x .
Wie im klassischen Fall wird

Tr,w) = m(r, ©) -+ N(r, )

als charakteristische Funktion von w bezeichnet. Aus der Poisson-
Jensenschen Formel 148t sich mit der von Nevanlinna gegebenen Methode
(vgl. [7], S. 13) die wichtige Ungleichung

2 M M,

@) T(t,w) = T, w) + =

0=t<=+r<<R)

ableiten. Geniigt eine Funktion einer Ungleichung von der Form (7).
so wird sie als fastmonoton bezeichnet.

3. Die logarithmische Methode von Nevanlinna. Zweiter Hauptsatz.
Aus der zweiten Gleichung von (4) folgt

s ( zb>/ ( wz)+ ( Fz)* ( Gz)*l A g oge
(8) m},w g’ﬂ%?’,w ‘M7’F lm;,G [og‘JT_og;.

Durch Differentiation der Poisson—Jensenschen Formel nach = erhalt
man fiir ein z, das keine Nullstelle und kein Pol von w ist.
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'l()z
(9) w(z = w/log lw() )
fur decdt 02 f wy(¢)  d¢de
szw C —2p +2m'%< w(l) (P —Z0p

[ - V[T 1
1] — J—
v la, <o 02 - a’_,uz a’y - ZJ by <o tQZ - bvz bv —z

Zum Beweis bezeichne 2m1i¢(z) das durch

1 / wz() d¢ dE z f wz(8) d¢dt
2w wil)l—=2z 2z3 w(l) ®—2¢

[¢l<o |¢l<o

g(z) =

dargestellte Gebietsintegral in der Poisson-Jensenschen Formel. Man be-
achte aullerdem

2 .
5 Reg() = 5 [9.(2) +9:(2) ] -

Mit Riicksicht auf die Holderstetigkeit von
w.wl = a4 bww?

in von Nullstellen und Polen von w verschiedenen Punkten existiert die
als Cauchysches Hauptwertintegral gegebene Ableitung

1 wg(§) dcdl 1 f[wZ(C) w;(z)} d¢dg

M v ) e e 2w e T T

{1<o ¢ <o

dessen Hauptwert durch das auf der rechten Seite stehende uneigentliche
Integral gegeben ist. Aullerdem gilt
w) | ¢ f wi(l) dgds

9:(2) =, w(z) + 271 z

[¢l<e

Die Differentiation der iibrigen Glieder in der Poisson—-Jensenschen Formel
erfolgt wie in [7].

Zur Abschatzung der beiden vorangegangenen Gebietsintegrale fiir von
Nullstellen und Polen von w verschiedene z mit |z| < o entfernt man
aus z! < o alle

n(g) = n(g, 0) + n(o, )

Nullstellen und Pole von w durch offene, untereinander punktfremde
Kreise mit positivem Radius d = d(g)/n(¢) und den auszuschlieBenden
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Stellen als Mittelpunkten. Dabei sei d(o) so klein gewihlt, daB auch
die entsprechenden Kreise mit den Radien 3 d noch zueinander disjunks
sind und im Hinblick auf (3) fiir jede auszuschlieBende Stelle z, die Ab-
schatzung

(10) I s I (sl < 34)
ri{(&) ~ zol

richtig ist. In dem so verbleibenden Bereich B(d, p) erfiillt @ w= eine
Lipschitzbedingung mit der Konstante

Da wegen (4)

’wz(é‘) w;(2) | . L oW
Wl " we) = @(C) — a2l =+ 16(8) — b(2)| + [b(z)| | 5 —

gilt und da mit Hilfe der fiir ein Gebiet D und beliebiges komplexes z
geltenden Ungleichung von E. Schmidt [12]

1 dé dn
{“;f } fdf i
D

fir z aus B(d, o) die Abschitzung

und fiir einen der ausgeschlossenen Kreise und z aus B(2d, o)

1 f lw(@) we | dod: |
N | - | § 2
27 . i w($) (2) | (£ —=2)?|
folgt, erhalt man insgesamt fiir = aus B(2d, o)
, 2 M2
9:(2) = Mylo) + — [o Llo) + n(o)] .

Fiir den zweiten durch ein Flichenintegral gegebenen Summanden in (9)
findet man die Schranke
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Beide Abschitzungen sind bis auf die GroBe L(g) von der gleichen Giite,
wie die der nach Nevanlinna fiir die iibrigen Summanden in (9) geltenden
Schranken. ZusammengefaBt erhidlt man fiir : aus B(2d. o)

w,(z)'\
m |
T |
e { ( 1) ( 1) lﬂlﬂlﬂ
(o= FIE 2me,w) + 2mle, )z w) oz Ty
2 2
- My(0) = —~ 2 Lle) + n(e)]
mit
| 2 7. \ 5 —_
Q _b”z ( 1) Q __a"u’?’t
v (z,w) = —, olz, —=> ———".
o2 %) m:zq 0(z—10,) N )=, 0k —a,)

i

Aus (11) ergibt sich eine Schranke fiir m(r, w.w™), wenn der Kreis [z[ =7
ganz in B(2d, o) liegt. DaB m(r,w w?) fiir diese s eine gleiche obere
Schranke mit verinderten Koeffizienten besitzt. folgt mit Riicksicht auf
die fiir die Funktionen F und G geschriebene Beziehung (9). nach der
|F.(z) F(z)] und |Gi(z) G7Y(z)! durch

I g
Ploe M+ g o= T

nach oben abgeschatzt werden kdénnen.

Ist » < o ein oben nicht zugelassener Wert, so zerlege man z| =r
in die beiden Teilmengen
I ={]zl=r}NB3Bd,o), I'={3z =r;—DB@3d,o)

und entsprechend das m(r, ww1) darstellende Integral in die Summe
zweier Integrale. Die Abschitzung des Integrals iiber I erfolgt wie
oben mit Hilfe von (8) und (11). Zur Untersuchung des Integrals lings
I geniigt es, einen der endlich vielen Teilbdgen von I zu betrachten,
etwa den in |z—z)| < 3d liegenden Bogen von : =i, und dort (10)
zu beachten.

Sei z, der fiir hinreichend grofles » (24 -7 ) eindeutig bestimmte,
in |z—z,| < 2d gelegene Punkt von 'z’ = 7. der den kleinsten Abstand

von z, hat, so gilt wegen (10)
Ce .
)| _ 4nl

w(z)

= lz—2zq) (lzl=1r, 11—z -23d)

und mit argz =9, argz, =9, fiir diese :-Werte
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w(z) | 1 1
log*| = < log* fn] 4 logt 5~ + log —— 5~ log 8.
|

o
w(z) | isin 9—dy1

2 !
Da die Linge des in |z—z,] < 3d gelegenen Bogens 3, von [z| =7
nicht kleiner als 2 d und nicht grofer als 6z d sein kann, folgt aus der
Ungleichung

@o/2
)

P4

flogsin<pd<p£q-)9[log£+l} (d=rg, =3ad)
7. =z Po = =

mit Riicksicht darauf, daf die Summe der geeignet vewahlten ¢,-Werte
nicht gréBer als = ist und daB

7 3dn 7 d r 1
o, (e), 5 ) |

, < —_— = — 3 —v-l onto) — 7
> . — log— . [logd((‘) og n(o) - lognJ

|
@

!
|

gilt, die Abschitzung

1 | | iu(z)\’ch9
2_;[‘, Og‘fw(z)l

r

A

[1—}—3@

log* n(g) +log= - — 0(1)  (r=>R).

7

Die Grofle d(o)r (7 < o) strebt mit gegen I wachsendem » mog-
licherweise gegen null, in jedem Fall bleibt sie beschrankt, da d(¢) mit
wachsendem ¢ nur kleiner werden kann. Auch in dem Fall der oben
nicht zugelassenen r-Werte ist also eine Abschatzung von der gleichen
Art fiir m(r, ww) gewonnen, wie sie fiir zuldssige » aus (11) folgt.
Durch Wahl eines 7 mit o <" <R und der Festlegung von o
durch
T =

=TT, w

erhilt man, da noch L(p) < L(»"), fur jedes » < ¢

1

w
m(r , —u—’) = ¢qlogt T(r' , w) + logt L(r') + ¢, (") — ¢3log 5 > + ¢y
»—

mit positiven Konstanten ¢ (k=1,2,3,4).
Ist die Ordnung von w endlich, so folgt mit

127‘ , R= =

’
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und der Bezeichnung ZL(r") = L(r,0) fir alle r unmittelbar

m (7' , :UT) < O(z(r)) + log™ L(r, 0).

Im Fall unendlicher Ordnung von w, wenn also

= 0,
r—>R T(T)

wird folgende Erweiterung des Satzes von Borel angewandt.

Hilfssatz (Borel). (1) Die in 0 < r, =<r < oo nichinegative, stetige,
mit nichtnegativem T, fastinonotone Funktion T erfillt far jedes beliebige,
feste k> 1 auferhalb einer Menge E endlichen Mafes die Ungleichung

1
T(r + m) < k[T(r)+ T, .

1

(2) Ist T eine in 0 =ry=r<<R << o gegebene Funktion mit den
gleichen Eigenschaften wic in (1), so gilt ausserhalb einer Menge E , fir die

— f dlog (R—7)

endlich ist, fir jedes feste I > 1 die Ungleichung
( ’ R—r

TG

Wahlt man nun mit (siehe (7))

2M M,
A4

r == [Ty +log* T(r,w)]?*, RR=w

ro= l R—r
] T L Ty +logt T(r,w)’

) < kET(@r) + (k+1) T, .

T, = log+

+ log 2

ad

R <

und schreibt wieder ZL(», 0) fiir L(r"), so folgt durch Anwendung des
Borelschen Satzes auf log*7T(r, w) der

Hilfssatz iiber die logarithmische (# , @) -Ableitung. Fir eine in
lz] < R £ 4 20 pseudoanalytische Funktion gilt awfBerhalb einer Menge E ,

far die
fd‘r(r)
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endlich ist, die Ungleichung
w
m(r , E) = O(log T'(r , w)) + O(z(r)) + log™ L(r , 0) .

Im Fall endlicher Ordnung von w ist die Menge E leer.
Um nun den zweiten Hauptsatz herzuleiten, setzt man fiir qg=2

voneinander verschiedene endliche komplexe Zahlen a,,a,,...,a,
q«
fz) = k}_l[w(z) — ou(2)]2 (sox(z)=ar, k=1,2,...,q).
Ist dann
0 <6 < lm—al (1=k<l=q),
so gilt

Vil
0 < 0 = |alz) — au(2)] <1§k<l§q, 6:3}51).

Mit Hilfe des entsprechenden auf Littlewood zuriickgehenden Nevan-
linnaschen Beweises folgt

(12) él m(r, ax) = m(r, f) + O(1) .

Zur Abschatzung von m(r,f) nach oben beachtet man die Ungleichung

1 [w(z)]
<
Ifz)] = @] >

=1 [w(z) — xa(z)]

3

nach der

: snlrg) el i)
(13) mr,f) <m S —{—k;m Sy +logq.

Im Hinblick auf die Bedingungen (ii) an das erzeugende Paar (¥, G)
ist w nach Bers (vgl. [2], S. 40 ff.) beziiglich eines Nachfolgepaares
(F1,6G,) von (F,@) pseudoanalytisch und es gilt

(W); = aw — Bw.
Die mit Riicksicht auf die Endlichkeit des zweiten Integrals in (ii) fiir

w ausgesprochene Beziehung (6) lautet

1

w

1
)+N<7”I:l)_)+0(1)

Wie im analytischen Fall miBt die Anzahlfunktion

T(r,w) = m(r,w) + N, w) = m(r,
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1
Ny =N (r , ;;) — N@r,w) + 2N(r,w)

alle Stellen von w mit um eins verminderter Vielfachheit, so daB nur
die mehrfachen Stellen von w einen Beitrag zu Ny(r) liefern. Da noch

. w
m(r,w) =< m{r,w) —m ('r , 21;) , T(r,w) = m(r,w) + N(r,w),

folgt mit ., = » aus (12) und (13)

M) - m(r s ) Z ( s 7*_‘%) -~ 0(1).

Bezeichnet L(r,w) die L(r,0) entsprechende Lipschitzkonstante
fiir die Funktion —a, und setzt man noch @, = 0, so folgt aus dem
auf die Funktionen —n; angewandten Hilfssatz iiber die logarithmische
Ableitung der zweite Nevanlinnache Hauptsatz.

Der zweite Hauptsatz. Fir eine in |z| < R nichtkonstante pseudo-
analytische Funktion gilt mit g = 0 endlichen oder unendlichen, VONEINGN-
der weischiedenen kompleven Zahlen a. (k=1,2,..,q) und @ =0

IIA
(2]
3
=
=
|
b

{g—2)T1(r. )

Vi

=5 N(r. ) — N(r) -

i

log* L(r , aiy — O(log T'(r , w)) -+ O(z(r))
kel k=90

ag, Ln

]

anferhalb ciner Menge E von r-Werten endlichen t-Mafles. Im Fall
endlicher Ordnung von w ist diese Ausnahmemenge leer.

Macht man iiber die L(r , a:) eine geeignete Wachstumsvoraussetzung,
so lassen sich die iiblichen Folgerungen aus dieser Ungleichung ziehen.
Bekanntlich [4] cilt der zweite Hauptsatz auch fiir pseudoanalytische
Funktionen in der gewohnten Form ohne die von den Lipschitzkonstanten
herrithrenden Glieder. Hier scheint die potentialtheoretische der logarith-
mischen Methode iiberlegen zu sein. Im analytischen Fall liefert zwar die
erstgenannte Methode im Unterschied zur zweiten eine scharfe Ungleichung,
jedoch wird auf beiden Wegen noch die gleiche Funktionenklasse erfa3t.
Bei der Untersuchung von pseudoanalytischen Funktionen mit Hilfe der
potentialtheoretischen Methode entfallen alle die Hélderstetigkeit der
erzeugenden Funktionen und ihrer partiellen Ableitungen nach Z be-
treffenden Voraussetzungen, so daf sie von vornherein eine grofiere Klasse
von Funktionen zulaBt.
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(1]
(2]

[3]

(4]
(5]
(6]
7
(8]

{13]

{14]
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