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Einleitung

Zweck der vorliegenden Arbeit ist es, zwei von Strebel geloste Extremal-
probleme ebener quasikonformer Abbildungen im n-dimensionalen Fall
zu behandeln. Das erste von ihnen ist folgendes [4]: Ist ' ein Gebiet der
@ -+ iy-Ebene von endlichem Flacheninhalt und f; , fo(x -+ iy) = K - iy,
K, =1, cine Streckung von ¢, so hat jede andere quasikonforme Ab-
bildung von G auf f((), die auf dem Rande von ¢ mit f, iibereinstimmt,
grossere maximale Dilatation als K. Im ersten Paragraphen werden
wir den entsprechenden Satz im #n-dimensionalen Fall beweisen; der
betreffende Beweis ist eine direkte n-Version des Strebelschen Beweises.

Unser Hauptproblem ist die Verallgemeinerung des zweiten oben-
genannten Extremalsatzes von Strebel [3]. Darin untersuchte er diejenige
FFamilie quasikonformer Selbstabbildungen w = u - iv:S— S eines
Parallelstreifens S = {& + 1y | |y| << 1}, die die Randbedingung = = K,
fir y = 41, K, > 1, erfiillt, und bewies folgendes Resultat: Ist w eine
K-quasikonforme Abbildung obiger Art, so ist K = K, wobei die Gleich-
heit nur im Fall der affinen Abbildung u = K, v =y gilt. In den
nachstehenden Paragraphen werden wir das entsprechende Problem fiir
die rdumlichen Zylinder untersuchen.

Is sei hierbei Z ein Zylinder G < R'cC R", worin (' ein Gebiet in
R mit m, ,(G)< o ist. Wir betrachten einen Homoéomorphismus
f:Z— Z , dessen Einschrankung auf Z quasikonform ist, und nehmen
an, dass f auf 0Z die Randbedingung

(1) f(xly"'a .27")2(1)31,...,{1;’"_1,]&71’")

erfillt, in der A =1 eine endliche Konstante ist’. Es wird gezeigt, dass
hierbei die dussere und innere Dilatation von f die Ungleichung K,(f) =
K*=' bzw. K,(f) = K befriedigt. Ist K,(f) = K"~', so gehen die zur
x,-Achse parallelen Geraden auf ebensolche Geraden iiber, und das Bild

des Querschnittes

(2) G(t) = {x - te, | x € G}

! Fir die Theorie der quasikonformen Abbildungen in R" verweisen wir auf
die Monographie von Viisili [6].
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ist fiir jedes ¢ € R' der Querschnitt G(K¢). Ferner induziert f einen
Homd&omorphismus A : G(0) — G(0), dessen Volumenableitung fast iiber-
all in G(0) gleich Eins ist. Durch ein Beispiel wird gezeigt, dass f hierbei
doch keine Affine zu sein braucht. Nimmt man K, (f) = K an, so ist f
die durch (1) definierte Affine in Z . Die Beweismethoden fiir diese Be-
hauptungen sind von [3] abweichend.

Zum Schluss der Einleitung mochte der Verfasser Herrn Jussi Vaisala
fiilr die niitzlichen Ratschlige wéhrend der Arbeit danken. Insbesondere
ist die Idee des Beispiels auf Seite 17 von ihm vorgeschlagen worden.

1. Das Extremalproblem {fiir Gebiete von endlichem Mass

Wie in der Einleitung schon betont, ist der Beweis des folgenden Satzes
eine direkte Version des ebenen Beweises von Strebel [4].

Satz 1. Es sei GC R" ein Gebiet, m,(G)<< oo, und f, die durch
(1) definierte Streckung von G . Ist f:G — fy(G) ein Homdbomorphismus.
dessen Einschrinkung auf G quasikonform ist und der auf dein Rande
von G mit f, dbereinstimmt, so gilt Ko(f) = K"' wnd K{f) =K.
Im Fall der Gleichheit Ko(f) = K™™' oder K[(fy= K ist f die durch (1)
erklirte Affine.

Beweis. Man bezeichne I(y) = G 0 P, '(y), worin P, die Projektion
Pvy,...,v)=(¥1,...,%,_,) bedeutet und y € P (G). I(y) besteht
aus einer hochstens abzihlbaren Menge von getrennten, offenen Strecken,
und wegen der Bedingung m, () << oo ist die Gesamtliange [{y) von I(y)
endlich fiir fast jedes y € P,(¢); andererseitsist [(y) > 0. Fiir fast jedes
y € P,(G) ist f absolut stetig auf I(y), also gilt hierbei

3) K1) = 1) = [ 1Dufidm,.

1(y)
wobei L(y) die Lange von f(I(y)) ist. Hieraus folgt mit Hilfe der Holder-
schen Ungleichung und ferner nach Division durch 7(y)"~! und Integration
ither P,(G)

L(y)"

K'm,(G) = fwj dm,_(y) = f|an(x)§" dm,(x)
¢

Pp(G)

= Ku(f) fJ(.’L’ ) dmy (@) = KK f)ym,(G) .
G

A

Daher ist zundchst Ko(f) = K" '.
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Es sei Ky(f) = K" '. Dann gilt die Gleichheit in der letzten Ab-
schitzungkette und also fiir fast jedes y € P,((F) in der vorangehenden
Ungleichung (3). Somit ist L(y) = Kl(y) und also f(I(y)) geradlinig fir
fast alle 7 € P (). Zufolge des Gleichheitszeichens in der Holderschen
Ungleichung ist D, f(y -+ te,)] und also auch 'D,f.(y + te,)| konstant
fir fast alle -Werte; daraus folgt f.(x) = Kz, fast tiberall in ¢ . Nach
der Stetigkeit von f gilt dies fiur jedes a € (. Die Behauptungen fiir
K (f) folgen aus der stets bestehenden Beziehung A (f)" ™ = Ko(f) .

2. Ein Verzerrungssatz fiir Zylinder

Wir gehen jetzt zu unserem Hauptproblem iiber und betrachten vor-
hereitend eine Verzerrungseigenschaft fiir die zweite Abbildungsklasse.

Satz 2. s sei [ cine die Randbedingung (1) erfitliende quasikonforme
Selbstabbildung von Z . Dann gibt es eine nui von K, Nol(f) . n und m,_ ()
wbhingende endliche Konstante d derart, dass die Zahl

V() = max "f,(v) — Kt

x€G(1)
Sir gedes £ € B héchstens gleich d ist.

Iiie den Beweis dieses Satzes betrachten wir zuerst die folgende Modul-

, . T
aufgabe in B" .

Lemma 1. Fs sel (! ein Gebiet in R, m, ()< =, und E eine
abgeschliossene Teilmenge von G . Dann gilt

MG (0t GONE) = (n— D)0 o (n — D, _(G)NCD

Y n—2z

Der Beweis dieses Hilfssatzes ist eine direkte Verallgemeinerung des
Bewelses von Theorem 3.4, Viisala [5], vel. auch Martio — Rickman —
Viaisald [1], Beweis von Lemma 5.9.

Beweis von Satz 2. Man kann ¢ = 0 annehmen. Dann ist also
V(0) = max {|f,(x)] |« € G(0)} .

Ferner sei angenommen, dass V(0) in einem solchen Punkt a, € G(0)
erreicht wird, in dem f, (a)) >0 ist. Wir behaupten, dass es eine Kon-
stante d >0 gibt, fur die V(0) =d ist.

Man wihle & >0 derart, dass Kh << V(0) ist. Es sei J' = {f(z,) +
te, | fo(wg) =t = by}, flag) + tee, €Ef(G(R)), diejenige mit der «,-Achse
paraliele Strecke, die den Punkt f(x)) mit f(G(h)) verbindet und ausser
ihren Endpunkten in der Bildmenge des Zylinders
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Z(0,h)=Gx(0,h)
liegt. Das Urbild von J’, das G(0) mit G(h) verbindet, bezeichine man
mit J . Wir betrachten diejenige Bogenfamilie /7, die J mit der Zylinder-
flache 0G'x(0,k) in Z(0,h) verbindet.
Um den Modul der Bildschar f(I") nach oben abzuschitzen, wihlen
wir

{l/"(V(O) — Kh) fiw a€Z(Kh, V(1)
olx) =
b 0 anderswo.

Dann ist fy, ods =1 firjedes p" € f(1), und der Modul von j(/7) crfiillt
also die Ungleichung

M(f(1)

IA

o' dm = m, (G (V(0) — K"
Z(Kh, 7(9))

Wir brauchen noch eine untere Schranke fiiw J/(/7) . Zu diesem Zweck
betrachten wir fiir beliebiges ¢, 0 =t =%, diejenige Familie I7f), die
J N G(¢) und den Rand von G(f) in G(t) verbindet. Fiir jedes o € F(I)
ist o | G(t) € F(L'(1)), und es gilt also nach Lemma 1

h
fn dm,, /dt f{) dm, | = fﬂff(’)(/’(/)) dt -
0 C(1) 0
worin
¢ = (n— 1" (@ (0 — D,y (G) Y

ist. Hieraus ergibt sich J(I") Z=ch . Aus (L) = KN ()M (f(1) folzt
nun die Ungleichung

(3) (V(0) — KR)"'h =< Ko(f)m,_1(G) c.

Jeder Ah-Wert, 0 << b << V(0)/K, ergibt eine obere Schranke fiir 17(0).
Durch Substitution 2 = V(0)/nK , wobei die linke Seite von (3) maximal
ist, erhalt man z. B. fir V(0) die Abschéitzung

)
(V)" =< KKo(f)n"(n — 1) "m, (G e,

n

und der Satz ist bewiesen.

3. Losung des Extremalproblems fiir Zylinder

Nach den obigen Vorbereitungen gehen wir zu unserem Zylinder-
problem iiber. Die zur x,-Achse parallelen Geraden und Strecken seien
hierbei kurz x,-Geraden bzw. a,-Strecken genannt.
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Satz 3. [st [ eine die Randbedingung (1) erfilllende quasikonforme
Nelbstabbildung von 7, so befriedigen ihre dussere wnd innere Dilatation die
Bezichungen

Ko(f) = K"', K)(f) = K.

Beweis. Durch eine einfache Modulbetrachtung zeigen wir zuerst,
dass Ko(f) == K" ' ist. Der Modul M(I') der Bogenschar I"= A (G(0),
(hY; Z{0,R) . h>2d, ist

mAZO, B) i, 4 (G)

7, e -1

Bt

und fiir den Modul ihrer Bildschar gilt nach der Verallgemeinerung der
Rengelechen Ungleichung
m, (G Kh + 2d)

(Kb — 2d)" ’

M) =

inder d die in Satz 2 vorkommende Konstante ist. Aus M(1") = K, (f)I(fI")
creibt sich durch A -+«

Kolf) = K"

Die Behauptung K,(f) = K folgt aus der Beziehung K,(f) < K,(f)"*.

Satz 4. Ist N,(f)= K", so gchen dic wx,-Geraden auf ebensolche
Clreraden iiber, nwnd das Bild des Querschnilles

G(1) = (v = te, | @ € G(0)}
ist fur jedes t € RY dey Querschnitt G(Kt) . Ferner ist die Querschnittableitung,

d.i. die Jacobiun J{e, k) des von f induzierten Homibomorphismus h =
TGy, fir fast jedes o € G{Q) gleich Elins.

IMir den Beweis des Satzes schicken wir die folgenden Hilfsséitze voraus.
Die Gitltigkeit der Randbedingung (1) und der Gleichung Ky(f) = K" "
wird dann angenommen. Dabei bezeichnen wir

Zfa , b) = G(0)x(a,b).

Lemma 2. Fir jede quasikonforme Abbildung f: 7 — Z , die die Rand-
hedingung (1) und die Bedingung Ko(f) = K"~' erfallt, gilt

0= f(]/} — D, f, " dm = 2d(1 4 n)K" 'm, _(G)
z

worin: L, die marimale Ableitung von [ ist.
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Beweis. Es sei j >d/K . Auf fast allen x,-Geraden s(y) = {y - te, |
t€RY, y€@(0), ist f und also auch die n:te Koordinatenfunktion
f. lokal absolut stetig und dazu f differenzierbar in fast jedem Punkt
von s(y). Hieraus folgt fiir die betreffenden Punkte y € (/(0) die Ab-
schatzung

j
2Kj — 2d < fann(!/ = te )t .
—J

Ferner ergibt sich mit Hilfe der Holderschen Ungleichung

J

(2Kj — 2d)" = (fann(!/ -+ l‘en)df) = )" f D fuly - ley) " dt
—j —J
Jj
iy [ Lty + ey ar.
—J

Da L(2)" = Ko(f)J(z, f) fast iberall in Z(—; . j) ist, erhilt man durch
Integration iitber @(0)

IA

() = 20, o) = @Yt [ Duffe) " dun(
Z(=js 1)
= @2 ‘/Lf(.r)"dm(ll') = (2jK)" 1 fJ(.z: L f)dm ()

Z(=j+J) Z(=j.J)

é (2jK)n—l(2Kj + Qd)nluwl(G)

und hieraus weiter

o)
IA

(Ly(@)" — [Dpfu(@)")dm ()
Z(—J»J)

(2dK" N1+ n) + &)m, (),

IIA

wobei lim¢ = 0 ist. Aus j— o folgt nun wegen Lj;(+)" - D.fu(r)"
j—>o
= 0 die Behauptung. _
Wird f auf R" derart erweitert, dass f R"\Z dic Affine (1) ist,
so ist f nach Rickman [2], Theorem 1, quasikonform in R" . Wir konstruic-
ren eine quasikonforme Abbildungsfolge ¢' von R" durch die Gleichheit

gi(@) = f(x + den) — Kien, i =1,2,... .
Nach Vaisald [6], Theorem 20.5, hat diese Folge eine in " I-gleichmassig!

b d.i. gleichmiéssig in allen kompakten Teilen von R".
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konvergente Teilfolge, deren Limes g keine Konstante ist und die Be-
dingung ¢ [0Z = fy| 0Z erfiillt. Wir bezeichnen diese Teilfolge fortan
mit ¢°, ¢ €J, wobei J eine Teilfolge von N ist. Nach [6], Corollary 21.3,
Theorem 37.2, und den obigen Sitzen 2 und 3 ist g quasikonform mit
Kyg|Z) = K"='. g|Z besitzt wieder die Randwerte (1), und der Satz 2
ist also auch fir ¢ giiltig. Wegen gewisser Konvergenzeigenschaften
regularisiert dieser Grenziibergang die urspriingliche Abbildung f; das
Verhalten von f im Unendlichen wird ins Endliche hervorgezogen.

Die nachstehenden Hilfssidtze enthalten hauptsdchlich Behauptungen
iiber die Folge ¢* und ihre Grenzabbildung ¢, mit deren Hilfe in Lemma 8
geschlossen wird, dass g¢,(x) = lim gi(z) = lim (f,(x - ie,) — Ki) = 0 fiir

i->w 1>

jedes x € G(0) gilt, wobei i also die Folge J durchlauft.
Lemma 3. Gelten die Voraussetzungen von Lemma 2, so ist

lim (Li(x) — D,gn(x))"dm(x) = 0

i€ Z(ab)
fir alle — o< a<b< o, wobei Li= Ly und g, diec n:te Koor-
dinatenfunktion von ¢ ist.
Beweis. Man bezeichne mit A und B diejenigen Teilmengen von Z,
in denen D,fu.(x) >0 bzw. D,f.(x) =<0 ist. In 4 gilt die Abschitzung
(Ly(x) — Dufu(@)” = Lga)" — (Dafu(x
da 0<< Dnfu(x) = Lg{x) ist. Daher ist

W [ ) — Daptoran@) = [ (I — D),
A A

was nach Lemma 2 beschrankt ist.
Fiir das entsprechende Resultat iiber die Menge B zeigen wir, dass

(5) f( D, f.(x))"dm(zx) =< 2"H1 -~ n)dK""'m, _,(G) .

B

Auf fast allen a,-Geraden gilt

233—2d<foy+ten = f faly + ten)dt

nA4
fo -+ ten)dt

InA
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worin [; die Strecke (—j,j) bedeutet. Durch die Héldersche Unglei-

chung und Integration itber (/(0) erhilt man

(6) (Kj — 2d)"m, _,(G) = (2j)" f Lyla)ydm(x) .
Z(—j.)n4

Ferner ist, wir im Beweis von Lemma 2,

(7) [Lf(;,zf)"(lzi?(.z') = K" '2Kj = 2dym, _,(() .
J
Z(—js 1)
Aus (6) und (7) folgt
Lp(e)'dm(x) = (2(1 + n)d K" 4 e, (G)
2(-j. )N B

wobei lim ¢ = 0, und daher, da j beliebig ist,
J0

fo(x)"dm(;zr) < 201 = ) d K", _(G) .

B

Wegen |D.fu(x)! =< Lg{x) ist (3) also giiltig. Nach (4), (5) und Lemma 2

ist (Ly — D.f.)" integrierbar in Z .

Wir wihlen zwei Zahlen « und b, a << b. Fir beliebiges ¢ >0 gibt

es i, derart, dass

(Ls(w)y — Dnfu(x))"dm(x) << ¢

Z(i+a.i4b)

fur jedes ¢ >4, ist. Wegen L,(v) — D,g\(r) = Ly(x = ie,) — D, f,(x -~ ie,)

gilt hierbei also
[ (L) = Dgotayyamie) < .
Z(a‘,jb)

woraus die Behauptung folgt.

Lemma 4. Die a,-Geraden gehen bei der Abbildung ¢ auf die x,-Ge-

raden iber.

Beweis. Es seien a, b € B', a << b, beliebig. Nach der ASG-Eigen-

schaft von ¢ gibt es eine Menge E < G(0), m, ((£) = m, 4(G),

b4

derart,

dass ¢* zu jedem ¢ €. lokal absolut stetig auf jeder Geraden {y - te,

t € R}, y € F, ist. Das Integral
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b

f(Lf(Z/ i t) — Dogi(y ;1) di

a

ist fiir jedes y € £ definiert und
b

f D,y -+ te)dt = gi(y -+ be,) — gily -+ we,) .

Nach dem Lemma von Fatou gilt

b
f(lim inf f(Li(g/ ity — Dgi(y f))fh‘) dm, (y)
6@ | ies a
b

= lim inf f ( f (Lily s 1) — Dngi(y;!))flt)dm,,14(1/),

i—>o0

i€J  G(0) o«

wo die rechte Seite gemiss der Holderschen Ungleichune und Lemma 3
verschwindet. Es gibt also cine Menge £, CE., m, [(E)) = m,_ (7).

WO
b
liminf [ (L(y;t) — D,gi(y; )dt = 0.

i->0
i€J a

Es sei v = (y1,...,y,. ;) ecin beliebicer Punkt ven %, . Dann gibt
1 Jn—1 1 S

es eine Teilfolge (¢,) von J, fiir die

b
(S) lim f(’];,.k(,z/ i) — D”(/ff‘(,y YAl =0
ko
ist. Da
b

f DgHy - te)dt = gy ; b) — gy s a)

gegen die Koordinatendifferenz ¢.(y;0) — gu(y; @) von g kouvergiert,

folgt aus (8), dass auch die Lange des ¢*-Bildes der Strecke s(y:a ,b) —
fel () g2

{y +ten o =t = b} gegen dieselbe Differenz konvergiert. Wegen gi" —
sieht man durch eine einfache elementargeometrische Betrachtung, dass
g(s(y ; ¢, b)) eine wx,-Strecke ist. Nach der Stetigkeit vor ¢ gilt dasselbe
auch fir jedes y € G(0). Da « und b beliebig sind, ergibt sich hieraus

die Behauptung.

Es sei B c (/(0) eine Borelsche Menge. Nach Lemina 4 ist das ¢-Bild
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des Zylinders Z(B) = BXR' wieder ein Zylinder, und die Volumenab-
leitung o,(y) der Abbildung h, = P,og:G(0) — (G(0) ist endlich fir
fast jedes v € G(0).

Lemma 5. Fs gilt

Sast aberall tn G(0) .

Beweis. Man wihle einen beliebigen Punkt y € G(0), wo ¢,(y) endlich
ist. Bs sei e>0 und >0 so klein, dass mn_l(/’zg(B"_l(y 1)) < (oY)
L &ym, (B 'y .,r)) ist. Fir beliebiges £ > 2d/K betrachte man die
Bogenfamilie I' = A (B* Yy, r), B" Ny + he,,r): Z(B"'(y.r); 0, k),
in der Z(B"y.r);0,h) den Zylinder B"'(y,r)>x(0,k) bedeutet.
Dann ist.

m, (B (y . 1)

M) = =

und

(o) + &) my (B Ny, 7))
(Kh — 2d)""

Mgl') <

Aus M(D) =< K" 'M(gI') folgt durch h— oo
W(y) +e=1.

Da e>0 beliebig ist, ist also g,(y) = 1.
Andererseits kann o,(y) den Wert Eins in keiner positivmassigen Teil-
menge von ((0) {iiberschreiten, da

f o), +(y) = m,_4(G(0))

(%)

ist. Daraus folgt die Behauptung.

Bemerkung. Spater wird bewiesen, dass auch f die a,-Geraden auf
v.-Geraden abbildet. Wie aus dem obigen Beweis hervorgeht, gilt dann
ofly) =1 fii. in G(0).

Lemma 6. Iur fast jedes v € Z ist

L) = K .

Beweis. Es sei B c G(0) eine Borelsche Menge, I = (a,b) eine
Strecke und A = BxI. g induziert den Homdomorphismus % : G(0) —
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G(0), h(y) = Pu(g(y; 1)), dessen Volumenableitung o,(y) =1 {fir fast
jedes y € G(0) ist. Da A die Bedingung (N) erfillt, erhalt man nach
dem Satz von Fubini

b
fJ(x , q) din(x) = m(gd) = fd'mnrl(v) fDngn(h—l(v) ;0 dt

A hB

b
— f dm,, () o.(y) f Dugly : 0t — f Dyg () dim(z) .
a A

B

Daher ist J(x, g) = D,g,(r) und also L,(x)" = K" 'J(x,g) = K" 'D,g,(c)
< K""'L,(x) fast tiberall in Z, woraus die Behauptung folgt.

Um die Abschiitzung von Lemma 6 zu benutzen, wiederholen wir das
obige Regularisierungsverfahren fiir die Funktion ¢, wobei wir uns auf
die Folge J beschriinken, und erhalten somit eine Abbildungsfolge ¢ :
R*—R", 1 €J,

gir) = gl — de,) — Kiey,

vel. auch Fussnote, S. 14. Diese Folge hat eine in R" k-gleichmaissig
konvergente Teilfolge, die wir weiter mit (¢'),i €J,,J; CJ, bezeich-
nen; ihre Grenzabbildung ¢ ist quasikonform mit Ky(p | Z) = K.
Ferner besitzt ¢ die Randwerte (1) und der Verzerrungssatz 2 sowie auch
die Hilfssitze 4—6 sind fiir ¢ giiltig. Wir beweisen nun, dass ¢ die Scheibe
((t) fir jedes ¢t € R' auf die Scheibe G(Kt) abbildet.

Lemma 7. Fir jedes + €Z gilt
ga(d) = K .

Beweis. Fir fast jedes y € G(0) ist L,y = te,) = K fiir fast jedes
t € Rt und

hy
fDng,,(y +ten) dbt = gy —+ haen) — gy — haen) , by <hs.
hl
Da Satz 2 auch fur ¢ gilt, ist
14

K(}Lg — k]) — Zd g ny,t n(y "E‘ ten) dt .
h‘

Daraus folgt wegen D,g, = L, = K
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o0

(9) lim (K - Dngn(y _"i‘ ten)) dt - O . 1

a

Ferner gilt nach (9)

K(hz - hl) - (((/:1)<3/ 4:'7 ]‘)'2("'11) - (7:1)(!/ + klen))

h, h,
= [ =Dty e @t [ Dty e, i
hy ny
hy+1
= f (K — D,g,(y + ue,))du—0 fiw (-~ 0. (€.J,.
heti

Wegen lim ¢/ = ¢ schliesst man hieraus
i-—>m
i€,

enly + hen) — quly) = Kh
fiir beliebiges A und fiir fast jedes y € G(0). Somit ist
Dugale) = K
fast tiberall in Z .
Aus Lemma 6, auf ¢ angewandt, folgt nun

Dgo(a) = L (v)

P
7

fast itberall in Z . In diesen Punkten ist Dyg. () =0, L =1, 2,.. ..
n — 1, und nach dem Satz von Fubini also auch fast iiberall in G/(f) fiir
fast jedes ¢ € R.

Hieraus folgt, dass ¢.(v) = K, in Z ist. Um dies zu sehen, wihlen
wir t € R derart, dass ¢ | (/(f) ASGistund Dypa(a) , b =1,..., 0 — 1,
fast iiberall in G/(f) verschwindet. Gilt nun ¢,.(p) = ¢.(¢) fiir ein Punkt-
paar p, g von G/(t), so kann man aus G(f) dic Punkte p’ und ¢ derart
wihlen, dass ¢.(p) # ¢a(q’) und ¢, absolut stetig auf einer Koordinaten-
linie ist, die »" und ¢ in G(f) verbindet. Ferner kann angencmmen
werden, dass Dipn, k= 1,..., n — 1, fast iiberall auf der betreffenden
Linie verschwindet. Durch Integration folgt dann der Widerspruch ¢.(p') =
¢a(q') . Gemass der Randbedingung (1) ist das ¢ -Bild von G(f) also die
Scheibe G(Kf) . Nach Obigem gilt dies fiir fast jedes /€ Rl und wegen
der Stetigkeit von ¢ fiir jedes (€ RY.

L Da wir bis jetzt die Abschitzung I < K f.i. nicht hesitzen, kénnen wir die
entsprechende Grenzwertgleichung fiir f, noch nicht verifizieren. Deshalb macht
man Gebrauch von der ¢-Funktion.

2
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Bemerkung. Aus dem letzten Teil des obigen Beweises schliesst man:
Gilt Difu=0,k=1,...,n — 1, fast iiberall in Z, so ist falz) = K,
fur jedes » €Z. Wir werden diese Tatsache spiter gebrauchen.

Aus der Indexfolge J, kann man eine Indexfolge J, derart wihlen,
dass die Folge g7, g7'(x) = flx — ie.) -+ Kie,, i €Jy, gegen einen
Homdomorphismus % : R*— R" k-gleichméssig in R* konvergiert, dessen
Einschrankung auf Z quasikonform mit K,k | Z) = K™ ' ist. Fir die
Folgen ¢, g%, i € J,. und ihwe Grenzabbildungen ¢ und % gelten dann
die Hilfssitze 3—7; diese Sittze kénnen also fiir ¢ € J, auch in entgegen-
gesetzter Richtung formuliert werden. Gleichfalls kann man aus der Index-
folge .J, eine Teilfolge J; so wihlen, dass die Folgen ¢ und o', yi(x) =
I{w — ie,) + Kie, , i €.J,, gegen gewisse Grenzabbildungen ¢ und
k-gleichméssig in R* konvergieren. Nach Lemma 7 ist . (x) = Ku,
() = Koy,

Aus dem folgenden Hilfssatz geht hervor, dass die Grundeigenschaft
G(t) — G(Kt) der zweiten Regularvisierung ¢ bzw. p auch fir dic ur-
spriingliche  Abbildung  f »im Unendlichen» gilt, mindestens fiir eine
gewisse {-Folge.

Lemma 8. Es gibt eine Teilfolge J, von N derart, dass fir jedes « € G(0)

imgy(v) =0, limg, (@) =0, m€e.J,.

m > [H 4

Beweis. Zu jedem k€N st glle) =0, i) =0, { €J,, gleich-

missig in der abgeschlossenen Hiille von B" (k) ={y € R" | ly < k}.
Wir kénnen also eine Zahl i, € J, so wihlen, dass

g |
P (@) | <

in B" (k) gilt. Fiir ¢, wihlen wir ferner ein solches Js €J5, dass

ke F i) — gale + i) <

und

jg;jk(‘v - ‘Z.ken) - hn(x - iken)lz < _]C-_
fir ~ € B (k).
Setzen wir Jy = (i, + j,) , so gehort ein beliebiges x € G(0) zu jedem
B(k), k€J,, falls &k > |z| ist. Die erste Behauptung von Lemma 8
ergibt sich aus der fiir jedes 2 € ¢/(0) bestehenden Beziehung
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J@ 4 (i = o) — Kk =+ ju)en
= f({x -+ Wnea) + Juen) — Kjren — g{o -+ irey) = gle -+ fen) — Kigen
it i) — gl i) - g)
Die andere Behauptung folgt entsprechend aus der Gleichheit
Sl — G jien) + K+ jiJen — g7 — i) — hlo — ixes) 4 i)

Beweis von Satz 4. Wir zeigen zuerst, dass

[ wstar = D i) = .

zZ
Bs sei oj(w) die grossere der Zahlen gl . g.7(e) und g(y) die grossere
der Zahlen

(10) max { gi{x) Pflx + je,)) =y}
X €G(L)

(1) min { g, /(v)  Pflx —je,) = y}.
x€G(0)

2]

Wie im Beweis von Lemma 2 erndlt man

f (2K — 200D, 1) = (27" /Dfu<

“O Z(~j.J)

=@t [ erint < QR
wobei

m(fZ(—j,J)) = j (2 — 2u;(yN)dinty) .
co)

Hieraus folgt

0= f(Lf(’L D, f.(x)Ydm(x) = 2R /)71( yydm, 1{y)

Z(—j»J) G(0)

z ( >K" k2j)k f(on(;l'))k(Z//?,, NGO
= €(0)
Wir zeigen nun, dass limyy) = 0, j€J,, fir jedes y € G(0) gilt.
, je o
Sei y € G(0) und (v/) diejenige Folge in G(0), fiir welche |g;i(z/)| gleich
(10) ist. Man wihle p € 2G(0), wobei also ¢/(p) = p . Nach Viisala [6],
Theorem 18.1, ist w/ — p| beschrinkt, und daher gehort jedes xl zu
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einem festen B"'(k). Aus der gleichmissigen Konvergenz gj(z)-—>0
in B" k) folgt, dass auch (10) fiir j=o0 gegen Null strebt. Dasselbe
gilt auch fiir (11), daher ist lim#,(y) =0, j € J,.

j—oo
Da gix) =d, n(y) =d und limoj(x) = lim () = 0, j€J,, fiw
j—>w jo»

alle o € G(0), y € G(0) ist, erhdlt man nach dem Lebesgueschen Kon-
vergenzsatz

f(Lf(a:)" — D, f.(a) dm(r)y = 0.

z
Hieraus folgt, dass Lga) = [D.fa(z)] und also Dif, =0, k=1....,
n — 1, fast iiberall in Z ist. Aus der Bemerkung nach Lemma 7 folgt
ferner, dass f jede Scheibe G(f) auf G(Kt) abbildet. Daher ist Lp(x) =
Dofulx) = K fiir jedes x €Z, und fir fast alle y € ¢(0) ist also die
Lange des f-Bildes jeder Strecke {y - te, |a =t =1} gleich K(b —«a).
Hierbei gilt also P,(f(y -+ aen)) = Pu(f(y -+ ben)) und wegen der Stetigkeit
von f sogar fiir alle y € G(0), was bedeutet, dass die w,-Geraden auf
rn-Geraden iibergehen. Schliesslich ist op(w) = 1 fast Giberall in G(0) .

-~

vel. Bemerkung nach Lemma 5. Somit ist Satz 4 bewiesen.

Durch das folgende Beispiel wird gezeigt, dass in dem Fall Ko(f) = K"
die extremale Abbildung f keine Affine zu sein braucht. Das Beispiel ist
fiir den Fall = = 3 konstruiert.

Beispiel. Es sei Z == B R! ein Zylinder, bei dem & == B%0, 1) ist,
Wir definieren zunichst eine differenzierbare Abbildung »: 5 - B durch
die in Polarkoordinaten angegebene Gleichung

R=r
D =q¢--1—r.

Bezeichnet man z = a - iy, sogilt w(z) =z fir z €08 wnd J(z,w) = 1
fir 2z € B, wie leicht ersichtlich ist. Aus

erhalt man fiir die Ableitung in die Richtung x im Punkte z € B\{0}

B

Pw(z), = w,(z) + w(z)e™™ = jl — 122 — ieTI2 iz i

i i

und [2,w(0)] = 1. Daher ist sup{/d0(z)| |2 €B, 0= v< 2a} gleich

A

X 51
:’_‘2—'

Wegen J(z,w) =1 ist w K2-quasikonform.
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Wir definieren nun die Abbildune f:Z—Z durch die Gleichung
Sl ay ) = (o, @), wylry, x,), Kay),

in der »; und w, die reellen bzw. @, und w, die imaginiren Teile von

z und w sind. Nach J(z,w) =1 ist J{«.f) = K und also Ky(f) = A=

aber wegen der w-Konstruktion ist f keine Affine.
Wir betrachten noch den Fall K,(f) = K.

Satz 5. Gili N,(f) = K, soist f die durch die Gleichheit (1) definierte
Affine von Z .

Beweis. Nach Satz 3 und der Ungleichung K,(f) = K (f)" ' ist Kylf) =
K"~ ' und Satz 4 also giiltig. Es sei z ein regulirer Punkt von Z, in dem
dazu op{P,x) = 1 ist. Bezeichnet man die Hauptachsenableitungen im
Punkte o mit J; = D.fula) =K, 2o,..., %, wobel /J,=...= 1,

80 ist wegen .../, =1

Jn =1
also gilt nach KN =4, = 2,4,.../, = K/,
;n =1

Daher ist /, =/, =...=74,=1,da 4,...2,=1.

Fir fast jedes ¢ definiert f also eine konforme Querschnittabbildung
ke G(t) — G(Kt) . Wegen der Randbedingung (1) ist 7%, eine identische
Abbildung, und nach seiner Stetigkeit fillt f mit der Affine

fley, oo ) = (vp ..o,y Ay

zusamimen.

Math. Inst. der Universitit
Helsinki, Finnland
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