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Einleitung

Zweck der vorliegenden Arbeit ist es, zwei vorr Strebel gelöste Extremal-
probleme ebener quasikonformer Abbilclungen im n,-dimensionalen Fall
zn behandeln. Das erste von ihnen ist, folgendes [a]: Ist, G ei:n Gehiet der
r | ;,y-Ebene rron endlichem Flächeninhalt und fo ,lo@ * i,y) : I{or I i,y ,

.K0 > I , eine Streckung von G, so hat jede antlere quasikonforme Ab-
bildung von G auf /r(G) , die auf dem R,ande von G mit /. iibereinstimmt,
grössere maxirnale Dilatation als 1(o . Im ersten Paragraphen werden
rrir clen entsprechenden Satz im z-dimensionalen Fall beweisen; der
betreffende Bex'eis ist eine direkt'e rz-Version des Strebelschen Beu,-eises.

Unser Hauptploblem ist clie Yerallgemeinerung des zrveiten oben-
genannten Extremalsatzes von Strebel [3]. Darin untersuchte er diejenige
Familie quasikonformer Selbstabbildunger w : u * au : § + § eines
Parallelstreifens B : {r -l iy 1 lyl < t} , die die ll,antlbediugv\g tL : I{or
ftu y: + 1 , Ko2I, erfiillt, und bewies folgendes Resultat: fst ru eine
K-quasikonforme Abbildung obiger Art, so ist /( > lfo, wobei clie Gleich-
heit nur im Fall der affinen Abhildung u : Kou , u : U gilt. In den
nachstehenden Paragraphen werden wir das entsprechende Problem fiir
die räumlichen Zr'lincler untersuchen.

Bs sei hierbei Z ei:n Zr{incler G x RL C A" , x-orin G ein Gebiet in
P;-r mit m^_r(G) 1 a ist. \1-ir l:etraehten einen Homöomorphismus

f : Z ---> Z , dessen Einschränliurg auf Z quasikonforrn ist,, und nehmen
an, dass / auf 0Z die Randbedingung

erfiillt, in der 1( > f eine endliche Konstante ist1. Es wird gezeigt, dass
hierbei die äussere und innere Dilatation von f die Ungleichung Kr(/) )
K-r bzr.y. Kr(f) > K befriedigt. Ist K6(/) : Kn-t, so gehen clie zur
z,-Achse parallelen Geraden auf ebensolche Geraden iiber, und das Bild
des Querschnittes

(1)

(2)

, frr-L : KXr)

G(t)-{x-ft€nlxeG}

1 f iir die Theorie der quasikonformen Abbildungen in R" veru,eisen wir auf
die Monographie von Väisälä [6].
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ist fiir jedes t e. Rr der Querschnitt C)(Kt) . Ilerner induziert / einen

Homöomorphismus h: G(0) -+ G(0) , dessen \rolumenableitung fast iiber-
all in G(0) gleich Eins ist. Durch ein Beisl:iel x'ird gezeigt, class / hierbei
doch keine Affine zu sein braucht. Nirrrmt man .I(r(/) : I( an, so ist /
clie clurch (l) ctefinierte Affine in Z . Die Belr-eismethoden fiir diese Be-

hauptungen sind von 13] abr.veichend.

Zum Schluss der Binleitung möchte der \rerfa."ser Herr,r Jussi \"äisälä
fiir die niitzlichen Ratschläge u.'åhrend der Arbeit clanlien. fnsbesondere

ist die Idee des Beispiels auf Seite 17 von ihm vorgeschlagen rvorden.

1. Bas Extremalproblem ftir Gebiete von endlichem Mass

Wie in der Einleitung schon betont, ist cler Bes'eis des folgentlen Satzes

eine direkte Version des ebenen Berreises von Strebel [4].

Satz 1. Es se'i G C R ein' Gebi,et, m,(G) < a , und, fo di,e cl'urclt

(1) dcfinierte Streckung uon, e . ttt 7: e --11U1 ein Homöamorphi.smtts.

dessen Ei,nschrd,nkurry auf G quas'ikonform 'ist u,nrl der uuf d,em R«ncle

uon G mit f, iibereinstirnntt, so gi,lt I{oU) >- 1(-l un,J lir(f) > K .

Itn, Fall d,er Gleichhei,t lia$) -: /in-r oder li,(f ) : Ii i,st f clie rlu'ch (1)

erklri,rte Affi,ne.

Beweis. Nlan bezeichne I(y):GnP;'(y), woritt P, clie Projei<tion
Pn(*r,...,nn) : (nt,...,no_1) bedeutet und y € P"(G) . I(y) besteirt
aus einer höchstens abzählbaren Menge von getrennten, offenen Streclien,
nnd wegen der Bedingung m*{G) ( oo ist, die Gesamtlänge l(y) r'ou 1(y)

endlich fiir fast jecles y e P.(G); ancl.ererseits ist l(y) ) 0 . I-t'rr fast jecles

y e P"(G) ist / absolut stetig auf I(y), also gilt hierbei

'r!, 
t" "r t

f,fu) die Länge von f tI(y)) ist. llieraus folgt Init Hilfe cler Hölcier-

I)rrgleichung urlc1 ferner llach Dir-ision clnrch l(y)"-t utld fnteqration
P"(G)

(3)

u,obei
sctrren

iiber

K*,nt*(G){ f L!n" 
)< ltD,f(*)l"dm*(x)

= r,1",*: 
iLn?"-1(I/ 

G

Da,her ist zunächst ur|.f) > gn-L



( )ssr '[';\Anr. I.]inigt, ,[,]xtrt,rntllprotrleme ftir ri,-climensionale , 'tbl:ildungon

Itrs sei Ii r(f ) : I{-' . Dann gilt, die Gleichheit in der letzten Ab-
schätzrrngkette und also fiir fast jedes y e P"(G) in der vorangehenden
L-ngleichung (3). Sornit ist L(y) : KI(A) und also lQ@)) geradlinig fiir
thst alle y e P,"(t'l) . Zafolge des Gleichheitszeichens in rler Hölderscherr
f ,-rrgleichung^ ist iD,,f(y * te")l und also auch iD"f"(A * te,)l konstant
{'iir fast alle f-\Yerte; claraus folgL f"(r) - K*n fast iiberall in G . Nach
tler Stertigkeit r-on f ,Åilt dies fiir jecles r e G . Die Behauptungen fiir
l{,(f) folgen a,us cler stets bestehcnden Beziehung Iir(f)"*t Z lir(f) .

2. trin Verzerrungssatu f{ir Zylinder

\\-il g-ehen jetzb zu unsereln Hauptproblem iiber rmci betrachten vor-
irercitenil eine Yerzermngseigenschaft fiir ciie z.;r-eite Åhbiltlungsklasse.

Satz 2, Es sei J e'ine d,ie Runtl,bedingung (1) erfiillettcle qu,asilronforme

Sd,bstq,bltihl,rrn,g eoll Z . Dcr,nn. gibt es eine nw' aon, I{ , lio(l) , n und, m"-r(C/}
rtliltiingr:nrlc enllliclte lionstrnie cl cler«rt, dctss clie Zrfil

r e i,1t)

.ier{t,,) f € /t:1 /tiichs[€,??,,s gleicla, d 'isi.

I:'i.il tltn Beweis rlieses Satzes betrachten u.it zuerst rlie folgende }lotlui-
irrrfgtr,be iu -8" 1.

l,ernma 7, Es se,i ti ein Gebiet in R"-L , m,^-r((i) < .r) , ttnd E e.ine

nbrltschlo.ssenc I'eilmenge uon G . Dann gilt

-'1,'t:(t:(8, aG ; G \ r)) 2 (tt - r)1-"(r,;l-ri(tr - 1)ti,,-r(G);rt("-tl .

I)cr Beu'eisi rlieses l{iifssatzes ist eine r:iirelite \-erallgemeinerung des

.l]cleises r'<»i ']'herilem 3.4, \-tiisåilå [ö]. r-gl. aucli Jlaltio - Rickman -
\'äisälä [1], Bel'eis ron Lentma 5.9.

Srctz 2. l'Ian kann t 0 annehmetl. Daiur ist also

I/(0) : max {1f,,@)1 ir € G(0)} .

[.-ernel sei angenommen, dass V(0) in einem solchen Punkt ero € G(0)
erreicht rvirrl, in dern f(eru) ) 0 ist. Wir behaupteu, class es eine Kon-
stante rl > 0 gibt, fiir die I/(0) < d ist.

]{an nähle /z >0 derart, class Kh< V(0) ist. IIs sei "/' : {l@o) *
te,, i f"@o) = 

t 
= 

ti, f@i * toe" e f(G(h», diejenige mit der r,-Achse
paraliele Strecke, die den Punkt /(ir:o) mit f(G(h)) relbinclet unrl ausser
.ihren l)nrlpunkten in der Bildmenge des Zylinders



Z(0,h)-Gx(O,lt)
liegt. Das Urbild -voln J' , das G(0) mit G(h) verbindet, bozeiclure urarr
mit "I . Wir betrachten diejenige Bogenfamilie .1', clie ..I rnit der Zlliutlcr-
fläche 0Gx(0,h) in Z(0,h) verbindet.

Um den l\Iodul cler Bildschar f(I') nach oben abzuschätzcir. t'åhk:n
\vir

p(r) : {1/(f(0) - 
Kh) fiir 

'r: 
e Z6h ' I"(0))

[0 anders'n-o.

Dann ist L p at ) I fiir jedes 7' €f(1'), uncl cler llorlLrl r.on ,f (1') <'r'tiillt
also die Ungleichung

tvl(f{» < I Q'd,m : nt,, ,(G)l(T(o) - 1([)' :t 
.

z(Kh, t (0))

lVir brauchen noch eine untere Schranke fiit' J1( 1') . Zu rlicsrrnr Zv'tck
betrachten rrir fiir beliebiges f , 0 <, < ä, cliejenige lrarnilii: 1'(f), rlie
J n G(t) und den R,and von G(r) in G(f) verbin<let,. Fiir jr:rles g € I'(I,)
ist a I G(t) e f V(t)), und es gilt also nach Lemma I

rutt

{ e" a*"= I ot f o" d*,,-,> { ui«tgg)) rtt t'; ctt ,

An 0 G(,) 0

uroritt
o : (tL - I)1-" Qoi_r,i(tt - l)rn,_r(G))' (" t)

ist. Hieraus ergibt sich ,I1(-l) 2ch. Aus l1(I) 
= 

Iio(f\)t({'ll'\) fblut
nun die Ungleichung

(r(0) - I{h)"-'h a Ko(f)nt,,_r(G),'c ,

Jeder å-Wert, 0< h< V(O)IK, ergibt eine obere Scirrtrllie f iir. I-(0)
Durch Substitution h : V(O)lnK, wobei die linke Seite ron (3) nraxinurl
ist,, erhält rnar. z. B. fiir 7(0) dieAbschätzung

(I/(0))" < KKo$)n"(n - 1)1-"m,* _r(G)'c ,

und der Satz ist berviesen.

3. Lösung des Extremalproblems ftir Zylinder

Nach den obigen Vorbereitungen gehen lr'ir zu urlserenl Z;,linder-
problem iiber. Die zur r^-Achse parallelen Geraden uncl Sti'echen seien
hierbei kurz r,-Geraden bzw. er,-Strecken genannt.

(3)
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Satz 3. .["ef f e,ine d,ie Rand,bedi,ngung (1) e,rfilllend,e quasikonforme
Selbstabbi,ldu,no uott Z , ,so be.fried,igen ,i,hre tiu,ssere unil i,nnere Di,latalion d,i,e

Bez,iehungen

I(o$) >_ K"-' , Kr(f) Z K .

Jieuteis. I)trrc]r eine einfache Modulbetrachtung zeigen lvir zuerst,
rlrrss /(r(f ) > K"'1 ist. Der nlodul tl(f) der Bogenschar f : A (G(0) ,

tl(lt) ; Z\0, h,\), h >>2d,, isL

m,"(Z(O, h)) m*-r(G)-'-i;; -: h*l ,

trld ftil elen ]Iodul ihrer Bildschar gilt nach cler Yerallgemeinerung der
R engr:lschen'Ltn gle ichur-rg

. n,, ,(G)(Kh + 2d)lIUl')= 1xn_r,1y-.
irr clel r/ die irr s:rtz 2 r,orkommenclc Koustante ist. Aus.11(r) < Kaff)lIffr)
cruiht sich rltirr,h h ->*

l;r(f) > Ii"-\
1)itr Tlelrauptrrlg Kr(/) ) A folgt aus der Beziehung Ko(f) ! Iir(f)"-t.

Satz 4. l.st lioff): I{tt-l , so gehen tlie *,,-Geracl1n awf ebensolche
(lr,rurrlptr, iiher, tutd das Bitd des Querschn,ittes

(](t) - l,L. - te,,l r e G(0))

istfiir.jerle,s f € -Rl tlr,r Qur:r:,chrtitt {i(Iit) . Ferruer ist clie Qu,erschnittableitung,
d.i. rlie Jctcobiu,tt ,l{.r ,h) des tott, f intlu:ierteru Homöontorphism,u,s h:
,F I (r(0) , fiir .frt"! ,jecles ;,' € G(C) gletclt, Eins.

Fiir clen lJel-eis rles Satzes schicken r,r,.ir die folgenden Hilfssätze rroraus.
l)ie ()tiltigheit, tier Ranclbedingung (1) und cler Gleichung KoU) : Kn-t
*'irrl rlirnn r1r1g^enotnmen. Dabei bezeichnen wir

Z(a , b) : G(0) x(a , b) .

Lernma 2. l''ur jetle quasdl;onforme Abbildung f , Z -, Z , di,e d,ie Ranrl-
lteiirrlrtttt.q (1) u,nd die Bedingtutg K6ff) - I(-7 erfiillt, g,ilt

0 : { Qrr- iD,,f,t')d,nt,<2d(.r !n)K"-1m,^^r(G),J
z

?i'{)t';il, fr-f r!,ip t'{t,(t,,,'i mil,le Åbleitt{ng r)o?L f ,i.st.



j
f

2Ki - rO = J D,f^(y - tr.,,)lt .

-j

Ferner ergibt sich rnit Hilfe der Hölclerschert tlngleicliurtg

ll \n 
i

(2Kj - 2d)" < I I o,f^(y * te^)cttl a (r.i)'-' I ir^.f,(, r- ten)t" lt
rJ J 

t ttltt\"

-jj-j

< (2j)"-, I "r,, 
I te^)- dt .

-j

Da L/u)" AKo{f)J(r,/) fast iiberall h Z(-j,.i) ist, erhält man dulc,lt
Integration iiber G(0)

(2Kj - 2cl)"nt,-r(Cl) < (2j)'-' [ ,D^7,,1,.'1" dtnQ)

,r-!,,,

= 
(2j)"-' I t,1r1"drr1.r) ( (2jÄ)"-r I r(r,..f)clttt(.r)

J J\ ] 
J 

\ JI
z(-j , i\ z(-j, j)

< (2jK)"-'(2Kj + 2d,)m,*r(G)

Bewe'i,s. Es sei j >dlK. Auf fast allen r,-Geraden s(A) .: {y l te"i
t e RL\ , y e G$), ist / und also auch die n:te Koordinatenftrnktion

f, lokal absolut stetig und dazu / differenzierba'r in fast jeclem Punkt
von s(y) . Hieraus folgt fiir die betreffeirden Punkte 37 € 0(0) tlie Ab-
schätzung

und hieraus u,'eiter

o < [ @,@)"- lD^f*(*)1")dm,(x)J
z(-i , i)

< lzdl{-'1l i n) + ej)nl,,_JG) ,

wobei lim e; : 0 ist. Aus j -> rc folgt nn1 1\-ege1 Lt(.r)" -- ,D"f"(,),"
j*o

> 0 die Behauptutg.
Wird / auf -8" derart eru,eitert, dass / i A"\Z clie Affine (I) ist,

so ist / nach liickmanl2), Theorem l, quasikonform in B" . \\-ir konstruic-
ren eine quasikonforme Abbildungsfolge g' von -8" clurch clie Gleichheit

St@) : f(" * ie^) - K,i,e,,,i : t, 2

Nach Väisälå [6], Theorem 20.5, hat diese Folge eine in -R" Ä'-gleichmässigl

1 d.i. gleichmässig ir"r. allen kompahten Teilen \ron 11" .



Ossr T.r,rnr, trlinige Ilrtrernalprololeme fiir tz-clinicnsionale . . . Abbilclungon

konvergente Teilfolge, deren Limes g keine Konstante ist und die Be-
dingung g PZ : lol aZ erfiillt. Wir bezeichnen diese Teilfolge fortan
rmit gt ,,i e J, wobei "I eine Teilfolge von r\r ist. Nach [6], Corollary 21.3,

Theorem 37.2, und den obigen Sätzen 2 und 3 ist g quasikonform mit
Ko@ I Z) - K"-L . g I Z besitzt rvieder die R,anclv'erte (1), und der Satz 2

ist, also auch fiir g giiltig. Wegen gervisser Konvergenzeigenschaften
regularisiert dieser Grenziibergang die urspriingliche Abbildung f ; das

Verhalten von / im Unendlichen rvird ins Enclliche hervorgezogen.
Die nachstehenden Hilfssåtze enthalten hauptsåchlich Behauptungen

iiber die tr'olge g' und ihre Grenzabbildung g , mit deren Hilfe in Lemma 8

geschlossen wirrl, dass g^(r) :lim gi(r) : lg (f*(r r ie.) - Ki) :0 ftir

jedes r € G(0) gilt, wobei i also die Folge ..I clurchläuft.

Lgmma 3. Gelten, cl,'ie Vorcttt,ssetzultge'ru uon Lemnt,a 2, so ist

lim
;är

ftir alle rc< &<b
ddnatenftutkt'iott, L:o??, g'

f
I @,@) - D*g'"{*})"clm(t;) --J

Z(a, b)

i st.

0

g'n die ?L : te Koor-

Bewei,s.lVlan bezeichne mit ,4 und B diejenigen Teilmengen vort Z ,

in denen D"f"(r) > 0 bzw. D"f"(r) < 0 ist. In ,4 gilt die Abschät'zung

(Lr@) - D"f"(r)) S Lr@) - (D"f"(r))" ,

da 0 < D"f"(r) { LÅr) ist. Daher ist

- D*f*(x))"d,m(r) (Lr@)" - (D,,f"(.,))")clnt(,r) ,

rvtrs nach Lemma 2 beschränkt ist.
Fiir das entsprechencle B,esultat iiber clie llenge B zeigen lt'ir, dass

Auf fast a1len :i:,-Geraden gilt

(,) [w,wtl

5j(4) ! @r{*)

rjnA

ri
{ '-'-'oIjn A

+ te")dt ,

+ te")dt



Ånn. Åcad. Sci. tr'ennicze A. I. 553

re LTnglei-

Lernnla 2

> 0 gibt

[ @,gl - D,,gilt'))'r1,,,(,,')< e .

\ror&us rlie Behaupr,lrJ ,r*r.

Lemma 4. Die xo-(leraden gehen bei, der Abbilciutt,g g u,u,f die r*-()e-
rq,clen iiber.

Betoe,i,s. Es seien a,he R7, &< b, beliebig. Nach cler ,4§Gl-Eigeu-
schaft von g' gibt es eine Menge E CGQ), m^-JE): rtt,,-1(G), clerart,
dass gt zu jedem ie J lokal absolut, stetig auf jeder Gerade\ {y * te*'t
I € -81) , A e E, ist. Das Integral

j) bedeutet. Duroh clie Höklerscl
G({}) erhält man

(G)=tzj)"-t {Lr,r*)'Cnr{r)
41,lyn t

on Lemma 2,

r(.tr) 
= 

KrL*'1Ztli -;- 2cl1nt,_r(G) .

:) -. (2(1 + rt)t{K"-t + sj}rll,-r(G) ,

r, da j }:eliebig ist,

ff) 
= 

2(1 -i- n)c{I{"-'ti't,,-r(G)

(5) also giiltig. )iach (-1), (5) ur1rl

rin Z.
(t, lrncl b,G,<b. fiirl:eliebiges t

I j clie Strecke (- j , ,
nncl fntegration iiber

(zKj - Zcl)"m *_ ,(,

ist, u,ir im lSeu.eis r,o

{ ,, ,{r)" d. t;i {j
z(-j, j)

)unrl (i) folgt

f
I Ly{;r)"dtrc(:r}

J
z(-j,.i)nB

]irtr €j:0, uncl" ctraher
i*rt

r
! L/x)''rl n't (:t

o

t]

iD"f"(r) I §"Lir) ist

- D,,f,)" integrierbar
rvählen zwei Zahlen t{

lerart, class

worin ,

chung r

(6)

(i)

Åus (6)

x'ohei I
j

\liegen
ist (Lr

\Yir
es io c

t efi:l - D^f^(r))*d.m(*)( e

z(i)-a. i1.b)

fnr jedes ; ;, 2io ist. l\'egen I,(r') - D,,gin(t:) : L/r - ie^) - D,.f *(* -i ie,.)

gilt hierbei also



Ossr Teenr, Einigo Extrernalprobieme fiir rz-dimensionale.. . ,ll:lriklungen Il

;
J @,(y ; t) - D*g'"{y ; t}) dt

ist fiir jedes y €. H A*'irri**t und

{ 
n-gi*(y i t,e,,}rlt - g',(y+ bn,,) g',,{y+ t*,,t

)iach dern I,emrna rron Fatou gilt

t(,*i*r / rL,{u ; t} D,;',,(y ;,))0, tttit ,-rir/)
G(0) ieJ €L 

b
nl /. \{ lirn inf t t { {L,{,rJ ; t) -- D*si(y ; t))ctt) ,/,,, ,,_ ,{!i ,

;äi 
"fr 

\J 
\ I\r-" r./ -r,;in\L'/ ' r/""J L'-t\<'/

\yo clie rechte ,Seite gernäss rler Höiclerschen LTngleichru:s' rrnd
rrerschurinclet. Es gibt alsc eirre }[enge E lc t , ltt r, _ ,i.il r) --
11,rO

Lemrna ;l

nt * _.ri{}} ,

- D^g';(y ; t))dt - 0 .

beliehiger Fun.kt \-Lii r ii,. Dann sibt
ciie

i r-
i),,g,','rlJ : / ))tll ---: (J

b

,tninr 
_f ,t,(y ; t)

ieJ {L

sei y: (yr, ",!1,,-i) ein
Teilfolge (f*) Yilrl J . fiir

Iirn { ,r;u( 11 : r)
f; -> 

-L ./

b

I o,o':u i te^)dt : g,!@;b1 - st,fe : u)
J

gegen ai" foorainatendifferenz S,(ll ; b) - g^(l/ i a) \'or] g konvergiert,
folgt aus (8), class auch clie Långe cles g"-Bildes cier Strecke ,(A;o,b):
{y I te* ! a { t { ö} gegen dieselbe Differenz konvergiert. lVegen g'n -- g
sieht man durch eine einfache elementargeometrische Betrachtung, dass

S$@; o, Ö)) eine r,-Strecke ist. Nach der Stetigkeit, r,oir g gilt, classelbe
auch fiir jedes y € G(0) . Da a unrl Zr beliebig sind, ergibt, sich hieraus
ciie Behauptung.

Es sei B c G(0) eine Borelsche Menge. Nach Lemmn, 4 ist das g-Bild

Es
es ein e

(E)

ist. Da
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cles Zylinclers Z1l)') - Br-H1
leiturrg or{y) clc'r Åbbilclung
{ast jedes 'y e #(0) .

Lemma 5" ils gilt
or(Y) : L

fu,st ii,,bero,ll in G(0) .

Beueis. Man r.våhle einen beliebigen Punkt y e GQ), u'o or(/) endlich
ist. Es sei e)0 und r>0 so klein, dass rn"-1(ltu(B-'(y,r)))alor(U)
4 e)rn^-r(B-'(A ,r)) ist. Fiir beliebiges h >2dlK betrachte man die

Bogenfarnilie I : A(B-'(y, r), B-t(y * he*, r) : Z(B"-L(U, r) i O,h)),
in cler Z(B*t(y,r);0,h) clen Zylinder B-'(?J,r')r(0,ä) bedeutet.
I)ann ist.

rviecler ein Zt lindcr, uil'"l clie Yolurnena'b-
Vtr : Pn o g : G(0) -- G(0) ist encllich fiir

?fr,,,_1{B-'(y , ,'))

It"-L

Da s > 0 beliebig ist, ist also cr(y)
Anclererseits liatrtr or!) clen \I-ert

menge von G(0) iibersclreitetl, c1a

ist. Daraus folgt rlie

Bemerkuttg. Später urircl beu'iesen, dass

ff,,-GeracLen alobildet. lYie aus dem obigen

Lemma 6. Fiir fast jecles r € Z

Lr@)

Bewer,s. Es sci B c
Strecke uncl Å == -B X / .

Eins in keirler positivmässigen Teil-

{ nt,,_r(C}((J))

auch f clie r,,-Geraden auf
Bern eis herr.orgelr.t, gilt dann

r
I o-(y)dm*-rU),"

ar/

G(0)

Behauptung.

ist

g induziert den }Iornöolnorphismus h: G(0) _.t
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G(0) , h(y) : P*(g(y ; t)) , dessen Volumenableitung or(A) : I fiir fast

jedes y € G(0) ist. Da tr, cLie Bedingurrg (r/) erfiillt, erhält man nach

clem Sat'z von Irtibini

/ 
,-s-(tu-,(a)

: 
! 

d* n*,@) or('u) j r,s,,(v ; t)(tt : ! 
D*,c;,(r)

;t) dt

d,rn(r)

I)alrer ist J(r , g) : D*g*(*) urrd also LrQ;)" < K"-'J1't , g) : Ii"-tD,g*(.r)
< K-tlr(r) fast iiberall in Z , \lror&us die Behauptung folgt.

Um die Abschätzung vorl Lemma 6 zu benutzen, rviederholen 'rvir clas

obige Regularisierungsverfahren ftir clie Funktion g , rvobei rvir uns auf
clie Folge ,I beschränken, und erhaltetr somit eine Abbildungsfolge ,t t

R"->R",,ieJ,
qi(.i:) : t@ = ie,,) - Iiie" ,

ygl. auch Fussnote, ll. 14. Diese Folge hat eine in R" k-gleichmässig

konvergente Teilfolge, die wir rveiter mit (v'),i e Jr, Jrc J, bezeich-

nen; ilrre Grenzabbildung V ist quasikonform mit Ko@ I Z) : K-1 .

X'erner besitzt g clie Randrverte (t) und der Yerzerrungssatz 2 sowie auch

die Hilfssätze 4-6 sind fiir g giiltig. wir beweisen nun, dass g die scheibe

G(t) fiir iedes t e Rt auf die Scheibe G(Kt) abbildet.

Lemma 7. Fiir iedes r e Z gi,lt

f,(.i) : Iia', .

Beuei,s. Fiir fast jecles y eGQ) ist Lr(y = te.) ! K fiir fast jecles

I €,81 und

h2

f
I D^g*kt I te*) d,t : g"(U * h*,) - g"0l * hf") , htlhz.

J
hr

Da Satz 2 auch fidir g gilt, ist
,;,

K(h, - h) - 2d 
= 1 D"t"kt * te") dt .

^l
Daraus folgt wegen D^g, { Ls 

= 
K

1:]
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(e)

l'er:ner gilt nach (9)

K (1t,, lrr)

lim { g, - D*g,{y -l- ys*)) d,t:::= o . 1

a->:o J 
\

h2

- f ,r-f \rt D rrt'-@
J
tr,

(kr',,jty ,-r- lt,rr:,n) --*

tr,
r

,- tr,)),lt: t(Ii
EJ

1,,

Uil{'Y j- hre*))

f-) ,,q ,,(. y -t- t{! ,, + i r. ,,}} tlt

\I-es*ri t

- D,q,,(y -L u€,,)) riit -> () fiir i -* r)

schliesst lnail irier;rus

9"@*he")-cp"(y):67
fiir beliebiges D uncl fiir fast, jedes y € C(0) . Somit ist

D,,g"(t:) : li
fast iiberall in Z .

Aus Lemma 6, auf g ar1ge1l-al1dt. folgt nun

D"rt"(t) '= Lr(.t)

fast iiberall it Z. fn diesen Funl'teri ist f)t$,(.,'):0, J;:L,2,.. ,

n - I, und nach dem Satz von Fubini also auch fast iiberall in G(r) fiir
fa,st jecles t e Rr .

Hieraus folgt, dass g"(n) : Kr, in Z ist. Urn dies zu sehen, s,åhlen
rr,'ir l€.B1 delart,class EiG(l) AsGistund D*q"(r),k--1,. ,tL-1,
fast tiberall in Gif) verschx.inclet. Gilt nun q,,(p) = C"@) fiir ein Punkt-
paar tr) , ll yot:r G(l) , so kantr mal aus fi(f) tlic Ptruhte p' uncl rJ' clerart
rvählen, class g"(r?') * v"(q') unrl g., al:solut stetig triif einer. Iio,ucliuaten-
iinie ist, die ,1t' und q' in G(t) r-erltiirr:let. I'erncl iia.nn augenoltmen
rverclen, dass D6q" , k: L,...,11 - I , fast iilterall anf'rlet betre{fenclen
Linie verschrrindet. Durch Integration foigt clamr cl.er 1\-iclersprr-.clt c/,,,{,p') :
,1"(Q') .Gemäss cler Randbeclingung (1) ist clirs .; -Bilcl r.on G(f) also clie
Scheibe G(Kt) . Nach Obigem gilt dies fiir {ast jecles t € Rr und v.egeir
der Stetigkeit von E f:ilrr jedes f € -81 .

h'{i
r:-ltx,\

IL,
ht+i

lim pi :- V
i->oo
i€Jl

; E,I ,

1 I)a wir "bis jetzb clie Abschätzung L
('ntslrrechend.e Grenzrvertgleir:hung fllr f"
man Gebr:auch von cler p-Ilr-rnkiion.

S fL f.ii. nicirt ltr:sitzen, können rv*ir clie
n och nicltt \-erif izierren. Deshalh, macht
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Beruerkung. Aus dern letz,ten Teil cles obigen Beu.eises schriesst map:

Gllb Dtf":0,lc - 1,. ..,%- l, fastiiberall in Z, soist./,(r) : Iie.^
fiir jecles a: e Z . \Vir u-erden diese Tatsa,che spåter gebrauchen.

Aus der rndexfolge ./, kann man eine rndexfolge J, detart rvärrren,
dass clie Folge g-' , g-'(r) :.f(.t - ie^) -y Kie,,, ; e Jz, gegen einerr
Homöomorphismus h: R" --> 1?" fu-gicichmässig in -8,, konvergiert, dessen
Einsclrränkung aaf Z quasikonforrn mit t{o(h i Z) : 4"-t ist. Fiir clie
n'olgen gi, {l-i, ie Jz, ,ndihreGrenzabbildunger g und ä geltenclan,
die Hilfssåtze 3-7; cliese Sätze köuiren also fiir i e Jz auch in entgegen-
gesetzter Richtung forrnuliert'vrerden. Gleichfalls kann man als der I1dc.s-
folge ./, eine Teilfolge ,/, so r.våhlen, dass die Folgen g, uncL rp, ,,,p,it,1 :
It(;r-,ie^)+Kie^, i €..Ir, gegen ge.wisse Grenzabbilcilur[Jen g uncl !,
fu-gleichmåssig iu Rn konvergieren. Nach Lemma T ist p,(a) : 1g*,, .

yt,,{,:x) .= K;tn .

Aris clem fcrlgeirclerr Hjlfss tLtz geht hervor, rlass
G(t) -'- G(Kt) cler zu-eiten Regulti.risierurlg v ]rzx-.
sprtiitsiiche Altbilrl ung f »jrn L-nenrllichen» gilt,
geu'isse f-Folee.

Lemma 8. Es gibt eine Tei,l,folge Jn uon N d,erart, dass far jed,es r € G(0)

Beuteis. Zu jeclem Ä€-I ist t],(.t:) -0, r/,,,\.r.)-0, i €.,/r, gleich-
nrässig in cler abgesciilossenen Hiiile r-on B,- 1(Å) : {y € -8" I i ly , < kl .

Wir können also eine Zahl i*€J, so .wählen, class

clie Gruncleigensch:r"f t
IP å}r-rch ftir dic ur-

ntinclestens ftir eine

','t? tx) I irp'l r,*) i

1

=-'- 
k

I
ln)
fL

iL B-r(k) gilt. Fiir i6 .ivählen rvir ferner ein solches jt"e Jr, dass

1111d

fiir a- e S"-fi1 .

Setzen wfu Jn: $rljn) , *o gehört ein beliebiges r € G(0) zu jedem
B(k) , k € "In , falls k > l"l ist. Die erste Behauptung von Lemma 8
ergibt sich aus der fiir jedes r € C(0) bestehenden Beziehung

I
<-

k

I
--?=\7

,n
ttu
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f@ | (ir, t jfie,,) - K(ix * j*)e"

-= r((" ""' :i;;: -::r:'- ,i::'n',::: ,*,ill,' 
i"e") - Iii&"

Die anclere Behauptung folgt entspreciretrd rr-rts cler Gleichheit

f(" -- (it I j*)e^) 1 Ä(ir t jr)." '- r1-ir';t: -- iir',,) -- h(r - ir,e*) + V'(*) .

Bttwei; uon Satz 4. Wir zeig-etr ztierst, rlitsrr

I rt,trl" - t),,f,,\,)')rttrt\.,') : tt .

J

Es sei o;(.r) clie grössere tlel Zahlt'rr g;i,\.,') , E;.itr,) unrl i7r(3,r) clie gr'össere

dt-'r Za,hlen

(10) max {;gj(a:) ' P,,{.f (u I ie")) : Y}

(I1) rnin,{lr,i(ri:) 'P,,(,f(:r -.i0,,)): y}.

\trrie irn Berveis von Lernmt I eriri.li t-tririr

{ trr: - !or(.r:))'rLx,,,.,(.,:) 
= 

(li)'-' 
J" ,rr,,r,,*.rr,'tliii(.t')

z(-j, i)/,(,»

< (2i)"-' 
,(,J .tnu"rnr(.,') 

:-- (2Kj)"-"ru(fz(-,i ,.il),

w,(fZ(- i,i)) < [ pr; L 2t7/y))ct»t(u) .

,d,

Hieraus folgt

0 < [ 6,611" -'.D,,I^(x),')cln(r) <2]\^-t It1/fiL"t,,-riy)
Jt,.t-ttrn\--tt,--JtJ'utz(-i,il c(0)

- i t-t)-(;) Ii^^hl2i)-r" [ (2o1(t'))ktiit,,-r(.,) 'r-:r \tr/ ,d
\trrirzeigennun,dass 1r:lr,lrl:(),i 

€./*, fiir jecles yeGQ) gilt.

Sei y € G(0) und (ni) die;enige Folge in G(0), fiir rvelche \g!,("i)l gleich

(10) ist. Man rvåhle peAG$), v'obei also gi(p) :p ' Nach Våisålä [6],
Theorem 18.1, ist i*i - p] beschränkt, und daher gehört jedes nj zu

n'uhei
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einem festen B-'(k). Aus cler gleichmässigen Konvergenz gt"(r) --> 0

in B"-I(/r) folgt, dass auch (I0) fiir j:cp gegen Null st'rebt. Dasselbe

gilt auch fiir (1I), claher ist limrtt(y):0, i e Ja.

J {tr@Y - ',D^,f^(r') ")tltn(r) - g 
.

Z

Hieraus folgt, dass \(r) : lD"f"(r)l und also Dsf,.:= 0 , Å' : I , ,

n - L, fast iiberall in Z ist. Aus der Bemerkung nach Lemma 7 folgt
ferner, dass / jede Scheibe G(t) aff G(Kt) abbildet. l)aher isb -Ly(ar) :
D,f.(r):K fiir jedes r€2, undfiirfastalle ye{}(0) istalsodie
Långe des /-Bildes jeder Strecke {y + te" I a !. t ( b} gleich K(b - a) .

Hierbei gilt also I'"(f(a 4 ae")) : P"(f(y + be")) und lt-egen der Stetigkeit
von / sogar ftir alle y € G(0) , Iv&s bedeutet,, class ilie .t',-Geraden auf
r,-Geraclen tibergehen' [ichliesslich ist or('r') : I f ist iilrerall in G(0) ,

vgl. Bemerkung nach Lemtna 5. Somit ist Satz 4 beu'iesen.

Durclr das folgencle gsi-*piel rrircl gezeigt, dass in dern l"all l{o(f) : I{"- t

clie extrcmale AbbilclLrng / heine Affine zu sein braucht. Das Beispiel ist
fiir den tr'all n :3 konstruiert.

Da o1{*:)<d,\;{y)

aile xeG(0) ,'!J €G(0)
Yerqenz,ga,tz

Beispiel. Es sei Z :--
l&rir definieren zrirliichst
rlie in Polarlioordiuaten

j-roo

Scl und .lirno';(i;) -_limTi{!J)-0, ieJu, fiir'
J -+co J -->./)

ist, erhåit nlan n&ch cienr I,elissg:Ltescherl Kq:)n-

r:: jl*(O, 1) ist.
:E_>B ctrure:h

8 :< -81 ein Zvliwc\er, bei q-:Lein ii
eine differenzier'I:are Åb]:ilcltitts ?t'

iinqegeb eue GleicirtlilY^
(tt

i+, - V -; I i' .

Bezeichnetm&I1 z:ru * iy,sogilt w(z):?, f.it z€08 uncl ./(z,w):I
flär z € B , rrie leicht ersichtlich ist. Aus

w(z) : 
"i""-iizl

erhålt man fiir ilie Ab]eitung in die Richtung a im Punkte z e B\{0}

gieich

t,)l 
It*ll

9 "r\i ru )

LL1,(zle-zi"l : i t

ist srlp {i0 *tt,(z)i \ z € B

{E+1
K

u-: KZ - qurr,sikonform .
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\Vir definiel'erl mlrl clie Abbildung J : Z -> Z durch rlie Gleichung

f(rr, n:r, rua) : (wr(rr, rr) , u,r(rr, rr) , Kxu) ,

in der .r.:, uncl i.1:, die reellen bzw. a, uncl err, die irnaginåreu Teile von
e urrd zu sind.Nach J(a,u):1 ist /(;u,J):K undalso Ko$):K",
aberrvegen del r-Konstruktion ist / keiire Affine.

Wir betrachteir noch den Fall I{r(J1 - Ii .

Satz 5. Gilt I\Åf): I{ , so ist f clie rlurclt rlie Gleichlte'it (1) defini,erte

Affine uon Z .

Bewei,s. Nach Sabz 3 und der Ungleichung Ko{fl := Kr(f)"-' ist Ko$) :
K"-1 und Satz 4 also giiltig. Es sei r ein regulärer Punkt von Z, in dem
claztt oy(P,,r) : L ist. Bezeichnet, man clie Hauptachsenableitungen im
Punkte r mit ir:D"f.(r):K, )ur,...,)un, rvobei )q}:...2),n,
so ist u-egen ).: . . . ).": L

)',<1,
also gilt nach Ii - it: 2J., . . . )." < li)],:

i," -- 7

Daher ist i.t : ).t - ).o: 1, da ),r... ),*: 1 .

tr'iir fast jecles d clefiniert / also eine konforme Querschnittabbildung
h,: G(t)'-->G(Kt). tr\regen cler Ranclbeclinqturg (1) ist h, eine itlentische
Abbildung, uncl nach seiner Stetigkeit fällt / mit cler Affine

f(rr,, . ., fr,) : (tr, . . ., i-:,-r, Ii;r',)

zusaml1ren.

Math. Inst. der Universität,
Helsinki, Finnland

Anr:. Acacl. Sci. Ilennicae
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