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EINE VERSCHARFUNG DES KOEBESCHEN
VIERTELSATZES FUR QUASIKONFORM
FORTSETZBARE ABBILDUNGEN

REINER KUHNAU

1. Einleitung und Resultate

Es sei S(Q) die Klasse der in z =0 durch w(z) = z+ az?+ ...
normierten schlichten konformen Abbildungen w = w(z) von |[z| <1,
die sich zu einer stetigen schlichten @-quasikonformen Abbildung der Voll-
kugel mit w(co) = oo fortsetzen lassen. Entsprechend bestehe die Klasse
(@) aus allen in z = co durch w(z) = z + 4,271 + ... hydrodynamisch
normierten schlichten konformen Abbildungen von |z| > 1, die sich zu
einer stetigen schlichten -quasikonformen Abbildung der Vollebene fort-
setzen lassen. Fiir diese Klassen wurden jingst in [1], [3], [6—18] mit
verschiedenen Methoden spezielle Extremalprobleme betrachtet.

In [15] wurde dabei eine allgemeine Strukturformel fiir die durch qua-
dratische Differentiale charakterisierten Extremalfunktionen aufgestellt,
die bei Extremalproblemen vom Grétzsch—Teichmiillerschen Typ in diesen
Klassen auftreten. Die Triachtigkeit dieser Strukturformel soll jetzt hier
an einem Beispiel erliutert werden. Unter Verwendung der gebrauchlichen
Bezeichnungen C fiir die Eulersche Konstante (C = 0.577...) und I
und y fiir die Eulersche Gamma- bzw. Psifunktion (y = I"'/I') sowie der
Abkiirzung ¢ = (@ — 1)/(@ + 1) werden wir folgende Verschirfung des
Koebeschen Viertelsatzes beweisen.

Satz 1. Fir jede Abbildung aus S(Q) liegt das Bild von [|z| =1 in
dem Kreisring

(1) mQ) < Jw| < M@),

wo

(2) m(Q) = exp{—2C —6log2 — 2y (271 — (27)"! arc cos ¢) — n @},
(8) M(Q) = exp{—2C — 6log 2 — 2y ((2n)! arc cos q) — 7 Q}} .
Ungleichung (1) ist scharf.
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Extremalfunktionen nebst anderen Darstellungen fiir m(Q) und M(Q)
werden sich aus dem Beweis ergeben.
Fiir kleine Werte von ¢ bestehen die asymptotischen Darstellungen

(4) m@) = 1—8/7)Gq+q*Plg),
(5) M@ =1+ (8/n)Gq+q¢* D),
wo G = 0.915 ... die Catalansche Konstante ist und 9 eine Potenzreihe

bezeichnet. Fiir kleine Werte von 1—g¢ (d. h. grofe Werte von @) gilt

(6) m@) = 7 (1 + (1—9) P((1—9)}),

|

(7) M(@Q) = exp {7 2H(1—q)7 + P((1—g)})} .

Die Darstellungen (4) und (5) wurden schon von S. L. Kruskal’ [5], [6]
angegeben; vgl. auch die Verallgemeinerung von Lehto [18]. In (6) steckt
fiir ¢ — oo der klassische Koebesche Viertelsatz.

Mit Satz 1 hingt eng zusammen der folgende

Satz 2. Fur die Abbildungen w = w(z) der Klasse X(Q) gilt die scharfe
Abschitzung

(8) 2M@Q)F < |lw(l) —w(—1)| < 2m(Q)*.

Durch lineare Transformation flielit hieraus weiter der
Satz 3. Fir die schlichten konformen Abbildungen W = W(Z) wvon
ImZ > 0, die sich zu einer stetigen schlichten Q-quasikonformen Abbildung
der Vollebene (mit co — oo) fortsetzen lassen, gilt bei Im Z > 0 die scharfe
Abschitzung
W'(Z)

) M@ = | D) gy yRezy| = @7

2. Die Strukturformel

Der Beweis der genannten Satze stiitzt sich wesentlich auf die folgende
Strukturformel, die in [15] angegeben wurde. Sei dazu zunichst w = w(z)
allgemein eine stetige schlichte Abbildung der Vollkugel auf sich mit
w(oo) = oo, die fir |z| > 1 konform ist und die in |z| << 1 gelegenen in-
finitesimalen Kreise in infinitesimale Ellipsen des Achsenverhiltnisses
@ > 1 transformiert, wobei in Richtung der groBlen Achsen Q(w)dw? > 0
sel mit einer vorgegebenen rationalen Funktion Q(w). Dann gilt
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F(z) fir |z > 1,

(10) [ (Qw)dw = 1 G + g COE] e 1 1,

mit

1) F(z) = —(1—¢3)~t [ ki sin [ dz,
G(z) = f htcos Idz,

und

I(z) = (1—q?)} J (k/h) dz .

Hier sind % und k2 (in [15] niher charakterisierte) rationale Funktionen,
fiir die z2h bzw. 23k auf |z| = 1 reell ist. Dazu soll noch eine ergénzende
Relation angegeben werden, die sich aus der Ubereinstimmung der beiden
in (10) stehenden Ausdriicke fiir |z| = 1 ergibt. Zu diesem Zweck setzen
wir z — e’t und differenzieren die so entstehende Gleichung nach ¢, was zu

(1—¢?isin [ = +cos I —qecos I, 2| =1,

fithrt. Hierbei steht das obere Zeichen bei z2h > 0, das untere Zeichen
bei 22k < 0. Trennung dieser Gleichung in Real- und Imaginarteil fiihrt
(iiber die Anwendung von Additionstheoremen) aut

(1—¢2)tsin(Re I) = +cos(Re I) — ¢ cos(Re 1),
(1—g2)! cos(Re I) = +sin(Re I) + gsin(Re 1) .

Letztere beide Gleichungen sind ersichtlich dquivalent und liefern die
gesuchte Gleichung

(12) — +cos(2 Re I(z)), | =1,

mit der genannten Vorzeichenregelung.

3. Beweise der Siitze 1—3

Satz 1 folgt in bekannter Weise nach Stiirzung und einer Quadratwurzel-
operation aus Satz 2. Satz 3 folgt aus Satz 2 durch lineare Transtormation
von |z| > 1 in die obere Halbebene, wobei z=oo in Z, z=1 in oo
und z = —1 in Re Z iibergeht, und lineare Transformation der w-Ebene,
wobei w(1) in oo iibergeht. Deshalb konnen wir uns im folgenden auf den
Beweis von Satz 2 konzentrieren.

Betrachten wir dazu also in der Klasse X() die Extremalprobleme, das
Minimum bzw. Maximum von |w(1) — w(—1)| zu bestimmen. Nach den
allgemeinen Bemerkungen am Anfange von [7] ist die Extremalfunktion
hierzu jeweils eindeutig bestimmt und von der Art, wie oben am Anfange
von § 2 beschrieben. Im hier vorliegenden Falle ist
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(13) Qw) dw? = +dw?/(w? — w?), w, =w(l)=—w(—1)>0,

da sich dieses quadratische Differential nach H. Grétzsch (vgl. die Dar-
stellung in [4, Chapter VI]) auch bei konformen Abbildungen einstellt.
Hierbei steht — wie auch im folgenden stets — das obere Zeichen im Falle
des Minimumproblems, das untere Zeichen im Falle des Maximumproblems.
Wegen

(14) J' (w? — w})~idw = ar cosh(w/w,) + const = log w + P (1/w)

ergibt sich aus (10) und der Normierung unserer Abbildung in z = oo dort
der Entwicklungstypus F(z) = (41)tlog z + P(1)z), F'(z) = (£ 1)}/

2+, F'z) = —(L£1)¥24 ..., F'%) = 41224+ ..., Gz) =
P(1z), G'(z) = P(12)[z2, G"(z) = P(1/z)/z®, also nach [15] (Formel (6))
(156)  2%h = 4+ (1—¢q?) + ..., 2% = P(1/2)[/z2  mit P(0) # 0.

Nach Formel (12) in [15] folgt daraus die Darstellung
2%h = @ By(z+1)/(z—1) + ¢ By(z—1)/(z+1) + D,

By, B,, D reelle Konstanten. Vergleich mit (15) zeigt, dass 4+ (1 —q? =
i(By+B,y) + D ist,also B+ B, =0, D = 4 (1—¢?% . Damit landen
wir bei

2%h = 4+ (1—q?) + 1 B, 4z2/(z2—1),

was weiter B, = 0 nach sich zieht, da A nach (6) in [15] gerade sein muB.
Wir haben somit

(16) 2h = £ (1—¢%) .

Nach Formel (14) in [15] folgt nun weiter in Beriicksichtigung der
Entwicklung (15)

2%k = A 24z —1)"%z41)4

= P

(e—k) (1—k2)fz, A>0, [k >1.

Hier miissen beide Stellen k&, auf dem Einheitskreis liegen, da andernfalls
ein Widerspruch dazu folgt, daBl %(z) eine gerade und (nach [15]) auch ein-
deutige Funktion ist. Das bedeutet weiter k, = —k, und |k,| =1, also

2%2 = — A k] 2222 —k3)2[(22— 1),
2 = (= Ay (2 — B2~ 1)2
Fiir positiv reelle z sind F’ und F” imaginiar, G" und G" reell, also

ist k(z) imaginar, so dafl auch der Parameter k, reell sein muB und z.B. =
+1 gesetzt werden kann. Dies liefert dann endgiiltig
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(17) () = (— A2 —1).
Setzt man dies und (16) in (11) ein, so kommt
(18) F(z) = —(+ 1)t J' z7lsin(i ¢ log((z—1)/(z+ 1)) + const)dz, ¢ > 0.

Der Vergleich mit der oben nach (14) angegebenen Entwicklung von F in
Umgebung von =z = oo liefert fiir die in (18) auftretende Konstante
sin(const) = 41, const = x/2 + nw (n ganzzahlig). Demnach ist bei
geeigneter Zweigwahl der Quadratwurzel

F(z) = — (£ 1)} [ 21 cos(i ¢ log((z — 1)/(z+1))) dz =
= —(£1/4) [2(e—1)° (z+1)=° + (24+1)° (z—1)~] dz,
G(2) = (£ (1—g*)} [ z7tsin(i ¢ log((z—1)/(z+1))) dz =
= (£ (1—g2)/4)} [ 2 (z—1)* (z4+1)"° — (z+1)° (z—1)~]dz .
Fir |z| > 1 ist also nach (10) und (14) die gesuchte Extremalfunktion

w(z) = w, cosh (—;« f 1 (z—=1) (z+1)"° + (z+1)° (z—1)~] dz) .

Hier lautet die Entwicklung in z = oo

1
w(z) = wy cosh(logz + B + ...) = - wefz + DP(1/z).

2
Das gestattet den Koetfizientenvergleich
(19) w; = 2e7F
mit
1
(20) E = 5 f 2 (z—=1)° (z4+ 1)~ + (z+ 1) (z—1)"° — 2] dz

1
(zu integrieren etwa liangs der positiven reellen Achse). Damit hitten wir
eine mogliche Darstellung der Schranken in (8), d. h. fiir m(Q) und M (Q)
gefunden, nachdem noch der (unten unter (22), (23) angegebene) Wert fiir
¢ eingesetzt worden ist. Man erhilt noch die Gestalt (2) bzw. (3), indem man
in (20) die Substitution ¢t = (z—1)/(z+ 1) austihrt (vgl. z.B. [2]):

E = [(t°+t°—2)(1 —2)1dt =

N = @

1) [v(1/2) — w((1+¢)/2) + w(1/2) — p((1—¢)/2)] =

= p(1/2) — 5 [P +0)/2) + p((1—0)/2)] =

= —C —log 4 — p((1—c)/2) — (7/2) tg(mc[2) .
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Der Wert fiir ¢ ergibt sich aus (12):
(22) ¢ = 1— (1/n)arccosgq im Falle des Minimumproblems,
(23) ¢ = (1/m)arccosq im Falle des Maximumproblems

(um zu dieser Zweigfestlegung bei arc cos zu kommen, verwendet man die
Konvergenz in (21) oder einen der Grenzfille ¢ = 0 bzw. ¢ = 1) . Nachdem
s0 (2) und (3) gefunden sind, erhalt man leicht auch (nach einigen Rechnungen
z.B. nach [2]) die angegebenen asymptotischen Entwicklungen.

4. Zusatzbemerkungen

Es laBt sich nun auch leicht der genaue Wertebereich der Grife
log (w(1) — w(—1)) in der Klasse X(Q) bzw. der Grofle logw(l) in der
Klasse S(@) angeben. Nach den einleitenden Bemerkungen in [7] ist
namlich wie im konformen Falle bei H. Grotzsch (vgl. z.B. die Darstellung
in [4, Chapter VI]) dieser genaue Wertebereich eine abgeschlossene Kreis-
scheibe, tiir die in Satz 2 bzw. 1 Diametralpunkte bestimmt worden sind.

Weiter kann man im Anschlufl an obige Untersuchungen in der Klasse
2(Q) auch das zu Satz 2 analoge Extremalproblem min |w(z,) — w(z,)|
bzw. max |w(z,) — w(z,)| betrachten, wenn 2z, und =z, irgendwelche
Punkte auf |z| = 1 sind. (Fiir beliebige Punkte z; und z, in der z-Ebene
ist auch eine Behandlung mit der Strukturformel von [15] méglich, was
aber einen ganz erheblich gréBeren Formelaufwand erfordert.) So laBt
sich auch diskutieren, welches der grofite Wert fiir den anfallenden Maximal-
wert ist. Das liefert also in der Klasse X(@) das Maximum des Durch-
messers des Bildes von |z| = 1. (Dieses Maximum ist vermutlich gleich
der rechten Seite von (8).) Durch eine Stiirzung entsteht dann auch die
Losung der Aufgabe, das Funktional min, - |w(z)| am kleinsten zu machen
in der Klasse der Abbildungen von S, die eine @-quasikonforme Fort-
setzung gestatten. (Der Unterschied zum Extremalproblem entsprechend
dem linken Teile der Ungleichung (1) besteht im Wegtfallen der Bedingung
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