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UBER DIE VERBANDCHARAKTERISIERUNG
EINIGER NICHTENTARTETER FORMEN

JUKKA SARANEN

Es ist bekannt, daB in einem Hilbertraum eine Orthogonalab-
bildung M — M! im Verband aller Teilrdiume mit den Bedingungen
a) MCN = NLC ML, b) Mt =M, ¢) M n M+ = (0) durch das
Skalarprodukt definiert wird.

Umgekehrt zeigten Kakutani und Mackey [5]—[6], da} unter einigen
Dimensionsbeschrinkungen jede solche Abbildung im Verband aller Teil-
riume eines Banachraumes als eine Orthogonalabbildung eines Hilbertschen
Skalarprodukts so dargestellt werden kann, dal} die entsprechende
Hilbertsche Norm mit der urspriinglichen Norm aquivalent ist.

In dieser Arbeit wird bewiesen: Verzichtet man auf die fiir die Definit-
heit wesentliche Bedingung c¢), so erhalt man dennoch ein geeignetes
Skalarprodukt. AuBerdem wird das Resultat von Kakutani und Mackey
auf Pontrjaginsche Raume verallgemeinert.

Entsprechende Aussagen fiir eine Algebrainvolution sind von Bognar
[1] und dem Verfasser [7] hergeleitet worden.

Sei X ein Vektorraum iiber dem Korper K; K sei R oder C. Kine
Abbildung b: X x X — K heilt nichtentartete symmetrische Bilinearform,
falls

(1) bx,y) = 0 firalle y = o =0,
(2) bly ,2) = bz, y),
2 2 2
(3) b< o X, > ﬁjyi> = 2 o p;b,y;).
i=1 i=1 Q=1

Eine Abbildung b: X x X — K, die (1) und (3) erfiillt, heif}t nichtentartete
schiefsymmetrische Bilinearform, falls an Stelle von (2) die Relation

(4) bly,x) = —blx,y)

tritt.  Kine Abbildung b: X x X — K heillt nichtentartete hermitesche
Sesquilinearform, wenn (1) und die Bedingungen

doi:10.5186/aasfm.1975.0119


Mika
Typewritten text
doi:10.5186/aasfm.1975.0119


86 JUKKA SARANEN

(5) b(y ) = b(x, Y) s

= 2 aiﬁjb(xi f!/j)a
i,7=1

erfiillt sind. Jeden dieser drei Typen nennen wir der Kiirze halber Skalar-
produkt.

Das Skalarprodukt b eines normierten Raumes (X ,| -||) heilit be-
schrdnkt, falls mit einer Konstante » > 0
(7) b, y)| = v 2]yl
fir alle x ,y € X gilt. Die Norm || - || majorisiert dann das Skalarprodulkt.

Alle Normen die in einem Vektorraum X eine Banachraumtopologie
definieren und ein gegebenes Skalarprodukt majorisieren, sind dquivalent
(vgl. [2], S. 63, Theorem 3.3; die Form da ist sesquilinear und hermitesch).
Die durch ein beschrinktes Skalarprodukt & definierten Zuordnungen
x—b(x,y) sind stetige lineare Funktionale.

LaBt sich jedes stetige lineare Funktional f durch das Skalarprodukt
b so darstellen, daf3

(8) f@) = b(x,z) fir alle xeX

mit einem Element z e X gilt, dann ist die Norm | | kompatibel mit
dem Skalarprodukt b .

Sei & der Verband aller Teilrdume also aller abgeschlossenen linearen
Mannigfaltigkeiten des normierten Raumes X und sei b ein beschrianktes
Skalarprodukt von X . Dann definiert b fiir alle M € % ein Orthogonal-
komplement Mle % :

(9) M = {zeX|bx,y)=0,Vyell}.

Die Zuordnung M — M* ist die durch b definierte Orthogonalabbildung.

Satz 1. Die durch ein beschrinktes Skalarprodukt b eines normierten
Raumes X definierte Orthogonalabbildung M — M* in ¥ hat die Eigen-
schaften a) M CN = NLC M-, b) M C ML, Die gegebene Norm
|+ st kompatibel mit dem Skalarprodukt b genaw dann, wenn M = M+
fur alle M e % gilt.

Beweis. Die Eigenschaften a) und b) folgen direkt aus der Definition.
Ferner folgt M = M fir M €% aus der Kompatibilitat (vgl. [2], S. 68,
Theorem 6.1). Sei umgekehrt M = M*: fiir alle M € ¥ . Dann ist die
Abbildung M — M* bijektiv in % . Unter der Annahme dim X = 2
(die tibrigen Falle sind trivial) sind die maximalen echten Teilrdume von
X genau die Riaume der Art [2]t, 0. Ist f= 0 ein beschrinktes
lineares Funktional des Raumes X, so gilt fiir seinen Kern N(f): N(f) =
[®o]* mit einem Vektor z, # 0. Aus der direkten Summe X = [e] + [z,]!,
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fle)y = 1, erhdlt man fiir die Zerlegung « = e + m, me[x]t, die
Relation  b(x, x)) = Ab(e, ), woraus wegen der Nichtentartetheit

ble,a,) = 0 gilt. Wahle u = [b(e, x,)] ", dann ergibt sich
f@) = 2 = Able,pxy) = b(Ae +m,uxy) = b(w,uz,),

was die Kompatibilitat zeigt.

Satz 2. Hsset (X,||]||) ein Banachraum iiber dem Kérper K mait
Dimensionsbeschrinkungen dim X >3 fir K=R und dim X =« fir
K = C . Falls im Verband £ aller Teilrdume des Raoumes X eine Zu-
ordnung M — M’ mit den Higenschaften a) M CN = N CM",
b) M'" = M gegeben ist, so existierl im Raum X ein beschrinktes Skalar-
produkt, das diese Zuordnung als Orthogonalabbildung besilzt und mit dem
die Norm || -|| kompatibel vst.

Beweis. Sei X* der Banachraum der beschriankten linearen Funktionale
des Raumes X . Unter den gegebenen Dimensionsbeschrankungen gibt es
eine bijektive lineare oder antilineare Abbildung 7': X — X* derart, daf3
T(M) = (M")° ) fiir alle eindimensionalen M €% gilt ([6], Beweis von
Theorem 1). Entsprechend ist die Form b(v,y) = T(y)(x) bilinear oder
sesquilinear. Aus der Relation [7'(x)] = ([«])° folgt [2]" = ([«]")°° =
[T()]°. Fiir das Orthogonalkomplement gilt dann

MY = {2|Ty)@) =0, VyeM} = n{[TWI°| yeM}
= n{lyl'lyed} = M.

Bedingung (1) ist eine Folgerung aus der Relation X’ = (0), die mit Hilfe
der Bedingungen a) und b) leicht zu verizifieren ist. Wie in [5] und [6]
verwenden wir die Relation b(y,x) = 0 < b(x,y) = 0. Sie folgt aus
der Kette

Ty)(x) = 0 < [T()] C [x]° < ([y]')° C [«]°
< ([#])° C[y)° = T@)(y) =0.

A. Die Form b sei bilinear. Wir zeigen, dafl sie dann symmetrisch
oder schiefsymmetrisch ist.

Al. Wenn [2] C [z]', wenn also b(x,x) = 0 fir alle 2 gilt, so folgt
die Schiefsymmetrie aus bz + y,x + y) = 0.

AII. Wenn ein Vektor z,+ 0 mit [2] N [%] = (0), das heilit
mit b(x, , x,) F 0 existiert, so ist die Form b symmetrisch. Die Betrach-
tung redusiert sich auf die folgenden Faille:

1) Aus b(x,y) = 0 folgt b(y,x) = 0.

) M° = {feX*| f(x) =0,VaeeM} fir MCX, M+0,

8% = {weX| flo) =0,V fel} fir SCX*, S+0.
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2) Nimmt man b(x,y) =+ 0, b(x,z) =+ 0 an, so gibt es eine Konstante
A mit b(x,y) + Abx,x) = 0, also b,y + Az) = 0. Man erhilt
bly + 22 ,2) =0 und daraus b(y,x) + Ab(x,x) = 0. Daher ist
bly ,x) = bx,y).

3) Aus der Annahme b(x,y) £ 0, bx,x) = bly,y) =0, b(x,,y) 0
folgt die Existenz einer Konstante 1 mit b(z, y) + Zb(xo, y) = 0,
also  b(x + Axy,y) = 0. Daraus ergibt sich b(y,z) + Aby,x,) =
bly,» + Axy) = 0. Andererseits gilt wegen 2) b(z,,y) = b(y,x,) und
damit auch by, z) = bz, y) .

4)  Die Maoglichkeit bx,y)*+ 0, blx,x) =0by,y) = blxy,y) =
b(zy, x) = 0 fihrt auf die Kette: b(vc y) + A b(x, )=O.>b( Y+ )
+ Ab(xo:?/ + ) =0 = blx+ Az, y + x) = 0 = by, ) + lb(ro:xo)
= by + xy,x + Axy) = 0. Auch hier folgt by, x) = bz, ).

B. Sei K= C und die Form & sei sesquilinear. Wir beweisen die
Existenz einer Konstante 4 # 0 derart, dafi b, = 20 hermitesch ist.

Es gibt einen Vektor =z, mit der Eigenschaft b(z,, x,) # 0, denn falls
b(z,z) fir alle z verschwindet, folgern wir aus b(x + y,x + y) =
bx + vy, x4+ 1y) =0 die Relationen b(x,y) = — b(y,2), b(x,y) =
b(y, «) . Dann verschwindet die Form & identisch im Widerspruch zu (1).
Wir wihlen eine Konstante 4 so, daf} fiir die Form b; = 25 die Gleichung
bi(xy, ) = 1 gilt. Es zeigt sich, dall by(x, ) dann immer reell ist.
Nimmt man Im b,(y, %) # 0 an, so kann man eine Zahl &+ 0 derart
wiahlen, dafl Im (by(y,2) + by(z, 2g)) = 0 mit z = &y ist. Dies folgt aus

20 Im(by(xg, Ey) + bi(E Y, %))
= &by, x) — bi(%g, ¥) + & (by(xg, y) — by, x))
20 TmE (by(y , @) — byl 9))-

Ferner wahlen wir eine Konstante 7+ 0 mit

bixg + 12,20 + T2)
= by(xg, ) + Tby(2,2) + T0y(%g,2) + 72by(z,2) = 0.

Aus dieser und aus by(x, + 72,2, + 72) = 0 erhalt man die Relationen

by(wg, @) + Thy(2, %) + Thy(%,2) + 72by(2,2) = O,
by(wy, %) + T by(2, %) + Thy(wy,2) + T2by(2,2) = 0,
die wegen 7 # 0 auf den Widerspruch Im b,(z,z) = 0 fithren.

Aus

b +y,xz+y) = biw,2) + 0@, y) + by, x) + by, y),
bl +iy,x+iy) = bilr,x) — b, y) + 10y, ®) + bi(y,y)
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folgern wir

20(x,y) =

b +y,x+y) +ibe+iy,x+iy — (1+)[bx,x)+ b(y.y)l,
20,(y , ) =

b +y. o +y) —ib@+iy, e+ iy — (L= b, )+ by, yl

und hieraus die Relation b(y,2) = bl({,igi/)_
Nach Satz 1 geniigt es die Beschranktheit der Form b zu beweisen.
Falls 2,0 und 7 a,-—fe X*, erhalten wir

@) = lim [T(x,)(x)] = lim [b(x,2,)] = lim [b(x,, »)|
= lim [T(x)(x,)] = 0.

Weil die Raume X und X* vollstindig sind, folgt die Stetigkeit von 7'
aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen. Dann gilt

b, ) = [Ty @) = 7]yl -

Folgerung. Mit den Annahmen des obigen Satzes gelten: Ist
[x] C[x] fiir alle x, so kann man das Skalarprodukt bilinear und schief-
symmetrisch wihlen. Falls ein Vektor xy+ 0 mit [x)] N [2] = (0)
existiert, unterscheiden wir die folgenden Félle:

K = R. Das Skalarprodukt kann bilinear und symmetrisch gewahlt
werden.

K = C. Das Skalarprodukt kann sesquilinear und hermitesch gewahlt
werden genau dann, wenn ein zweidimensionaler Teilraum M von X so
existiert, daBl [x] N [#] = (0) fiir alle @ € M ist. Wenn diese Bedingung
nicht erfiillt ist, kann man das Skalarprodukt bilinear und symmetrisch
wiahlen.

Beweis. Die Behauptung im reellen Fall folgt direkt aus dem Beweis
von Satz 2. Sei K = C und b ein sesquilineares hermitesches Skalar-
produkt in  X. Wir wahlen einen endlichdimensionalen nichtentarteten
Teilraum L mit dim L >3 (vgl. [3], S. 305, Lemma 2.1; das analoge
Resultat gilt auch in diesem Fall). Dann besitzt L eine direkte und
orthogonale Zerlegung L = L, & L_, wobei L, bzw. L_ ein positiver
bzw. negativer Teilraum ist. Insbesondere existiert ein zweidimensionaler
positiver oder negativer Teilraum 3/ von X , und fiir einen solchen ist
[x] N [x]" = (0) fiir alleax € M . Ist dagegen b bilinear und symmetrisch
und ist {x,y} linear unabhingig mit b(x,x) * 0, b(y , y) + 0, dann gibt
es eine Konstante 1, so daB b(x + Ay,x + Ay) = b(x,x) + 24b(x,y)
+ 22b(y ,y) verschwindet. Also gilt fur die Orthogonalabbildung
[v + 2yl nfr + Ayl *+0.
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Ein sesquilineares hermitesches Skalarprodukt & des Vektorraumes
X heil3t zerlegbar, wenn es eine orthogonale Zerlegung
(10) X = X, 0X_

in eine positive und eine negative lineare Mannigfaltigkeit X, hzw.
X_ gibt. Das zerlegbare Skalarprodukt b hat einen finiten Rang k,
der Indefinitheit, k = 0,1,2,.., wenn fir eine Zerlegung (10) (und dann
auch fiir alle anderen Zerlegungen) die Relation min { dim X, , dim X_} =
k gilt. Falls das Skalarprodukt b zerlegbar ist, und falls fiir wenigstens
eine Zerlegung (10) die Raume (X, ,5[X ), (X_, — b|X_) Hilbertriume
sind, heift (X, 0) ein #-Raum. Sind dann P, , P_ die zur Zerlegung (10)
gehorenden Projektoren, und ist J = P, — P_,soist (v, y) = b(J v, )
ein Hilbertsches Skalarprodukt in X, und die zugehorige Norm (eine
natiirliche Norm) majorisiert das Skalarprodukt b . Ist (X, b) ein #-Raum
und hat auflerdem die Form b einen finiten Rang % der Indefinitheit, so
heiBt (X', b) ein k-indefiniter Pontrjaginscher Raum. Zur Theorie der
J-Raume und Pontrjaginsche Rédume siehe zum Beispiel Literaturver-
zeichnis in [2].

Das folgende Lemma wird etwas allgemeiner formuliert als eigentlich
notig fiir unsere Zwecke,

Lemma 3. Sei (X, ]) ein Banachraum dessen Norm mit einem
zerlegbaren beschrdinkten Skalarprodukt b kompatibel ist. Fir alle Zerle-
gungen X = X, & X_ sind die Riume (X, ,b|X ) und (X_, — b|X_)
vollstimdig.  Insbesondere ist (X ,b) ein  F-Raum, dessen natiirliche
Normen mit || - || dquivalent sind.

Beweis. Wenn X die AbschlieBung von X bezeichnet, gilt X b =
X, o (X, nX_). Aus der Beschrankheit von & folgt, daB b(x,x) >0
fir alle € X, gilt, und folglich X, n X_ = (0) ist. Daher sind X,
und ebenfalls X_  abgeschlossen. Weil X vollstindig ist, sind die zur
Zerlegung X = X, @ X_ gehorenden Projektoren P, und P_ stetig,
also definiert (v,y) =b(Ja,y), J =P, — P_, ein positiv definites
Skalarprodukt, so dafB3 fiir die entsprechende Norm |- | die Relation
lw| <yl gilt. Es gibt aber auch ein f >0 mit [x| =g || ; denn
andernfalls gibe es eine beschrinkte Folge |z, mit |jz,/— o0 . Wegen
der Kompatibilitit definiert die Gleichung S(y)(x) = b(x, y) eine bijektive
antilineare und in beiden Richtungen stetige Zuordnung S: X — X* .
Dann gilt  [|S(z,)]| — o0 und folglich [S(z,)(y)| — oo fiir wenigstens
einen Vektor y. Man erhdlt |b(z,,y) = [S()(z,)| = |S@,)(y)| — o .
Der Widerspruch folgt aus der Relation |b(x,,y)| = |(«,, ] y) =
[z, |J y|. Aus der Aquivalenz der Normen ||-| und |-| und aus der
Vollstindigkeit von X, und X_ beziiglich der Norm | -|| erhdlt man
dann die Vollstandigkeit von (X, ,b/X,) und (X_, —b|X ).
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Lemma 4. Sei b ein bilineares symmelrisches beschrinktes Skalar-
produkt eines unendlichdimensionalen komplexen normierten Rawmes X .
Dann gibt es einen unendlichdimensionalen Teilraum M mit M C M+ .

Beweis. Es gibt einen Vektor x; mit b(x,, ;) = 0 (vgl. den Beweis
der Folgerung von Satz 2). Sei F, ein nichtentarteter endlichdimensionaler
Teilraum von X mit =z, € F, ([3], S. 305, Lemma 2.1). Dann ist X =
F,e Ft, und wenn man a, € Ff, x, 0, mit b(v,,2,) = 0 wihlt,
erhalt man b(x,,2,) =0, 1,7 = 1,2. Durch Induktion gibt es eine
Folge a;+0, i = 1,2,... mit b(x,,2) =0 firalle ¢,j. In der
von den Elementen x; aufgespannten linearen Mannigfaltigkeit N gilt
b(x,y) =0, x,yeN, und wegen der Beschrinktheit von & besteht
das auch in der abgeschlossenen Hiille M = N.

Der folgende Satz verallgemeinert das Resultat von Kakutani und
Mackey [5]—6].

Satz 5. Sei (X,|-l) ein Banachrawm iber K mit dim X =3
fir K=R und dim X = o fir K=C. Wenn im Verband & aller
Teilrdiume des Raumes X eine Zuordnung M — M' mit den Eigenschaften

a) MCN = N CM",

by M" = M

¢) es existiert xy F 0: || N (2] = (0),

d) max {dim M | M CM"} =k
fir ein k= 0,1,2, ... gegeben ist, so kann diese Zuordnung als eine
Orthogonalabbildung — dargestelll — werden, die durch ein  k-indefiniles
Pontrjaginsches Skalarprodukt erzeugt wird. Die zu diesem Skalarproduki
gehorenden natiirlichen. Normen sind mit || - || dquivalent.

Beweis. Aus den Bedingungen folgt, dall die Abbildung M - M’
als eine Orthogonalabbildung eines sesquilinearen hermiteschen be-
schrankten Skalarproduktes dargestellt werden kann; denn wegen c¢) ist
Schiefsymmetrie und im komplexen Fall ist wegen d) eine bilineare sym-
metrische Form ausgeschlossen. Aus der Bedingung d) schlieen wir
dann, daB das erhaltende Skalarprodukt einen finiten Rang £ der Indefinit-
heit hat ([1], S. 62, Lemma 2). Lemma 3 fiihrt dann den Beweis zur Ende.

Satz 5 liefert in der Tat eine Verallgemeinerung des Kakutani-
Mackeyschen Resultates, denn im Fall &k = 0 ist die Bedingung c) wegen
d) unnétig und d) ist dquivalent mit

e) M nM =(0) firalle M 2.

Die Betrachtung eines bilinearen und schiefsymmetrischen Skalar-
produktes in einem Raum gerader Dimension zeigt, dafl im allgemeinen
eine zusitzliche Bedingung aufBler den Bedingungen a), b), d) wirklich
erforderlich ist. Wenn die Dimension des Raumes ungerade ist, bendtigt
man diese Bedingung nicht, denn in einem solchen Raum gibt es kein
bilineares schiefsymmetrisches Skalarprodukt (vgl. [4], S. 160—161).
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