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Es ist bekannt, daB in einem Hilbertraum eine Orthogonalab-
bildung M ---> ML im Verband aller Teilräume mit den Bedingungen
a) MC.II +.0[1 CMr, b) ngLL: M, c) M n]l[L:(0) durch das

Skalarprodukt definiert wird.
Umgekehrt zeigten Kakutani und Mackey 15l-[6], da8 unter einigen

Dimensionsbeschränkungen jede solche Abbildung im Verband aller Teil-
råume eines Banachraumes als eine Orthogonalabbildung eines Hilbertschen
Skalarprodukts so dargestellt werden kann, da8 die entsprechende
Hilbertsche Norm mit, der urspriinglichen Norm åquivalent ist.

fn dieser Arbeit wird bewiesen: Verzichtet man auf die fiir die Definit-
heit wesentliche Bedingung c), so erhält man dennoch ein geeignetes

Skalarprodukt. AuBerdem wird das Resultat von Kakutani und Mackey
auf Pontrjaginsche Råume verallgemeinert.

Entsprechende Aussagen fiir eine Algebrainvolution sind von Bognår

lfl und dem Verfasser [7] hergeleitet worden.
Sei X ein Vektorraum iiber dem Körper K; K sei R oder C. Eine

Abbildung b : X x X-->K heiBt ni,chtentartete symmetri,sche Bi'li,nearform,
falls

b(*,?/)_ 0 fiir alle y + ffi :0,

- b(r,U),
2

:
i,i:L

: X x X -> K, die (1) und (3) erftillt, heiBt nichtentartete

B'ilinearform, falls an Stelle von (2) die Relation

(4) b(y,r): -b(r,y)
tritt. Eine Abbildung b: XxX-->K heiBt ni,chtentartete herm'itesche

Sesquil,i,nearfornl,, wenrr (t) und die Bedingungen

(1)

(2) b(y , r)

u(,i,etnt, 
,t,ptat)

(3)
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s clt i, ef s A rnm et r i s cVr, e

Mika
Typewritten text
doi:10.5186/aasfm.1975.0119



86 Juxr<e SenaxErq

(5) b(y,n) : b(",y),
/2 2 \ 2 

-(6) b( 2"nx,,2 f iUil : I a,pib(ro,y),
\i:r t:t '/ i,j:r

erfiillt sind. Jeden dieser drei Typen nennen wir der Kiirze halber Blmlar-
prod,ulct.

Das Skalarprodukt ö eines normierten Raumes (X, li 'll) hei8t öe-

schrd,nkt, falls mit einer Konstante y ) 0

(7) lb(r , a)l < z llrll llyll

fiir alle n,A e X gilt. Die Norm ll'll rnajoris'iert dann dasSkalarprodukt.
Alle Normen die in einem Vektorraum X eine Banachraumtopologie
definieren und ein gegebenes Skalarprodukt rnajorisieren, sind äquivalent
(vgl. [2], S. 63, Theorem 3.3; die X'orm da ist sesquilinear und hermitesch).
Die durch ein beschränktes Skalarprodukt ö definierten Zuordnungen
r->b(*,y) sind stetige lineare Funktionale.

LåBt sich jedes stetige lineare X'unktional / durch das Skalarprodukt
å so darstellen, daB

f("): b(n,z) fiiralle ffie-X

mit einem Element z e X gilt, dann ist die Norm 1l ' ll hompati,betr mit
dem Skalarprodukt ö.

Sei I der Verband aller Teilråume also aller abgeschlossenen linearen
Mannigfaltigkeiten des normierten Raumes X und sei ö ein beschrånktes
Skalarprodukt von X. Dann definiert å frir alle M e I ein Orthogonal-
komplement Mte9:
(9) ML: {neXlb(r,y):0,VAeM}.
Die Zuordnwg M -> Mt ist d.ie durch å definierte Orthogonalabbi,l,ilung.

S a t z l. Die d,urch ein beschrd,nlctes Skalarproilukt b e'i,nes norm'i,erten

Raumes X d,efi,ni,erte Orthogonal,abbild,ung M --> ML i,n g hat ili,e Eigen-
schaften a) MCN +.ly'rcML,b) MCMU. Di,e gegebene Norm,

ll . fl dsl lcompatibel mit d,etn Skalarprod,ulot b genau d,ann, wenn M - MrL
faral,le Me9 gi,lt.

Bewei,s. Die Eigenschaften a) und b) folgen direkt aus der Definition.
Ferner folgt Mtt : M fi,tr M e I aus der Kompatibilitåt (vgl. [2], S. 68,

Theorem 6.1). Sei umgekefub M: Mu fiir alle Me9. Dann ist die
Abbildung M --> M! bijektiv in g . Unter der Annahme fim X > 2

(die iibrigen Fålle sind trivial) sind die maximalen echten Teilräume von
X genau die Råume der Art frfr, r * 0 . Ist / * 0 ein beschrånktes
lineares X'unktional des Raumes X, so gilt fiir seinen Kern -l/(/): -l/(/) :
ffir -'t einem Vektor r, * 0. Aus der direkten Summe X : l"l i [rn]t ,

(8)
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f(e),: |, erhålt man fiir die Zerlegung *: ].e + rn, rnelno]t, die
Relation b(r ,ro) : ),b(e, ro) , woraus wegen der Nichtentartetheit

b(e , ro) * 0 gilt. Wähle p : lb(e , ro)l-', dann ergibt sich

f("): )': Tb(e,pno): bQ.e+m,Fro): b(r,Fno),

was die Kompatibililät zeigb.

S at z 2. Es sei, (X , I I ' ll) ei,n Banachraum tiber d,em Körper K mit
Di,mensi,onsbeschrd,nlcungen dimX)3 fu, K:R und, dimX-* fiiLr
K : C . Ial,Is 'i,m Verband, g aller Tei,l'rriume d,es Raumes X eine Zu-
oril,nung M ---> M' mi,t d,en Digenschaften a) M C If > Iy'' C M' ,

b) M" : M gegeben 'i,st, so er'i,stiert 'im Raum X ei,n beschrrinlctes Slcalar-
produlct, das d,iese Zuord,nung a,Is Orthogonalabbi,Id'ung besi,tzt und' mi't ilem
d,i,e l{orm ll 'll hompati,bel, i,st.

Bewe'i,s. Sei X* der Banachraum der beschrånkten linearen X'unktionale
des Raumes X. Unter den gegebenen Dimensionsbeschrånkungen gibt es

eine bijektive lineare oder antilineare Abbildung T : X --> X* derart, da$
f gvl) : (M')o t) fiir alle eindimensionalen M e g gilt (161, Beweis von
Theorem l). Entsprechend ist die Form b(*,y) : f (y)(*) bilinear oder
sesquilinear. Aus der Relation V@)1 : [*]')o folgt lrf' : (lrf')oo :
lT(")lo. X'iir das Orthogonalkomplement gilt dann

Mr : {rlT(y)(r): 0, V y eM) : a {lT(y)lo I y eM}
: a{lYf'laeM): M'.

Bedingung (1) ist eine Folgerung aus der Relation X' : (0) , fie mit Hilfe
der Bedingungen a) und b) leicht za verizifieren ist. Wie in l5l und [6]
verwenden wir die Relation b(y,r):0 + b(r,y): g. Sie folgt aus

der Kette

r@)@):0 + V@Dclrfo o (lyT)ocl4o
o (lrl')o Clylo + T(r)(g) : 0 .

A. Die X'orm b sei bilinear. Wir zeigen, daB sie dann symmetrisch
oder schiefsymmetrisch ist.

AI. Wenn lrl C lrl' , wenn also b(r , r) : 0 fiir alle u gilb, so folgt
die Schiefsymmetrie aus Ö(r I y,r + A):0.

AII. Wenn ein Vektor ro* 0 mit lrol n [ro]' : (0) , das heiBt
mit b(ro, ro) * 0 existiert, so ist die X'orm å symmetrisch. Die Betrach-
tung redusiert sich auf die folgenden X'ålle:

r) Aus b(r,y): 0 folgt b(Y,r) : g.

1) Mo: {f .X*l
So : {rexl

f(") _ 0, Y n. IVI) ftir II C X, M + g,

f(")-0, Vf.s) fiir scx{<,,s+ g.
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2) Nimmtman b(*,y)+0, b(rc,n)+0
1 mit b(r , y) + ), b(r , n) - 0, also b(*
b(y + )" r , n) _ 0 und daraus b(a , r) +
b(y,n)- b(r,U).

är, so gibt es eine Konstante
,U + A*)_0. Man erhålt
),b(r,fr)- 0. Daher ist

3) Aus derAnnahme b(r ,y) * 0, b(r,r) : b(A ,A) : O , b(uo,A) * O

folgt die Existenz einer Konstante )" mit b(r,A) + ).b(ro,U) : 0,

also b(r + )"ro,U):0. Daraus ergibt sich b(g,r) + ),,b(y,no) :
b(y,* * ).rr): g. Andererseits gilt wegen 2) b(ro,A):b(y,ro) und
damit auch b(y , r) : b(r , A) .

4) Die Möglichkeit b(r,A)* 0, b(r,r) : b(A,y): b(ro,y) :
b(ro,r): 0 ftihrt auf die Kette: b(*,A) + Tb(ro,ro) :0 > b(r,y * ro)
+ ).b(ro,A * ni:0 => b(r+ )"ro,y * ro) :0 * b(y,r) + Tb(ro,ur)
: b(y + no,n * ).r): g. Auch hier folgt b(y,r):b(r,y).

B. Sei K : C und die Form å sei sesquilinear. Wir beweisen die
Existenz einer Konst,anle X * 0 derart, daB b, : ),b hermitesch ist.

Es gibt einen Vektor ro mit der Eigenschafb b(ro , ri * 0, denn falls
b(z,z) fiir alle z verschwindet, folgern wir aus b(r+A,m+y):
b(n + i,U,r + iA):0 die Relationen b(r,A): -b(A,r), b(r,U):
b(9, r). Dann verschwindet die Form ö identisch im Widerspruch zu (t).
WirwähleneineKonstante )" so, daB fiirdieForm ö, : ),b die Gleichung
b1(rs, ro) : I gilt. Es zeigt sich, daB bt(r , r) dann immer reell ist.
Nimmt man Im br(y , y) * 0 &n, so kann man eine Zahl f + 0 derart
wåhlen,daB fm(br(ro,z) +br(z,ri) : 0 mit z: €y ist,. Diesfolgtaus

2 iTm(br(ro, E y) + btG g, ro))

: E (bJa, ro) - Urt"r,un +E (br(ro,a) - b\a, *oD

: 2,i, Im E (bt(y, no) - br,(*o, y)).

Ferner wåhlen wir eine Konstante z * 0 mit

br(roIrz,ro+iz)
: br(ro,ro) * rbr(z,r) + rbr(rr,z) * rzbr(z,z) : 0.

Aus dieser und aus br(ro * iz,r, * rz): g erhält man die Relationen

br(rr,ro) +;Urf",*rl + 7br("o,") + irbrl" 31 : g,

br(ro,rs) +ibr(z,ro) tibr(rr,z) +i2br(z,z) : 0,

die wegen z * 0 auf den Widerspruch Im br(z , z) : 0 fiihren.
Aus

br(r + A,n + A) : bt@,r) + br(r,y) + br(y,r) -f bt(y,y),
bt(r *'i,y,r * dy) : br(r,r) - i,br(r,A) + ibt(y,*) -f br(y,y)
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folgern wir

2br(r,y) :
br(r * y,t + y) + i'br(r * iy,r * iy) - (1 + i) lbt(r,r) * bt(A,Y)1,

2br(y,n) :
br(r t U,n * y) - ibr(r * i,y,rc * dA) - (I - d) lbr(r,r) + bt(A'y)l

und hieraus die Relation bt(y , *) : br(. , A)
Nach Satz I geniigt es die Beschränktheit der Form ö zu beweisen.

tr'alls r,-> 0 und T rn--->f e X* , erhalten wir

lf@l : lim lT(r-)(r)l : lim lb(m , r,)l : lim lb(r", r)l
: lim lT(r)(r")l : 0.

Weil die Råume X und X* vollståndig sind, folgt die Stetigkeit von ?
aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen. Dann gilt

lb(* ' v)l : lr@)@)l = ll"ll llvll lirll .

Folgerung. Mit den Annahmen des obigen Satzes gelten: Ist
lrl C lrl' fiir alle r , so kann man das Skalarprodukt bilinear und schief-

symmetrisch wåhlen. X'alls ein Vektor ro * 0 mit ["0] n [ro]' : (0)

existiert, unterscheiden wir die folgenden X'älle:

K : R. Das Skalarprodukt kann bilinear und symmetrisch gewåhlt

werden.
K : C. Das Skalarprodukt kann sesquilinear und hermitesch gewählt

werden genau dann, wenn ein zweidimensionaler Teilraum M von X so

existiert, daB lrl n lxl' : (0) fiir alle r e M ist. Wenn diese Bedingung
nicht erfiillt ist, kann man das Skalarprodukt bilinear und symmetrisch
wählen.

Bewei,s. Die Behauptung im reellen Fall folgt direkt aus dem Beweis

von Satz 2. Sei K : C und å ein sesquilineares hermitesches Skalar-
produkt in X. Wir wåhlen einen endlichdimensionalen nichtentarteten
Teilraum L mit dim .t ) 3 (vgl. [3], S. 305, Lemma 2.1; das analoge

Resultat gilt auch in diesem Fall). Dann besitzt L eine direkte und
orthogondle Zerlegung L : L+@ L-, wobei ,t* bztv. L- ein positiver
bzw. negativer Teilraum ist. Insbesondere existiert ein zweidimensionaler
positiver oder negativer Teilraum M von X , und fiir einen solchen ist

lrlnfrl': (0) fiir allere M.Isbdagegen b bilinear undsymmetrisch
und ist {r , y} linear unabhångig mit' b(r , r) * 0, b(A , y) * 0, dann gibt
es eine Konstante ),, so daB b(r + )"U ,n * ly) : b(r,r) a il'b(r,y)
+ 1,2 b(y , y) verschwindet. Also gilt fiir die Orthogonalabbildung

lr + lyl a lr + ,LAl' + 0 .
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Ein sesquilineares hermitesches Skalarprodukt å des Vektorraumes
X heiBt zerlegbar, wenn es eine orthogonale Zerlegung

(10) X- X, @X-f

in eine positive und eine negative lineare Mannigfaitigkeit X+ bzw.
X- gibt. Das zerlegbare Skalarprodukt b hab einen finiten Rang Ic ,

d,er Inilefi,ni,theit, lt : 0, l, 2, ... , wenn fiir eine Zerlegung (10) (und dann
auch fiir alle anderen Zerlegungen) die Relation min { dim X* , dim X_ } :
k gilb. X'alls das Skalarprodukt ö zerlegbar ist, und falls ftir wenigstens
eine Zerlegttng (10) die Räume (X+,blx+), (X-, - ålX-) Hilbertråume
sind, heiBt (X ,b) ein ;/-Raum. Sind dann P* , P- die zur Zerlegang (10)
gehörenden Projektoren, und ist J : P+ - P-, so ist (r ,y) : b(J r,y)
ein Hilbertsches Skalarprodukt in X , und die zugehörige Norm (eine
natiirliche Norm) majorisiert das Skalarprodukt ö . Ist (X ,b) ein ;/-Ra:um
und hat au8erdem die X'orm å einen finiten Rang fr der Indefinitheit, so
hei8t (X , b) ein lc-ind,efi,ni,ter Pontrjagi,nscher Raum. Zur Theorie der

f-Räume und Pontrjaginsche Råume siehe zum Beispiel Literaturver-
zeichnis in [2].

Das folgende Lemma wird etwas allgemeiner formuliert als eigentlich
nötig fiir unsere Zwecke.

L e m m a 3. Bei, (X , ll . ll) ein Banachraum d,essen Norm mit einem
zerlegbaren beschrcinkten Skalarltrod,uht b kompati,bel, i,st. Far alle Zerl,e-
gungen X : X+e X- sind, d,ie Rriume (X+,blx+) und, (X_, - blx_)
aotrlstrindig. Insbesondere 'i,st (X,b) e'i,n Sl-Raum, ilessen natilrliche
Normen mi,t ll.ll riqui,ualent si,nd,.

Bewe'is. Wenn X +
X+@(fnnX-) . Aus

die Abschlie8ung von X I bezeichnet, gilt X-
der Beschrånkheit von b folgt, da8 b(n , n) å 0

fiir alle * e X* gilt, und folglich i* n X- : (0) ist. Daher sind X+
und ebenfalls X- abgeschlossen. Weil X vollståndig ist, sind die zur
Zerlegung X : X+ e X- gehörenden Projektoren P* und P_ stetig,
also definiert (r,y): b(J r,A), J : P+ - P-, ein positiv definites
Skalarprodukt, so daB fiir die entsprechende Norm I . I die Relation
lrl<yllrll gilt. Esgibtaberauchein P>0 mit lrl>Fllrll; denn
andernfalls gäbe es eine beschränkte X'olge lr*l mit llr,ll--> oo . Wegen
der Kompatibilitåt definiert die Gleichune S(y)(r) : b(r , y) eine bijektive
antilineare und in beiden Richtungen stetige Zuordnung B : X -> X* .

Dann gilt llB(r,)ll-+ oo und folglich l9(r")(y)l --* oo fiir wenigstens
einen Vektor y. Man erhålt lb(r*,A)l: l9(y)(r")l: lB(*,)(A)l--> oo.
Der Widerspruch folgt aus der Relation lb(r* , A)l : l@, , J g)l <
lr*llJ yl . Aus der Äquivalenz der Normen ll .ll und l. I und aus der
Vollståndigkeit von X+ und X- beziiglich der Norm ll . ll erhålt man
dann die Vollståndigkeit von (X+ ,blx+) und (X_, - blx_) .



Verbandcharakterisierung nichtentarteter Forrnen

L e m m a 4. Sei b ei,n bitri,neares symmetri,sches beschrd,nlctes Skalar-
prod,ukt e'i,nes unenil'li,chd,imensi,onalen kompleren normi,erten Rcn'tmes X .

Dann gi,bt es e'i,nen unenil,l,ichili'mensisnalen Tei,Iraum M mit M C Mr .

Bewe'i,s. Es gibt einen Vektor r, mit, b(q, rr) : 0 (vgl. den Beweis

der Folgerung von Satz 2). Sei .F', ein nichtentarteter endlichdimensionaler
Teilraum von X mit r, e I, ([3], S. 305, Lemma 2.1). Dann ist X :
IreFl ,undwennman rreFl ,rr*0, mit b(rr,rr):0 wåhlt,
erhålt man b(td,rj):0, i,i : 1,2. Durch Induktion gibt es eine

X'olge rn* 0, i : 1,2,... mit b(rn,r,):0 ftir alle i,i. In der
von den Elementen ni aufgespannten linearen Mannigfaltigkeit -n'r gilt
b(r,g): g, fr,A €-ly', und wegen der Beschrånktheit von b besteht

das auch in der abgeschlossenen Hiille f[ : N .

Der folgende Satz verallgemeinert, das Resultat von Kakutani und
Mackey t5l-t61.

Satz5. Sei, (X,ll 'll) e'i,nBanachraumtiber K mi't dimX)3
fu, K:R und, dimX:n fiir K:C. Wenni,mVerband' I aller
Teilrriume iles Raumes X eine Zuord,nung M -> M' mi,t d,en Eigenschaften

a) M C-nrI > -ntl'CM' ,

b)M,,:M,
c) es emisti'ert ro * 0 : [ro] n [zo]' : (0) ,

d) max{dimMlMCM'):k
far ei,n It:0,I,2,... gegeben 'i,st, so lnnn iliese Zuord'nung als e'i'ne

Orthogonalabbild,ung dargestellt werilen, d,ie d'urch ei,n k-i,nd'efinites

Pontrjagi,nsches Blmlarprod,ukt erzeugt wird'. Di'e zu d,iesem Slcalargtrod,tt'kt

gehörenil,en natii,,rl,i,chen Normen si,nd, mi,t ll 'll riquiualent.

Beweis. Aus den Bedingungen folgt, daB die Abbildung M -> M'
als eine Orthogonalabbildung eines sesquilinearen hermiteschen be-

schrånkten Skalarproduktes dargestellt werden kann; denn wegen c) ist
Schiefsymmetrie und im komplexen n'ail ist wegen d) eine bilineare sym-

metrische X'orm ausgeschlossen. Aus der Bedingung d) schlieBen wir
dann, daB das erhaltende Skalarprodukt einen finiten Rang å der Indefinit-
heit hat ([], S. 62, Lemma 2). Lemma 3 fiihrt dann den Beweis zur Ende.

Satz 5 liefert in der Tat eine Verallgemeinerung des Kakutani-
Mackeyschen Resultates, denn im X'all lc : 0 ist die Bedingung c) wegen

d) unnötig und d) ist äquivalent mit
e) MnM':(0) fiiralle Me9.
Die Betrachtung eines bilinearen und schiefsymmetrischen Skalar-

produktes in einem Raum gerader Dimension zeigt, daB im allgemeinen

eine ztsä!,zliche Bedingung aufier den Bedingungen a), b), d) wirklich
erforderlich ist. Wenn die Dimension des liaumes ungerade ist, benötigt
man diese Bedingung nicht, denn in einem solchen Raum gibt es kein

bilineares schiefsymmetrisches Skalarprodukt (vgl. [4], S' f60- 161).

91
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