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EIN ABSTRAKTES CAUCHYSCHES PROBLEM

VEIKKO T. PURMONEN

Einleitung

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir die abstrakte Gleichung
uw'(t) + A u(t) + B u(t) = f(t)

im Bochnerraum LI ; H) mit gewissen Anfangsbedingungen. Dabei
benutzen wir sowohl fiir die Bochnerriume als auch im anwendenden Teil
der Arbeit fiir die Lebesgue- und Sobolevraume den von P. Werner und J.
Drehmann entwickelten distributionentheoretischen Aufbau der Theorie
dieser Rdume: Diese Riaume werden dabei unter Benutzung ihrer funk-
tionalanalytischen REigenschaften ohne den Begriff des Lebesgueschen
Integrals definiert; man siche etwa [3], [9]. Eine allgemeine mathematische
Theorie fiir die der zu betrachtenden Aufgabe verwandten Probleme ist
von Ol'ga A. LadyZenskaja, M. I. Vigik, C. H. Wilcox und anderen ent-
wickelt worden (wegen dieser Theorie sowie des historischen und physikali-
schen Hintergrunds sei auf [5], [8], [10] verwiesen).

In § 1 wird der von einer sesquilinearen Form definierte unbeschrankte
Operator beziiglich eines Hilbertraumpaars betrachtet. Dann in §§ 2 bis 5
formulieren wir ein abstraktes Cauchysches Problem (Aufgabe (#)) und
beweisen, daB sie korrekt gestellt ist. Die Technik im Existenzbeweis in
§ 4 ist ahnlich der z. B. in [3] fiir eine Rand- und Anfangswertaufgabe ange-
wandten (man vergleiche auch [5]). Modifikationen verursacht jedoch die
Tatsache, daB wir fiir unser abstraktes Problem nicht die Theorie der
Dirichletschen Randwertaufgaben benutzen konnen. Zum Schluf der
Arbeit wenden wir in § 6 Aufgabe (H) auf eine konkrete, fiir eine hyper-
bolische lineare partielle Differentialgleichung gestellte Cauchysche Anfangs-
wertaufgabe mit nichthomogenen Randbedingungen (Aufgabe (# bd)) an.
Wir zeigen auch, daf die in [1], [2], [3] betrachtete Aufgabe mit homogenen
Randbedingungen als ein Spezialfall in Aufgabe (7 bd) enthalten ist.

Im Literaturverzeichnis sind nur die explizit referierten Schriften ange-
geben.
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1. Der von einer sesquilinearen Form definierte (unbeschriinkte) Operator

1.0. Man bezeichnet mit N bzw. N, die Menge der nichtnegativen bzw.
positiven ganzen Zahlen, mit R" bzw. C" den n-dimensionalen (7 € N, )
reellen bzw. komplexen euklidischen Raum, R = R!', C = C!', und mit
|- | die entsprechende Norm. Fir z = x+4y € C sei Rez = 2 und
Ze=a—ay.

Fiir zwei lineare topologische Raume % und F bedeute L£(F ; F) die
Menge der stetigen linearen Abbildungen E — F .

1.1. Esseien H und V zwei separable (komplexe) Hilbertriaume ver-
sehen entsprechend mit den Skalarprodukten (-,-) und (-,:)y sowie
mit den zugehoricen Normen || -] und || - ||} . Wir sagen, dali die Raume
H und V ein Raumpaar H , V bilden, wenn gilt:

(1.1) V < H algebraisch und topologisch,

(1.2) V- ist dicht in 1.

1.2, Wir betrachten eine sesquilineare Form
a(-,): VXV —=C
und bezeichnen die entsprechende quadratische Form mit a( ),

a(w) = a(v,v), v&V.
Es gilt
Satz 1.1. (Lax-Milgram). Die Form a(-,-) set stetig und koerzitiv
i Vo, d. h.es gibt positive Konstanten K, und k, mit

(1.3) la(u,v)] = K, |y ]y, w,v€V,
und
(L4) la@)| = ko oll} s v€ V.

Dann existicren fir jedes 1€ L(V ;C) eindeutige Elemente v €V wund
w€ V omit

lu = a(u,v) = a(w,uw), wut€V.
1.3, Mit Hilfe des Satzes von Fréchet und Riesz verkniipft man mit
der stetigen Form a(-, ) einen Operator Ay € L(V ; V), der der Relation
a(uw,v) = (Adyu,v)y = (u, A3 v)yp, w,v €V,

. . * . . . . - . .
geniigt, wobei Ay derzu 4y in V adjungierte Operator ist. Leicht ein-
zusehen ist
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Lemma 1.2. Unter den Voraussetzungen von Satz 1.1 ist der Operator
Ay (baw. Ay ) ein Isomorphismus von V auf sich selbst.

1.4. Man bezeichne mit U die Menge derjenigen « € V', fiir die die
antilineare Abbildung

vi>a(u,v): V—=>C

stetig beziiglich der H-Topologie ist. Fiir die stetige Erweiterung dieser
Abbildung auf H gibt es, wieder nach dem Satz von Fréchet und Riesz,
ein w€H mit

alu,v) = (w,v), ve€V.

Durch  Aw:=w, D(A):= U erhalten wir einen linearen Operator
A : D(A) — H , der die Gleichung
(1.5) a(u,v) = (Aw,v), w€DA), veV,

erfiillt. Den Operator 4 nennen wir den von a(-,-) definierten (im all-
gemeinen unbeschrinkten) Operator beziiglich des Raumpaars H, V.
Entsprechend findet man einen Operator A* : D(A*) — H mit

au,v) = (u, A*v), w€V, v€DA*),
und demzu eilt
(Au,v) = (u,A*v), w€DA), v€DA*).

Wir geben hier einen einfachen Beweis fiir

Satz 1.3. Essei H,V ein Raumpaar, und die Form a(-,-) erfille
die Annahmen wvon Satz 1.1.  Dann ist der Operator A : D(A) - H
(A* : D(A*) — H ) bijektiv.

Beweis. A. Der Operator A ist injektiv; ist ndmlich » € D(4) mit
Awu = 0, so folgt

kol = la()] = [(Aw, )| =0,
d.h. u=0.
B. Die Epijektivitit von A ergibt sich daraus, daBl die Gleichung
afw,v) = (h,v), v€V,

losbar in V fiir jedes h € H ist. In der Tat, wegen der Stetigkeit der
linearen Abbildung

vi>(v,h) = (h,v): V-=>C

gibt es nach Satz 1.1 ein % € V mit
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(h,v) = alu,v), oveV,

d. h.
afuw,v) = (h,v), vE€V.

Infolge von Lemma 1.2 und Satz 1.3 hat man

Folgerung 1.4. Unter den Voraussetzungen von Satz 1.3 ist der Operator
A=Y H — D(A) stetig, und D(A) ist dicht sowohl in H alsin V .

2. Aufgabe (H)

2.0. Zuerst fithren wir einige Bezeichnungen ein. Fiir einen Banachraum
X und fiir ein Intervall J < R bezeichne C(J; X) = C°%J ; X) bzw.
CHJ;X), k€N, oder k=oo, die Menge der (stark) stetigen bzw.
k-mal stetig differenzierbaren Funktionen J — X . Man schreibe w* =
(dldt)* w, k€N, ,und kurz auch «" = " usw., Es sei noch C7(J ; X)
die Menge derjenigen w € C*(J ; X), deren Trager Supp u, d.i. die Ab-
schliefung der Menge {t € .J | u(t) # 0}, kompakt und in J enthalten ist.

Nun sei H wiein 1.1 gegeben, und I ( < R) sei ein offenes Intervall
(0,7), 0<T < oo. Mit der Topologie von L. Schwartz versehen wird
Cy(I; H) der Testfunktionenraum D(I ; H) . Den Raum der Distributio-
nen [ — H definieren wir als den topologischen Dualraum D'(]; H) =
LD(I;H),C) von D(I;H). Es sei bemerkt, dal} im betrachteten Fall
diese Definition der iiblichen Definition D'(I; H) = L(D(I); H) #aqui-
valent ist (dafiir ist tatsichlich hinreichend, dal H ein reflexiver Banach-
raum ist).

Im Raum C([; H) (I=1[0,T]) fithren wirein Skalarprodukt ((-, -)),
durch das Riemannsche Integral

((w, o)), = [ (ult), o(0) dt, w,v € C(;H),

C"s

ein und bezeichnen die entsprechende Norm mit || - |||, . Den Bochner-
raum LI ; H) definiert man jetzt durch L2([; H) = L(C3(I ; H); C),
wobei CF(I ; H) mit dem Skalarprodukt ((-,-)), versehen ist. Dann ist
L*1 ; H) ein Banachraum, der durch eine isometrische Einbettung die
Menge C(I;H) enthilt (das entsprechende Element in L2(I; H) des
Elements w € C( ; H) wird auch mit « bezeichnet). Die Norm ||| « |||
von L*I; H) ist die Erweiterung von ||| - |||, und wird tatséchlich von
dem durch die Erweiterung von ((-,‘)), erklirten Skalarprodukt ((-,))
erzeugt; deswegen ist L3I ; H) ein Hilbertraum.
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Nun gilt L*I;H) < D'(I;H), und demzufolge kann man fiir
w € LI ; H) und fir jedes k€N, die Ableitung D% w der Ordnung k
durch

(DFu, @) = (1) (w, ¢*))
= (=1)"((w,¢®), ¢€DU;H),

erkliren, wobei ((-,-)) das bilineare Dualprodukt zwischen D(I; H)
und D'(I ; H) bedeutet.

2.1, Wir benutzen die Bezeichnungen von § 1 und nehmen an, dal} die
Voraussetzungen von Satz 1.3 erfiillt sind und dafl die Form a(-,-) her-
mitesch ist, d. h.

(2.1) a(w,v) =alv,u), w,vEV.

Es sei weiter ein Operator B € L(V ; H) gegeben; es besteht mit einer
Konstanten K, > 0 die Ungleichung

(2.2) IBoll = Ky [olly, o€V,

2.2. Nun stellen wir die folgende abstrakte Cauchysche Aufgabe:
Aufgabe (H). Esseien g, € D(A), g, €V und f€CYI; H) gegeben.
Gesucht ist eine Funktion w mit den Eigenschaften:
w € CI; HYynCOVYI ; V),
u(t) € D(A), te€l,
(2.3) w'(t) + Au(t) + Bu(t) = f(t), t€I,
(2.4) u(0) = go, w'(0) = gy.
Jedes solche w nennen wir eine Losung der Aufgabe.
Wir werden in §§ 3 bis 5 zeigen, dall Aufgabe (#) in dem in § 5 definierten
Sinne korrekt gestellt ist (Satz 5.1).

Bemerkung. Die Annahme f € CY(] ; H) wird nur im Existenzbeweis
benutzt, sonst ist es hinreichend, f € C( ; H) anzunehmen.

3. A-priori-Abschiitzungen und die Eindeutigkeit der Losung

3.1. Wir erklaren zuerst die Menge
W= {u|ucC(l;H)NCYI;V);ult) € D), t€l; AucCOU;H)}.
Bemerkung 3.1. Ist u eine Lisung von Aufgabe (H), so gilt w € U .
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Satz 3.2. Fir jedes w€ W und fir alle t € I gelten die Abschéitzungen

(3.1) w12 + lu@®lf = e e ([w'(0)]* + [[u(0)][})
+ ¢y f e =9 |lu"(s) + A u(s) + B u(s)||* ds

und ’

(3.2) e (B)1[2 ~t|- @)y = es e (lu’(0)II* + [e(0)[F)

—Cy f e Jlu"(s) + A u(s) + Bu(s)|*ds
0

mit ¢, = max {1+K,, K, k, 1}, ¢ = max{l,k, !},
¢y = cymax {1,K,}, ¢, == min {1, K, '} und c¢; == ¢, min {1, k,}.

Beweis. Fiir die nach den Voraussetzungen stetig differenzierbare Funk-
tion ¢,
&) = '@ + a(u@®), t&I,

erhalt man wegen (1.5) und (2.1)
¢(t) = 2 Re (w'(t) + A ult) , w'(1)) ,
woraus nach (1.4) und (2.2) die Ungleichung

1L = e L) + [
mit f(t) = w"(t) + 4 u(t) + B u(t) folgt. Hieraus ergibt sich einerseits

t

(3.3) C(t) < et £(0) + [ et [|f(s)||? ds
0
und andrerseits

t
(3.4) L(t) = et £(0) — [ ests=h ||f(s)||2 ds .
0

Wegen (1.3) und (1.4) folgt nun Abschitzung (3.1) bzw. (3.2) aus (3.3)
bzw. (3.4).

Folgerung 3.3. Fir jedes w € W wund fir alle t € I besteht die Ab-
schitzung (die man der klassischen Energieungleichung zu entsprechen ansehen
kann)

b @12 + ()3
= C (' (O + [O)IF + lllw” + 4 u + Bull|?)

mit einer Konstanten C = C(T) > 0.

Auf Grund der Linearitit von Aufgabe (#) schlieflen wir nun das
Resultat:

Folgerung 3.4. Die Lésung von Aufgabe (H) (wenn ewistiert) ist
etndeutiy.
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4. Die Existenz der Losung

4.1. Fiir den Beweis betrachten wir den Hilbertraum R := L*(I ; H) X
V x H versehen mit dem Skalarprodukt (-, )z,

(4.1) (rys e = ((f1s fo) + (01, va)y + (hy s By) s
= (f;,v;,h) €R, i=1,2, und mit der zugehorigen Norm |- [z .
Durch die Definition
Pw:= W +Aw+ Bw,wO),w(0), wclW,

wird eine lineare Abbildung P : W — R erklart. Nun gilt
Lemma 4.1. Die Wertemenge P(W) ist dichtin R .
Beweis. A. Essei r = (f,v,h) € R mit

(4.2) (ryPpwhr=0, welW,
d. h. mit
(4.3) ((f,w" + Aw+ Bw)) + (v,wO)y + (h,w'(0) =0, welW.

B. Wegen f€L*I;H) gibt es nach [3], Corollar zu Satz 4.2, ein
fo € O(I; H) mit D,f, = f. Durch

T
)= — [fols)ds, t€I,
t

und

7' -
(4.4) folt) = [ (s—t) fo(s)ds, t€1,

t
erhalt man die Funktionen f, € C{I; H), i=1,2, mit
(4.5) fa=th="r, fa="h.
Auf Grund von Satz 1.3 kénnen wir
(4.6) w,(t) = A-1f(t) tel, 1=0,1,
setzen. Nach Folgerung 1.4 und (4.5) schlielt man dann
(4.7) w, € OV V), uf = u,.

C. Die stetig differenzierbare Funktion
L) = [Ifa0)2 + aluq(t), tET,
erfiillt wegen (1.5), (2.1), (4.5), (4.6) und (4.7) die Beziehung
(4.8) L'(t) = 2 Re {(fa(t) , f2(0) + (folt) , us()} -
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Nun konstruiert man eine Funktion w € W mit w(0) = w'(0) =
durch
0, 0<t<t,
] t—=t)tuts), t,=t=T,

wobei t;,t, €I beliebig gegeben sind. Fiir dieses w findet man aus (4.3)
nach [3], Corollar zu Satz 4.2, und gemal (4.4) zuerst (man siehe [3])
(folty) » ua(ts)) + (Falts) s A us(ts) + Buylty)) = 0, € I,
und weiter mit ¢ = t1 =1,
(Folt) s uy(®)) + (falt) s A uy(t) + Buy(t)) = 0, 1€ I.

Mit Hilfe von (1.4), (2.2), (4.6) und der Ungleichung von Schwarz erhalt
man somit aus (4.8)

—8'(t) = 2Re (fy(t) , Buy(t) = cl(t), t€I,

mit der Konstanten ¢ = K, max {1, k,'} > 0. Da demzu {(7) = 0
ist, so gilt {(t) < 0, t€ 1. Unmittelbar ist jedoch ((t) = 0, t€1;
deshalb besteht die Gleichung

= [fo®)* + a(uy(t) = 0, €I,

woraus sich ]‘2(t) = 0, t€1I,und folglich f=0 ergibt.
D. Gleichung (4.3) nimmt hiernach die Gestalt

(w,w(0)y + (h,w'(0) =0, wcW.

Bei beliebigem « € D(A) gehért die durch w(t) == w, t€1I, erklarte
Funktion w zu W mit w(0) = u, w'(0) = 0. Also gilt

(w,u)y =0, wucDA4),
und somit nach Folgerung 1.4ist v = 0. Deswegen hat man

(h,w'(0)) =0, w&W.
Wihlt man dabei als besonders die bei beliebigem « € D(4) durch
w(t) == tu, t€I,definierte Funktion mit w’(0) = u, so folgt

(h,u) =0, w€DA).

Hieraus schlieBt man % = 0, wieder nach Folgerung 1.4.
Bedingung (4.2) hat also » = (f,v, k) = 0 zur Folge, d.h. PD(W)
ist dicht in R .

4.2, Mit Hilfe von Lemma 4.1 zeigen wir jetzt die Existenz einer
Losung fir Aufgabe ().
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4.2.1.  Der Idee des Beweises liegen die Beziehungen
v'(t) + Ao(t) + Bo(t) = f'(t), t€1,
v(0) = gy, v'(0) = f(0) —Agy— By,,
zugrunde, die man durch formale Differentiation fir » =«’ aus den
Gleichungen (2.3) und (2.4) herleitet.
Dabei gilt nun nach Voraussetzungen die Relation
ri=(f",91,/0) = Agy— Bgo) € R;

deshalb gemall Lemma 4.1 existiert eine Folge {w;}{2; < W mit

(4.9) lim[r —pwjlz = 0,
d. h. mit
(4.10) lim {[|lf" — w} — A w; — Bw[*+ [lg; — wi(0)]}

+[/(0) — A go — Bgy— wi(0)|[*}} = 0.

Nach (4.1) und Folgerung 3.3 kann man aus (4.9) die Existenz derartigen
w(t) €V und A(t) € H fiiv jedes ¢ €1 schlieBen, daB die Gleichungen

(4.11) lim [fuo(t) — w,(8)]ly = 0
und
(4.12) lim [[A(t) — wi(t)]| = 0

gleichméBig in [ erfiillt sind. Hieraus erhialt man w € C(1; V) und
h€C(I; H), sowie auBerdem wegen (4.10)

w(0) = g; und A(0) = f(0) —Ag,— Byg,.

Ferner findet man infolge der gleichmafigen Konvergenz die Beziehung
t
w(t) —w(0) = [h(s)ds, t€I;
0

daher ist w € CY(I; H) und w'(t) = h(t), t €. Somit haben wir

(4.13) w € CYI;H)NCI ; V),

(4.14) w(0) = g4,

(4.15) w'(0) = f(0)— A g,— By, .
4.2.2, Aus (4.10) ergibt sich

(4.16) lim [|f — kJ]| = 0

1> 0
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mit A, = w’'+ Aw,+ Bw,, i=1,2,.... Nach (1L.5) erhalten wir fiir.
alle v€V

a(w,(t) ,v) = (Awit),v)
= (h{t) — Bw(t) —wi(t),v), €I,
und folglich

t

(4.17) fa(wi(s),v) ds
0
¢
:(fhi( J'Bw do—w()—%w(),v), tel.
0

Hierbei haben wir auf Grund von (1.3) und (4.11) zuerst

¢ t

(4.18) a(f w(s) ds , v) = lim f a(w,(s),v)ds, t€I.
0 1—>® 0

Aus (4.16) findet man

(4.19) lim (f h(s)ds, v) = (f(t) — f(0) . vy, tE€I.

Weiter hat man wegen (2.2) und (4.11)

(4.20) lim(fthi(s)ds,v):( fu ds , v), tel.
0

i—o \

Somit erhalten wir aus (4.12), (4.17) bis (4.20) fiir alle » € V' die Beziehung

2
(4.21) a(f w(s) ds , v)
0
t -
=(f( BJ.w ) ds — w'( )Fw()v), tel.
0
4.2.3. Nun haben wir in Gleichung (4.21)

¢
fw Yyds €V
0

und

f(t) — f(0) — B [ w(s) ds — w'(t) + w'(0) € H .

S o

Nach 1.4 gelten also fiir jedes ¢ € I die Relationen

t
fw(s) ds € D(A4)
0

und
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t
(4.22) A [ w(s)ds = [(t) — f(0) — B

0

w(s) ds — w'(t) + w'(0) .

S—_

Wenn wir nun

'
ult) = go+ [w(s)ds, t€l,
0

setzen, so haben wir wu(t) € D(A), t€ I, und wegen (4.13) gilt
w € oI, HyncvWl; V).
Fiir dieses % besteht nach (4.15) und (4.22) die Gleichung
w'(t) + A u(t) + Bu(t) = f(t), t€1.

Da wir ferner u(0) = g, und wegen (4.14) auch «'(0) = g; haben, so ist
u eine Losung fiir Aufgabe (H) .

5. Aufgabe (#) ist korrekt gestellt

5.1.  Der Begriff , korrekt gestellt (im Sinne von Hadamard) fiir eine
abstrakte Aufgabe mit gegebenen Anfangsdaten a3t sich in den folgenden
Forderungen darstellen (man siehe etwa F. John [4], S. 273—275, M. M.
Lavrentiev [6], S. 1-—2, H. M. Lieberstein [7], S. 73—75):

1) die Aufgabe besitzt eine Losung,
2)  die Losung ist eindeutig,
3)  die Losung hangt ,stetig® von den Anfangsdaten ab.

Nach F. John haben die Anfangsdaten in der Aufgabe die Rolle der
unabhingigen Ursachen, und die Losung die der Wirkungen. Die Forderung
nach der stetigen Abhéngigkeit der Losung bedeutet die Stabilitdt der
Wirkungen, d. h. ,kleine* Anderungen in den Anfangsdaten haben ,kleine
Anderung in der Losung zur Folge.

5.2.  Nun konkretisieren wir diesen Begriff fiir Aufgabe (#), d. h. wir
stellen die ,,Stetigkeit” in Bedingung 3) fest.

Die Anderung der Losung u und die Stabilitit der Wirkungen lassen
sich passend mit den Maximumnormen  sup {|u(t)|y|t€I} und
sup { |lw'(t)]| | £t € I} abschitzen. Die Anderungen der Anfangsbedingungs-
funktionen g, und g, kann man mit der || - [ly-Norm und die des Nichthomo-
genititsgliedes f mit der Maximumnorm sup { [|f(t)]| | t € I} messen.

Wir haben jetzt das Resultat:
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Satz 5.1. Aufgabe (H) ist im obigen Sinne korrekt gestellt, d. h.

1) es existiert eine Lisunyg,
2)  die Losung ist eindeutig,
3)  die Losung w geniigt der Bedingung:

Fir jedes &> 0 gibt es Zahlen 0y(e) > 0, 04(e) >0 und 06(e) > 0
derart, daf} die Relationen

sup [[u(®)lly = e und sup[u'(t)] = ¢

tel tel
fur

I9olly = do(e) s llgally = 01(e) und sup [f(t)]| = d(e)
el
gelten.
Beweis. Auf Grund von Folgerung 3.4 und Abschnitt 4.2 sind die Forde-

rungen 1) und 2) erfiillt, und auch 3) gilt. In der Tat, fiir die Lésung u
folgt aus (3.1) wegen Bemerkung 3.1 die Abschitzung

sup [[u(t)|[3 + sup [ju’(O)]*
tel te1

= C{lgoll} + llgall3 + sup [/(1)II%},
ter

woraus die Behauptung sich ergibt.

5.3. Zuletzt bemerken wir noch, dafl die in Satz 3.2 erreichten Ab-
schatzungen (3.1) und (3.2) ziemlich schwach sind und dal mit deren Hilfe
nichts Genaues iiber das Verhalten der Losung zu sagen ist. Namlich selbst
im homogenen Fall lassen die Abschiatzungen, nun von den Gestalten

' (@)% + [[w(@)IF = 5 e (Jlu’(0)] + [u(0)[})
und
' @)I2 + [[w@®)IF = cq e (Ju’ (012 + u(0)[3) ,

,zu viel Raum offen fiir die Losung.

6. Eine Anwendung auf eine hyperbolische Cauchysche Aufgabe
mit nichthomogenen Randbedingungen

6.0. Wir wenden jetzt die vorigen Ergebnisse auf die Theorie der li-
nearen partiellen Differentialgleichungen an. Dafiir fithren wir zuerst
einige Bezeichnungen ein.
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Es sei 2 eine offene nichtleere Menge in R". Wir setzen wie {iiblich

Q) = Q) == {ul|u:2—>C stetig },

C (Q) - 0%Q) == {u€ C(Q)| w beschrinkt },

C (.0) CQ) == {u€CW)| Supp v kompakt und in 2},
C””.Q ={u| D*u€C(Q) firalle p€N", |p|=m},
Cr(Q) = {u| D?u € C,(Q) firalle peN", |[p|=m},

wobei m € N_ ist und [p| = p, + ... + p, fir den Multiindex p =
(Prs .o s p,) € N* und D7 := (8]éa,)" ... (é[éx,)"n fiir den Differential-
operator D = (¢/éx,, ..., ¢/éx,) gesetzt wurden. Weiter sei C7(Q) =
Ny_o C™(2) und CP(Q) == C*(2)NC(L2) .

In Cy(2) erklirt man das Skalarprodukt (-, -), durch das Riemannsche
Integral

(u,v), = f wvdy, w,v€Cy(2),

und schreibt |- ||, fiir die zugehdrige Norm. Der Lebesgueraum L*(£2)
wird nun durch L%(Q) := L(C7(2); C) definiert, wobei C§(£2) mit dem
Skalarprodukt (-, -), versehen ist. Durch eine isometrische Einbettung
liegt CF(L2) dann dicht im Raum L2(L), der sich als ein Hilbertraum
beziiglich des Skalarprodukts (-,:), und der Norm [[- [, erweist, die
die Erweiterungen von (-,-), und |/-[/, auf L* Q) sind. Durch die Identi-
fizierung ist weiter C(2) < L¥2), und es gilt (u,v), = (v, ), fir
w,v € 0y(2).

Die Menge C%(2) versehen mit der Topologie von L. Schwartz ist der
Testfunktionenraum D(L2) , dessen topologischer Dualraum der Distribu-
tionenraum D’(£2) ist. Nun hat man L2*2) < D'(2) und kann also fiir
w € L%Q) und fiir jedes p € N* die Ableitung D? « durch

(D?u, @) = (=" {u, D? ¢)
- ('—1)“0' (u,Dp(i)O’ ¢€D(Q)7

erklaren, wobei (-,-)> das bilineare Dualprodukt zwischen D(2) und
D'(2) bezeichnet.

Fiir m € N bildet die Menge derjenigen » € L*Q2), fiir die D? u € L*(2)
fiir alle p € N*, |p| < m, gilt, den Sobolevraum H™(£2). Eristein Hilbert-
raum beziiglich des Skalarprodukts (-, ), ,

(w,v), = 3 (DPu, Do)y, u,v€H"(2),
Ipl=m
I, . Die Abschliefung von C§(2) in

H™Q) st der mit H{(R) bezeichnete abgeschlossene Teilraum von
H™(Q). Besonders gilt H}(Q) = HLQ) = L*2).

und der zugehorigen Norm || - |
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6.1. Essei 4 ein formaler (in der Variationsform gegebener) Diffe-
rentialoperator in Q

)4 == (_ 1>IP| Dr a‘pq(x) D )

Inly lgl < m
der Ordnung 2wm, m€N,, und mit den Koeffizienten a,, € C,(Q).
Dem Operator A4 fiigen wir eine (Dirichletsche) sesquilineare Form
a(-, ) H*(Q)x H"(2) - C
durch
a(u,v) = > (a,, D"u,D?v),, w,v€H"Q),
]

Ipl, n

W

hinzu.  Mit Hilfe von [9], S. 39, Lemma 5.1, und der Ungleichung von

Schwarz erhilt man
Lemma 6.1. Die Form a(-,-) ist stetig in H"(Q) < H™(2) .

6.2, Fir die Anwendung nehmen wir nun als H den Raum H%(Q) =
L2(82), und V  sei ein abgeschlossener Teilraum H]"(2) von H™Q),
Hy(Q2) = H(2) = H"(Q2), versehen mit dem Skalarprodukt (-, ),
und mit der Norm |- ||, . Es sei bemerkt, da L2(Q) und H},(2) wirk-
lich ein Raumpaar (im Sinne von 1.1) bilden; denn Bedingung (1.1) ist
unmittelbar erfiillt, und Bedingung (1.2) folgt daraus, dall O3 (£2) dicht
in L2(£2) ist (man siehe [9], S. 24).

Jetzt haben wir

Lemma 6.2. Esser w € H"™(Q). Dann gilt die Relation

a(u , (/) - </‘4 U, (]-ﬂ> » @ € D(Q) .

Im folgenden wird vorausgesetzt, dali die Form a(-, ) H(£2)-koer-
zitiv ist, d. h. es gibt eine Konstante k, > 0 mit

la(u)| = ko, llull?, s w € H7(2) .

Is bezeichne 4 den von der Form a(-, -) definierten (unbeschrinkten)
Operator beziiglich des Raumpaars L2(Q), H(2); dann gilt

(6.1) afu,v) = (Au,v),, w€DA), vCHD).

Den Operator 4 charakterisiert jetzt
Lemma 6.3. Es set D(A,) die Menge derjenigen w € H)W(Q), die den
Bedingungen Aw € L2(Q) und

afu,v) = (Au,v),, v€HQ),

geniigen. Fir den Operator Ay = A|pa, ¢iltdann 4y = A4 .
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Beweis. A. Essei u€ D(4,). Dann ist fiir alle » € Hy,(2)
la(u, v)| = [(Awu,v)el = [lAulllo-
Somit ist die antilineare Abbildung
vi—>alw,v): Hpy(Q)—~C
stetig fiir die L2(£2)-Topologie, also gilt » € D(4) .
B. Ist u € D(A), so hat man nach (6.1)
a(u,v) = (Au,v),, vE€H L),
und besonders
a(u,p) = (Au,p), ¢€O0FL).
Nach Lemma 6.2 gilt somit
(Au,9) = a(u, ¢) = (Au, )y = Auw,p)
fir alle @€ D(R),d. h. Au = Au in D'(Q). Deswegen erhalten wir
Au = Aw € LX0) und weiter
(Au,v)y = (Au,v)y = a(u,v), vE€H ).

Also gilt D(A) € D(Ay) und Ay = A in D(A), woraus wegen Teil A die
Gleichheit 4, = 4 folgt.

Es sei B ein zweiter formaler partieller Differentialoperator der Ordnung
my =m in 2,

Bi= 3 by) D7,
Ipl = myo

mit den Koeffizienten b, € C',(2). Dann ist der Operator B :
aus L(H,(2); L¥Q2)).

Unsere bisherigen Annahmen sind also

Gy € Co2), Ipl,lgl S m, b, € C2), Ip| = mg,

=B o)

und
la(u)| = k, lJullZ, w€H(LQ);

iitberdies setze man voraus, dal}

a(u,v) = aw,uw), w,v < H(Q),
gilt.

6.3. Wenn wir jetzt Aufgabe (#) auf den obigen konkreten Fall an-
wenden, so erhalten wir die folgende hyperbolische Cauchysche Aufgabe
mit nichthomogenen Randbedingungen:

Aufgabe (Hbd). Es scien g,€ D(A) (< Hy(2)), g€ HW(02)
und f€ C\I ; L¥(Q)) gegeben. Gesucht ist eine Funktion w mit den Eigen-
schaften:
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o

) w € O LAQ)N e ; Hy(Q)),
) u(t) € DA), t€1,

=

) w(t) + Au(t) + Bu(t) = ft), t€1,
4)  w(0) =g, w'(0) =g;.
Aus Satz 5.1 ergibt sich nun das folgende Resultat:
Satz 6.4. Aufgabe (U bd) ist korrekt gestellt in dem in Satz 5.1 definierten
Sinne.
Bemerkung. In Aufgabe (#bd) sind die Randbedingungen ,frei*;
deshalb kommen sie als Anfangsbedingungen implizit mit.

«

6.4, Zum Schluf} zeigen wir, daB die z. B. in [3] untersuchte Situation
als ein Spezialfall von Aufgabe (H bd) behandelt werden kann.

6.4.1.  Mit unseren Bezeichnungen setzen wir also voraus, daB der
Operator A4 stark elliptisch und formal selbstadjungiert in @ ist, d. h.
die Bezichungen

(6.2)  Re X a,(0)é =, [E, EER, 2€Q,
Ipl. lal=m
mit einer Konstanten ¢, > 0, wobei &7 = & . Ern fir & =
(§1,..., &) € R und fir p = (p,,...,p,) € N* gesetzt ist, und
(“3) Apy = (ﬁlrp ) [pl ) ]ql :(3 n,

bestehen, und daf} ferner
(6.4) a,y €CVQ),  pl, gl = m,

gilt.

Als den Raum H}(2) nehmen wir nun den Raum HF(2) der
Dirichletschen Randbedingungen, und der Operator B sei wie in 6.2
gegeben.

6.4.2. Mit Hilfe von (6.2), (6.4) und der Gardingschen Ungleichung
konnen wir stets annehmen (man siehe [3]), die Form a(-, -) geniige der
Abschitzung

Rea(u) = ¢y luly,, w€Hi(Q),

folglich wegen (6.3)

-

alu) = ¢y ulz, w€HNQ),

mit einer Konstanten ¢, > 0. Aus (6.3) folgt auch (man beachte [9],
S, 40)

a(u,v) =a(w,u), w,v€ H Q).

Fiir den von a(-,-) definierten (unbeschrinkten) Operator A4 be-
ziiglich des Raumpaars L% Q), Hy(2) besteht jetzt die Beziehung
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(6.5) D(A) = {u€HJ(2)| Au € L¥Q)}.
In der Tat, ist w € Hy(2) mit 4w € L%2), so haben wir nach Lemma
6.2
au, ) = {Au,¢) = (Au,9)y, ¢EcDEQ).
Somit wegen Lemma 6.1 gilt auch
afw,v) = (Au,v),, v&HFRQ),

weil COF(£2) dicht in H{(2) liegt. Hieraus und aus Lemma 6.3 folgt
(6.5).

Bemerkung. a) In den vorigen Uberlegungen ist tatsichlich hin-
reichend, statt (6.4) die Relationen a,, €C,(2), |p|,l|q] = m, anzu-
nehmen, und tiiberdies fiir die moégliche Anwendung der Gardingschen
Ungleichung, daf3 die Koeffizienten «,,, |p| = |¢] = m, gleichmalig
stetig in £2 sind.

b) Unter Voraussetzung (6.4) hat man C3(2) = D(A), woraus sich
ergibt, dall D(4) dicht sowohl in L?*2) als auch in Hy(£2) ist. Diese
Tatsache wissen wir jedoch schon auf Grund von Folgerung 1.4.

6.4.3. In derin 6.4.1 und 6.4.2 vorkommenden Situation wird Aufgabe
(#H bd) auf eine der z. B. in [3] betrachteten Aufgabe aquivalente Aufgabe
reduziert, die Aufgabe (# 0) heille.

Besonders folgt die in [3], Sitze 6.2 und 7.1, bewiesene Existenz einer
eindeutigen Losung fiir Aufgabe (# 0) jetzt aus Satz 6.4.
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