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EII\ ABSTRAKTES CAUCHYSCHES PROBLEM

VEIKKO T. PURMONEN

Einleitung

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir die abstrakte Gleichring

u"(t) + A u(tl + B u(tl : I(t)

im Bochnerraum L\(I ; H) mit gewissen Anfangsbedingungen. Dabei

benutzen wir sowohl fiir die Bochnerråume als auch im anwendenden Teil
der Arbeit ftir die Lebesgue- und Sobolewåume den von P. Werner und J.
Drehmann entwickelten distributionentheoretischen Aufbau der Theorie

dieser Råume: Diese Råume werden dabei unter Benutzung ihrer funk-
tionalanalytischen Eigenschaften ohne den Begriff des Lebesgueschen

Integrals definiert; man siehe etwa [3], [9]. Eine allgemeine mathematische

Theorie ftir die der zu betrachtenden Aufgabe verwandten Probleme ist
von Ol'ga A. Ladyäenskaja, M. I. Viåik, C. H. Wilcox und anderen ent-

wickelt worden (wegen dieser Theorie sowie des historischen und physikali-
schen Hintergrunds sei auf [5], [8], [0] verwiesen).

In $ f wird der von einer sesquilinearen X'orm definierte unbeschrånkte

operator beziiglich eines Hilbertraumpaars betrachtet. Dann in $$ 2 bis 5
formulieren wir ein abstraktes Cauchysches Problem (Aufgabe (?l)) untt
beweisen, da8 sie korrekt gestellt ist. Die Technik im Existenzbeweis in

$ 4 ist åhnlich der z. B. in [3] fiir eine Rand- und Anfangswertaufgabe ange-

wandten (man vergleiche auch [5]). Modifikationen verursacht jedoch die

Tatsache, daB wir fiir unser abstraktes Problem nicht die Theorie der

Dirichletschen Randwertaufgaben benutzen können. Zum SchluB der

Arbeit wenden wir in $ 6 Aufgabe (?l) auf eine konkrete, fiir eine hyper-

bölische lineare partielle Differentialgleichung gestellte Cauchysche Anfangs-

wertaufgabe mit nichthomogenen Randbedingungen (Aufgaba (74bd')) an.

Wir zeigen auch, da8 die in [], I2l, [3] betrachtete Aufgabe mit homogenen

Randbedingungen als ein Spezialfall in Aufgabe (Abil enthalten ist.
Im Literaturverzeichnis sind nur die explizit referierten Schriften ange-

geben.
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1. Der yon einer sesquilinearon Form ileffnierto (unbeschränkte) Operator

1.0. Man bezeichnet mit .ff bzw. N* dieMenge dernichtnegativenbzw.
positiven ganzerlZahlen, mit .R" bzw. C" den n-dimensionalen (n( N*)
reellen bzw. komplexen euklidischen Raum, R: Ä1 , C: Cr, und mit
I.IdieentsprechendeNorm. X'iir a:r*i,y(C sei Rez'=r und
2t=fi-iY.

Fiir zwei lineare topologische Räume ,E und -F bedeute E(E ; F) die
I\{enge der stetigen linearen Abbildungen E -> F ,

1.1. Es seien 1/ und V zwei separable (komplexe) Hilberträume ver-
sehen entsprechend mit den Skalarprodukten (. , .) und (. , .)y sowie
mit den zugehörigen Normen ll . ll und Il . l[, . Wir sagen, daB die Råume
.fy' und V ein Raumpaar H , V bilden, wenn gilt:

1,2, \\rir betrachten eine sesquilineare Form

&(.,.) : VxY ->C

und bezeichnen die entsprechende quadratische Form mit e(. ) ,

a(uj i- e(a,u), u(Y
Es gilt

Satz 1.1.

in V,d.7t.es

(1"3)

und

(1.4)

(l.l) V c H

(1.2)

a(u,a) _

gentigt, wobei Af, der
zusehen ist

algebraisch uncl topologisch,

V ist dicht in H .

(Lax-Milgram). Di,e Form &(. ,.) se'i, stetig und koerz'it'iu

gi,bt positiue Konsta,nten Ko und lco mit

lq(u,a)l = 
K*llullvllollu, %,u € Tl,

(Av?t,a)v_ (u,Afa)v, %,u ( Tl,

z,v Ay in Y acljungierte Operator ist. Leicht ein-

lq@)l > k*llrll?,, a(V
Dann eri,stieren !,iir Xed,es I ( E(V ; C) ei,nd,euttge Elemente u ( Y unil
w(V mit

lu : a(u,a) : a(w,"), u(V.

1.3. Mit Hilfe des Satzes von X'rdchet und Riesz verkniipft man mit
der stetigen Form a(' , .) einen Operator Av ( E(V ; Y) , der der Relation
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Lemma 1.2. [Jnter d'en Voraussetzungen aon Satz I'l ist d'er Operator

Ay (bzw. Aff1ei,n Isomorphismus aom V auf si'ch selbst'

1.4. Man bezeichne mit U die Menge derjenigen u ( V , fiir die die

antilineare Abbildung

a r> a(u,a) : V --> C

stetig beziiglich der ä-Topologie ist. X'iir die stetige Erweiterung dieser

Abbildung auf. H gibt es, wieder nach dem Satz von X'r6chet und Riesz,

ein w (.[/ mit
a(u,a):(w,al , a(V.

Durch A'tL r: ID , D(A) ,: ry erhalten wir einen linearen Operator
A : D(A) + H, der die Gleichung

(1.5) a(u,u):(Au,a), u(D(A), u(V,

erfiillt. Den Operator .4 nennen wir den von a(' ,') definierten (im all-
gemeinen unbeschrånkten) Operator beziiglich des Raumpaars H , V .

Entsprechend findet man einen Operator A* : D(A*) -+ ä mit

a(u,a) : (u,A*o), u(V, a( D(A*),

und demzu gilt

(Au,o):(u,A*u), u(D(Al , a(D(A*).

, Wir geben hier einen einfachen Beweis fiir
Satz 1.3. Es sei H , V. ei,n Raumpaar, unil, d,ie Form a(' ,') erful,le

d,i,e Annahmen aon Satz 1.1. Dann d'st d,er Operator A : D(A) -> H
( A* : D(A*) --> H ) bi,jeleti,u.

Bewei,s. A. Der Operator ,4. ist injektiv; ist nämlich u C D(A) mir
A u : 0, so folgt

k.llull?, < la(u)l : l(A u, u)l : s,

d. h. a:0.
B. Die Epijektivitåt von A ergibt sich daraus, da8 die Gleichung

a(u,a):(h,a), a(V,

lösbar in V fiir jedes h €. H ist. In der Tat, wegen der Stetigkeit der
linearen Abbildung

or+(a,h):@A,V+C
gibt es nach Satz l.l ein u ( V mit
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(h'a):a(u,a)o u(V,
d. h.

a(u,o):(h,a), a(V.
Infolge von Lemma 1.2 und Satz 1.3 hat man
n'olgerung 1.4. anter d,en Voraussetzungen aon Batz 1.3 dsf d,er Operator

A-t : H --> D(A) stet'i,g, und, D(A) i,st d,icht sowohl i,n H als i,n V .

2. Aufgabe (?l)

2.0. Zterst fiihren wir einige Bezeichnungen ein. X'iir einen Banachraum
X und fiir ein fntervall J c .R bezeichne C(J ; X) : Co(J ; X'1 bzw.
Ck(J ; X) , k ( N* oder It : a, die Menge der (stark) stetigen bzw.
&-mal stetig differenzierbaren X'unktionen J --> X . Man schreibe utkt -
(dldt)k u , k ( N+, und kurz anch u' : $r usw., Es sei noch CtV ; X)
die Menge derjenigen u( C*(J; X) , deren Tråger Supp a, d. i. die Ab-
schlieBungderMenge lt(J I u(t) + 0),kompaktundin J enthaltenist.

Nun sei Il wie in l.l gegeben, und / ( . R ) sei ein offenes fntervall
P , f), 0 ( T < n. Mit der Topologie von L. Schwartz versehen wird
CtQ ; H) der Testfunktionenraum D(I ; H). Den Raum der Distributio-
nen I --> H definieren wir als den topologischen Dualraum D'(I ; H) :
E@(I ; H) , C) von D(I ; H). Es sei bemerkt, daB im betrachteten n'al
diese Definition der iiblichen Definition D'(I ; H) : E@(I); H) åqui-
valent ist (dafiir ist tatsächlich hinreichend, daB H ein reflexiver Banach-
raum ist).

fm Raum C(i ; H) ( i: t0, ?l ) ftihren wirein Skalarprodukt ((. , .)),
durch das Riemannsche fntegral

((u , a)) , (u(t) , a(t)) d,t , %,a ( C$;H),

ein und bezeichnen die entsprechende Norm mit lll . lll,. Den Bochner-
mum Lz(I ; H) definiert man jetzt durch L,(I : H) ,' E(C|Q ; H) ; C) ,

wobei CtQ ;.f/) mit dem Skalarprodukt ((. , .)), versehen ist. Dann ist
Lz(I ; H) ein Banachraum, der durch eine isometrische Einbettung die
Menge C(i ; H) enthält (das entsprechende Element in LL(I ; H) des
Elements u ( C(i ; H) wird auch mit u bezeichnet). Die Norm III . lll
von Lz(I ; H) ist die Drweiterung von lll . lll, und wird tatsächlich von
dem durch die Erweiterung von ((., .))" erklårten Skalarprodukt ((. ,. ))
erzeugt; deswegen isb L2(I; Ir') ein Hilbertraum.

3:J
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Nun gilt L'(I ; H) - D'(I ; ä) , und demzufolge kann man fiir
u ( Lz(I ; Hl und fiir jedes k ( N* die Ableitung D! w det Ordnung &
durch

((Ot ", 9)) ,: (- l)* ((w , V&t))
: (-l)* ((u,Ew)), V(D(I;H),

erklåren, wobei ((. , .)) das bilineare Dualprodukt zwischen D(I ; H)
and. D'(I; I/) bedeutet.

2.I. Wir benutzen die Bezeichnungen von $ I und nehmen an, daB dio
Voraussetzungen von Satz 1.3 erfiillt sind und daB die X'orm a(. , .) her-
mitesch ist, d. h.

(2.1) a(u,a):a(r,u), %,u'(V.

Es sei weiter ein Operato r B ( E(V ; H) gegeben; es besteht mit einer
Konstanten Ku ) O die Ungleichung

(2.2) llBall <Kullullv, u(V.

2.2. Nun stellen wir die folgende abstrakte Cauchysche Aufgabe:
Aufgabe (A). Essei,en gr<D(A), Qt(T und lcC'(i;H) gegeben.

Gesucht i,st ei,ne Funkti,on u mi,t d,en Eigenschaften:

u(C2G;E)\CL$;V),
u(t)<D(A), tCi,

(2.3) u'(t)+Au(t)*Bu(t) : l(t), tQI,
(2.4) u(o): go, u'(0): Qt.

Jeiles solche % nennen wi,r ei,ne Lösung d,er Aufgabe.
Wir werden in $$ 3 bis 5 zeigen, daB Aufgabe (?l) in dem in $ 5 definierten

Sinne korrekt gestellt ist (Satz 5.1).
Bemerkung. Die Annahme I < C'(i; f/) wird nur im Existenzbeweis

$enttzt,, sonst ist es hinreichend, I < C(i ; ä) anzunehmen.

3. A-priori-Abschätzungen unil ilie Einileutigkeit iler Lösung

3.1. Wir erklåren zuerst die Menge

1CI ,= lulw( CzQ;H)\CLG;Vl;u(t) < D(A), t<i; Au(,CQ;H)1.
Bemerkung 3.f . Ist w ei,ne Lösung tnn Aulgabe (A), so gi,l,t u ( 1lg .
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Satz 3.2. Farjedes u(llJ unilluralle t(I geltend'i'eAbschatzungen

(3.r) lla'(t)ll' + llu(t)ll? 3 c"e"'t (llz'(0)ll'+ lla(o)llå)

I cr l ecJt-', llu"(s) * A u(s) { B u(s)lll d,s

unil 
o

(3.2) llw'(t)ll'+ llw(t)ll| 2 cue-c,t (lla'(O)ll'+ llz(o)ll?)

- co I ec]s-tt lltz"(s) * A u(s) 4 B u(s)llz d,s

0

mit c1 :: 1114L {t+Ku , Kuko-,| , cz r: max {t ,k"-'l ,

cs t: czmax {t , Kol , cn :- min {l , /{r-t} unil cu:: ce rrlin lL ,lc*I .

Beweis, n'flr die nach den Voraussetzungen stetig differenzierbare n'unk-
tion 6,

C(t) ,: llu'(t)ll, * a(u(t)) , t ( i ,

erhålt man wegen (1.5) und (2.1)

C'(tl : 2B,e (u"(t) * A u(t) ,u'(t)) ,

woraus nach (f .4) und (2.2) die Ungleichung

lc'@l < c1 ö(4 + lll(r)ll'z

mit l(å) ,-- u"(t) t Au(tl * B u(t) folgt. Hieraus ergibt sich einerseits

(3.3) €(t) < e",r C(0) * | eutt-o lll(s)ll'?ds
0

und andrerseits

(3.4) 6(r) > ,-o't ((0) - I ,'^'-" lll(s)ll'zds .

0

Wegen (1.3) und (r.a) folgt nun Abschätzung (3.1) bzw. (3.2) aus (3.3)
bzw. (3.4).

X'olgerung 3.3. Iar jedes u C 7tJ und, lar alle t ( i besteht d,ie Ab-
schtilzung (d,i,e man il,er lclassi,schem Energi,eungleichung zu entsprechen ansehen
Icann)

llu'(t)ll'+ llu(t)llT
< C (lla'(o)ll'z + llö,(0)ll7 * lllu' * A u + B ulllzl

mit ei,ner Konstanten C : O(T) > 0 .

Auf Grund der Linearitåt von Aufgabe (?f) schlieBen wir nun das
Resultat:

X'olgerung 3.4. Di,e I'ösung aon Aulgabe 171) (wenn eui,stiet) i,st

ei,nd,euti,g.
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4. Die Existenz iler Lösung

4.1. X'iir den Beweis betrachten wir den Hilbertraum R ,: Lz(I ; H) x
VxH versehen mit dem Skalarprodukt (',')r,
(4.1) (rt , rz)a': ((å ,lrD + (u1, az)r + (lt,L,hz) ,

rr: (lt,au,hr) ( fl,, 'i: L,2, und mit der zugehörigen Norm ll 'llo.

Durch die Definition

D*,- (w" + Aw+ Bw,w(0),w'(0)), w(11J,

n'ird eine lineare Abbildung ? , A9 + ? erldårt' Nun gilt
Lemma 4.I. DieWertemenge p(W) i'std,i'chti'n R.
Bewei,s. A. Es sei r : (l ,u,h) (R mit

(4.2) (r,pw)e:0, w€Ag,

d. h. mit

(4.3) ((l ,w" * Aw+ Bw))*(u,w(O))yt(h,w'(0)) : 0, w<Ut.

B. Wegen | ( L'z(I ; H) gibt es nach [3], Corollar zu Satz 4.2, ein

lo< C(I ; H) mit Dtlo : l. Durch

fr(t):- --ltr(s) ds, t(i,

r
fzo:_ Jtr-t)lo(r) ds, t<1,

erhålt man die Funktionen f u( Co(I i H) , i, - 1,2, mit

(4,5) l';- f i_ to, l;- f ,.
Auf Grund von Satz 1.3 können wir

(4.6) u,(t):- A-Llu(t), t(i, 'i,:0,1 ,

setzen. I{Ach tr'olgerung 1.4 und (4.5) schlieBt man dann

(4,7) u, ( Ct$ ; T/) , u! : lls '

C, Die stetig differenzierb are Funktion C ,

e(il:- llfr]p)llr+ q(ul(t)) , t<1,
erfiillt wegen (1.5) , (2.1), (4.5) , (4.6) und (+.7) die Beziehung

(4.8) c'$) - 2 Re t(lr(l) ,lr(t)) + (lo(r) ,ut(t))I .

und

(4.4)
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Nun konstruiert man eine X'unktion w ( U! mit w(0) : tu'(O) : 6

durch

wobei tt , tz ( f beliebig gegeben sind. n'iir dieses rz findet man aus (4.3)

nach [3], Corollar zu Salz 4.2, :uind. gemåB (4.4) zuerst (man siehe [3])

(lo(tr),u{tz)l * (fz(tr), A ur(tr) * B ur(tr)) : s, tt( i,
und weiter mit t : tt: tz

(lo(r), ult))I(lz(t),Aur(t)* Bur(t)): s, t( I.
Mit Hilfe von (1.4), (2.2), (4.6) und der Ungleichung von Schwarz erhält

man somit aus (4.8)

-|'Q): 2Re (fr?),Bur(t)) < cC(t), t<i,
mit der Konstanten c: Ktmax{l ,ko-tl > 0. Da demzu C(f):0
ist, so gilt 4(r) < 0, t < i . Unmittelbar ist jedoch 4(r) > 0, t ( i ;

deshalb besteht die Gleichung

C(t) : lllr(')ll' * a(ur(t)l : s, t < 1,

woraus sich lr(t) : 0 , t € .2, und folglich l: 0 ergibt.
D. Gleichung (a.3) nimmt hiernach die Gestalt

(a,w(O))yl(h,w'(0)) : 0, w(U9.

Bei beliebigem u ( D(A) gehört die durch w(t) z: 11 , f ( .i , erklärte
tr'unktion w za 719 mit a;(0) : u, w'(0):0. Alsogilt

(u,u)y : 0, u( D(A),

und somit nach tr'olgerung 1.4 ist o : 0 . Deswegen hat man

(h,w'(0)):0, w(Ue.

Wåhlt man dabei als w besonders die bei beliebigem u ( D(A) durch
w(t) = tu, t €.I-, definierte X'unktion mit eo'(0) : u, so folgt

(h,u) : g, u< D(A).

Hieraus schlieBt man h: 0 , wieder nach Folgerung 1.4.

Bedingung (4.2) hat also r : (f ,a,h) : g zur Folge, d. h. DQIJ)
ist dicht in n.

4.2. Mit Hilfe von Lemma 4.1 zeigen wir jetzt die Existenz einer
Lösung fiir Aufgabe (?J).
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4.2.1. Der fdee des Beweises liegen die Beziehungen

1)"(t)+ Aa(t)i Ba(t): l'(t), te i,
a(0) : h, 0'(0) : l(0) - Ago- B gs,

zugrunde, die man durch formale Differentiation fiir u :,u,' aus den
Gleichungen (2.3) und (2.4) herleitet.

Dabei gilt nun nach Voraussetzungen die Relation

r ': (l' ,gt,l(0)- Ago- Bg; € ?;
deshalb gemäB Lemma 4.1 existiert eine Folge {* ,lf;:t c |CI mit

(4.9) limllr-Dwollo:0,
d. h. mit

(4.10) lim {llll'-w';- Aro- B*)ll, *llgt-woQ)ll\i'+o 
+lr(0) -ago-Bgo-rui(0)llz):s.

Nach (4.1) und Folgerung 3.3 kann man aus (4.9) die Existenz derartigen
w(t) ( V und h(t) ( H fiir jedes t < i schlieBen, da8 die Gleichungen

(4.11) Iim llru(f) - wng)lly : o

und

(4.r2) lim llå(r) - wi(t)ll : o

gleichmåBig in I erfiillt sind. Hieraus erhält man w ( C(i ; V) und
lL < C(i; f/) , sowie auBerdem wegen (4.10)

w(0) : gt und h(0) : l(0) - Aso- Bgo.

Ferner findet man infolge der gleichmäBigen Konvergenz die Beziehung

t
w(t)-w(o): lngas, t(i;

0

daher ist, w<Ct(i;ä) und w'(t) : h(t), t ( i. Somit haben wir

(4.13) w(CrG;H)\CQ;V),
(4.r4) w(0) : st,
(4.r5) w'(0): l(0)- Aso-Bgo.

4.2.2. Aus (a.10) ergibt sich

(4.16) Ji- llll' - h,lll : o
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mit hn .: q1\ + A wu I B wt, 'i : 1,2, ... . Nach (r.5) erhalten wir fiir'
alle a(V

a(woft),a) : (Awo$),a)
: (h,(t)- Bwr(t)-w",(t),a), t< I,

t( I.

T

die Beziehung

t( i

;(0) , r) ,

. 1 1) zuerst

ds, t(. I

)), t( i

\
,?rl , t(

I
'alle a<V

\
(o) ,al ,

I

w'(0) € H

und folglich

t

(4.17) I "@,(s) , u) d,s

: (!^i(s) ds: 
{" 

woro} d,s - wi(t) * w',

Hierbei haben wir auf Grund von (1.3) und (a

lt \ t

(4.r8) "l I 
w@) d,t , ul : !* [ "@,(s) , a),

\o I t'-+@o

Aus (4. 16) findet man

/ t \
(4.re) li* lloo(s) d,s , al : (l(,) - l(0) , r

t:+co \[ I

Weiter hat man wegen (2.2) und (4.11)

gza) J*(J t Luo(s)a,,,): ("J w@)ds

Somit erhalten wir aus (4.12), (4.17) bis (4.20) fiir
lt \

(4.21) 
"( i u@) ,L , ol
\o I

' (t,t, - l(o) - " !u:G) 
d,s - It)'(t) * w'

4.2.9. Nun haben wir in Gleichung (1.2L)

und 
i *@ a'( v

trfl- l(0) - B 
!*U, 

ds - ut'(t) *

Nach 1.4 gelten also ftir jedes t (. I die Relationt

jn@,1, ( D(A)
0

und
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{4.22) A

V[enn wi

w(s) ds : f@ - l(0)

nun

w(s) ds - rD'(t) * w'(0)
t

I
0

r

tt(t) z= go+ Iw@)d,s, t(i,
0

setzen, so haben wfu u(t)( D(A), t< I, und wegen (a.13) gilt

u ( CL(i ; H)nCrQ ; V) .

X'iir dieses a besteht nach (4.15) und (4.22) die Gleichung

u"(t)*Au(t)* Bu(t): l@, t(.i.

Da wir ferner u(0) : go und wegen (4.f4) auch u'(0'1 : gt haben, so ist
u eine Lösung fiir Aufgabe (?t) .

5. Äufgabe (?{) ist korrekt gestellt

5.1. Der Begriff ,,korrekt gestellt" (im Sinne von Hadamard) fiir eine
abstrakte Aufgabe mit gegebenen Anfangsdaten läBt sich in den folgenden
Forderungen darstellen (man siehe etwa X'. John [4], S. 273-275, M. M.
Lavrentiev [6], S. l-2,H. M."Lieberstein [7], S. 73-75):

l) die Aufgabe besitzt eine Lösung,
2\ die Lösung ist eindeutig,
3) die Lösung hångt ,,stetig" von den Anfangsdaten ab.

Nach F. John haben die Anfangsdaten in der Aufgabe die Rolle der
unabhängigen lfrsachen, und die Lösung die der Wirkungen. Die X'orderung
nach der stetigen Abhängigkeit der Lösung bedeutet die Stabilität der
Wirkungen, d.h. ,,kleine" Änderungen in den Anfangsdaten haben ,,kleine"
Änderung in der Lösung zur Folge.

5.2. Nun konkretisieren wir diesen Begriff fiir Aufgabe (?{), d. h. wir
stellen die,,Stetigkeit" in Bedingung 3) fest.

Die Änderung der Lösung tz und die Stabilitåt der Wirkungen lassen

sich passend mit den Maximumnormen sup { ll'n(f)lly I t < I } und
sup{ llz'(f)ll I t< I } abschätzen. DieÄnderungenderAnfangsbedingungs-
funktionen go und g, kannmanmitder ll .lly-NormunddiedesNichthomo-
genitätsgliedes I mit, d.er Maximumnorm sup { lll(l)ll I t < i } messen.

Wir haben jetzt das Resultat:
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Satz 5.1. Aulgabe (1ll i'st i,m obigen Sinne lcomekt gestellt, d,. h.

l) es eri,sti,ert e'i,ne Lösung,
2) ilie Lösung öst eind,eutig,
3) d,ie Lösung u genti,gt d,er Beilingung:

Iiltrjeiles e)0 gibtesZahlen do(e) >0, öt(t)>0 und' d(e)>0
d,erort, d,al| d,ie Relationen

sup llz(f)lly < e und' sup llz'(f)ll { e

t.(I tci
lar

llgolly S do(u) , lls'llz < ö'(u) unil sup lll(l)ll < ö(')
t€. I

gel,ten.

Bewei,s. Auf Grund von Folgerung 3.4 und Abschnitt 4.2 sind die X'orde-

rungen l) und 2) erfiillt, und auch 3) gilt. fn der Tat, fiir die Lösung u
folgt aus (3.1) wegen Bemerkung 3.1 die Abschåtzung

sup llu(l)llp + sup llu'(t)ll't<i t<I
< o lllsoll? + llstll? + sup lll(,)ll') ,

t(r
woraus die Behauptung sich ergibt.

5.3. Ztletzt bemerken wir noch, daB die in Satz 3.2 erreichten Ab-
schätzungen (3.f ) und (3.2) ziemlich schwach sind und daB mit deren Hilfe
nichts Genaues iiber das Verhalten der Lösung zu sagen ist. Nåmlich selbst

im homogenen Fall lassen die Abschåtzungen, nun von den Gestalten

llu'(t)ll'+ llu(t)ll?, S c"e"'t (llz'(0)ll'+ llu(o)ll?)
und

llu'(t)ll'+ llu(t)ll\ 2 cne-c't (llu '(0)ll'+ llz(o)lli) ,

,,zu viel Raum offen" fiir die Lösung.

6. Dine Änwenilung auf eine hyperbolische Cauchysche Äufgabe

mit nichthomogonen Ranilbeilingungen

6.0. Wir wenden jetzt die vorigen Ergebnisse auf die Theorie der li-
nearen partiellen Differentialgleichungen an, Dafiir fiihren wir zuerst
einige Bezeichnungen ein,
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Es sei .f2 eine of{ene nichtleere Menge in R" . wir setzen wie iiblich

C(O) : Co(Q) ': lul u : Q'-> C stetig ),
Cu@) : Cg@) '- {u< C@'11 u beschrånkt } ,

Co@) : C8@) ,- {u€ C(9) | Supprl kompakt und in Ol ,

C*(0),- lul Dou<C(O) fiiralle pcN", lplSml,
CT@),= lu I D,u (. Cb@) fiiralle p< N", lpl {ml,

wobei m( N* ist und lpl': p'* ...1Pn fiir den Multiindex p :
(Fr, ... ,pn) < N" und DP ,: Ql7rr)o'...(010r,)P" fiirden Differential-
operator D : (0l0rr, ... ,0f Arn) gesetzt, wurden. Weiter sei C-(Q) ':
nn:oc*(Q) und cT@),: c*(Q)oco@).

In Co(f2) erklärt man das Skalarprodukt (' , '), durch das Riemannsche

Integral

(u,ulr3: lu6dn, %,u ( co( Q),

und schreibt ll . ll, fiir die zugehörige l{orm. Der Lebesgueraum L'@)
wird nun durch L'@) ,: E(CE(Q); C) definielt, wobei C;@) mit dem

skalarprodukt (. , .), versehen ist. Durch eine isometrische Einbettung
liegt CT@) dann dicht im Raum L'@), der sich als ein Hilbertraum
beziiglich des Skalarprodukts (' ,')o und der Norm ll ' llo erweist, die

dioErweiterungenvon (',"')o und ll'll, auf L'(O) sind. Durchdieldenti-
fizierung ist weiter Co@\ c Lz(Q), und es gilt (u,tt)o: (u,u)" ftir
u,u ( Co@) .

Die Menge C8@) versehen mit der Topologie von L. Schwartz ist der
Testfunktionenraum D@) , dessen topologischer Dualraum der Distribu-
tionenraum D'(O) ist. Nun hat man L'(9) c D'(Q) und kann also fiir
u ( Lz(Q) und fiir jedes p ( N" die Ableitung DP u dttch

( D''tt ,9) ': (- l)lol (z , Do q)
: (-l)lel (u,DPfi)s, g(D@),

erklären, wobei (. ,') das bilineare Dualprodukt zrvischen D@) und

D'@\ bezeichnet.
ElUrr m F N bildetdieMengederjenigen u(Lz(Q),fiirdie De u ( L'@l

fiir alle p ( N", lpl t m, gilt,denSobolevraw H*(Q). EristeinHilbert-
raum beziiglich des Skalarprodukts (' , ').,

(u 'u)*': ,ol-*(on 
u ' 

Dn a)o ' u 'a 
( H*({)) 

'

und der zugehörigen Norm ll . ll-. Die AbschlieBung von Cf (O) in
H*(0) ist der mit HT@) bezeichnete abgeschlossene Teilraum von

H*{Al. Besond.ers gilt ä$(g) : Ho(O) : L'@) .
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6.1. Es sei A ein formaler (in der Variationsform gegebener) Diffe-
rentialoperator in .f),

A '= ,o,,å=;-l)tnt 
Pn aoo(n) Dq ,

der Ordnung 2 nL , m, ( N* , und mit den Koeffizienten aoo( Cr(Q) .

Dem Operator A fiigen wir eine (Dirichletsche) sesquilineare X'orm

a(. ,.) : H*(9) x H*(Q) --> C
durch

a(u,u) ,:,r,,år^(oooDou, Duo)o, u,u ( H*(Q),

hinzu. Mit Hilfe von [9], S. 39, Lemma 5.1, und. der Ungleichung von
Schryå,rz erhält man

Lemma 6.1. Die Xorm a(. ,.) ist stetig in H-@) x H*(Q) .

6.2. Fiir die Anwendung nehmen wir nun als y'/ den Raum Hv(Q) :
Lz(Q), und V sei ein abgeschlossener Teilraum Hn@) von H*(Q),
HT@) c H{X@) c H*(Q), versehen mit dem Skalarprodukt (. , .)*
und mit der Norm ll . ll- . Es sei bemerkt, da& Lz(Q) und Hffi@) wirk-
lich ein Raumpaar (im Sinne von l.l) bilden; denn Bedingung (1.1) ist
unmittelbar erfiillt, und Bedingung (1.2) folgt daraus, daB Ctr@) dicht
inLz(Q) ist (man siehe [9], S. 24).

Jetzt haben wir
Lemma 6.2. Es sei, u ( H*(9) . Dann gi,lt d,ie Relation

ct(u,9) : <Au,@), 9(D(O)'

Im folgenden wird vorausgesetzb, daB die Form a(' , ') H{u(Q)-koet-
zitiv ist, d. h. es gibt eine Konstante fto > 0 mit

la(u)l > k"llullk, u(Hf,@').

Es bezeichne ,4 den von der X'orm a(. , .) definierten (unbeschrånkten)
Operator beziiglich des Raumpaarc Lz(Q) , Hfu@); dann gilt

(6.1) a(u,u) : (Au,u)s, uC D(A), u(H{u(Q).

Den Operator / charakterisiert jetzt
Lemma 6.3. Es sei, D(Ai die Menge d,erjeni,gen u ( E{u@l , d,i,e ilen

Bed,ingungen Au ( L2(9) und,

a(u,u) : (Aw,a)0, a(Uffi(A),

genil,gen. Xiirdenoperator Aor- Aln<e"l gi,ltd,ann Ao: A,
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Bewei,s. A. Es sei z ( D(Ao). Dann ist fiir alle a < HT'@)

la(u,a)l : lUu,o)ol < llAzllo llollo.

Somit ist die antilineare Abbildung

u r+ a(u , a) : Hio(Q) * C

stetig fiir die -02(g)-Topologie, also gilt u < D(A) .

B. Ist u( D(A), so hat man nach (6.1)

a(u,a) : (Au,u)s, a( H{o(Q)'
und besonders

a(u,V) : (Au,V)o, 9<Ct@).
Nach Lemma 6.2 gilt somit

(Au 'E) 
: a(u'd : (Au 'q)o: (Au 'E)

fiir alle q<D@), d.h. Au : Au in D'@). Deswegen erhalten wir

Au: Au(L'@\ undweiter

(Au,a)o: (Au,a)o: a(u,u), a(Hk@).

Also gilt D(A) c' D(Ao\ und 1o -- A in D(A) , woraus \l'egen Teil A die

Gleichheit Ao: A folgt'.
Es sei B ein zweiter formaler partieller Differentialoperator der ordnung

mr3m in J?,
u ':,r,2*!o(r) Do 

'

mit den Koeffizienten bo(. Cu@). Dann ist der Operator B ': Blrnt^l
aus C(ä3i(9);L2@)) .

Ifnsere bisherigen Annahmen sind also

aoo(Cu(Q), lpl,lql 3m, be(Cb(Q\, lpllmo,
und

la(u\l > k"llullk, uQ Hk@);

iiberdies setze man voraus, da8

a(u 'a) 
: a@;6 ' il 'a 

( H{o(Q) 
'

gilt.

6.3. wenn wir jetzt Aufgabe (?l) auf den obigen konkreten x'all an-

wenden, so erhalten wir die folgende hyperbolische cauchysche Aufgabe

mit nichthomogenen Randbedingungen:
Aufgabe QlOa'1. Es sei,en gr( D(A) (- HT^(Q)1, gr( Hffu@)

und, | < Ct(i ; L2@)) gegeben. Gesucht ist ei,ne Funlcti,on u mit den Ei'gen-

schalten:
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r) u ( Cz(i ;Lr@))nC'G ; HT^@D ,
2) u(t)<D(A), t(i,
3) u"(t) + A u(t) * B u(t) : !(t), t < i,
4) u(0) : go, u'(0) : gL.

Aus Satz 5.1ergibt sich nun das folgende Resultat:
Salz 6.4. Aulgabe (H ba'1 i,st lcorrekt gestellt i,n d,em i,n Batz E.l d,efinierten

Binne.
Bemerkung. fn Aufgabe &Ua1 sind die Randbedingungen ,,frei,,;

deshalb kommen sie als Anfangsbedingungen implizit mit.

6.4. Zum Schlufi zeigen wir, daB die z. B. in [B] untersuchte Situation
als ein Spezialfall von Aufgabe (?lbd) behandelt werden kann.

6.4.1. Mit unseren Bezeichnungen setzen wir also voraus, daB der
Operator A stark elliptisch und formal selbstadjungiert in A ist, d. h.
die Beziehungen

(6.2) Re X Eoano(r)tq2ctl€lr*, å(R", r(d),
lpl, tqt:m

mit einer Konstanten cr ) 0 , wobei tn ': t?., .. . Eo*" fiir E :
(6',..., E,) <.R" und fid;r p : (pr,...,?n) ( N" gesetzt ist, und

(6.3) a,oo : d-*, lpl ,lql ! m ,

bestehen, und daB ferner

(6.4) aoo ( Arft(O) , lpl ,lql I m ,

gilt.
Als den Raum HTu@) nehmen rvir nun den Raum Htr@) der

Dirichletschen Randbedingungen, und der operator B sei wie in 6.2
gegeben.

6.4.2. Mit Hilfe von (6.2), (G.a) und der Gårdingschen Ungleichung
können wir stets annehmen (man siehe [B]), die Form a(. , .) geniige der
Abschåtzung

Re a(u) 2 crllullfl,, ,tr ( HT@) ,

folglich wegen (6.3)

a(u) 2 crllullk, u ( Htr@),

mit einer Konstanten cr) 0. Aus (6.8) folgt auch (man beachte [9],
s. 40)

a(u,u) : a(u,u), u,a ( Hff(O).

X'iir den von a(. ,.) definierten (unbeschränkten) Operator A be-
ziiglich des Raumpaars Lz(Q) , Htr@) besteht jetzt die Beziehung



Ein abstraktes Cauchysches Problem 141

(6.5) D(a): lu<Hff@)l Au ( Lr(o)1.
fn der Tat, ist u< H[@) mit Au C Lz(Q), so haben wir nach Lemma
6.2

a(u,E): <Au,Q) : (Au,V)0, g€D@).
Somit wegen Lemma 6.1 gilt auch

a(u,u) : (Au,a)o, u( H[(A),
weil Ct@) dicht in Htr@) liegt. Hieraus und aus Lemma 6.3 folgt
(6.5).

Bemerkung. a) In den vorigen Uberlegungen ist tatsåchlich hin-
reichend, statt (6.a) die Relationen ano( Cu(Q) , lpl,lql { n1, , anzu-
nehmen, und iiberdies fiir die mögliche Anwendung der Gårdingschen
Ungleichung, da8 die Koeffizienten 6oo, lpl : lql : ra , gleichmåBig
stetig in O sind.

b) Unter Voraussetzung (6.4) hat man C3@) c D(A), woraus sich
ergibt, daB D(A) dicht sowohl in Lz(Q) als auch in .t1fr(O) ist. Diese
Tatsache wissen wir jedoch schon auf Grund von Folgerung 1.4.

6.4.3. fn der in 6.4.1 und 6.4.2 vorkommenden Situation wird Aufgabe
(Abil,auf eine der z. B. in [3] betrachteten Aufgabe åquivalente Aufgabe
reduziert, die Aufgabe (?I0) heiBe.

Besonders folgt die in [3], Sät'ze 6.2 und 7.1, bewiesene Existenz einer
eindeutigen Lösung fiir Aufgabe (110) jeLzt aus Satz 6.4.
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