Annales Academiz Scientiarum Fennicae Commentationes in honorem
Series A. I. Mathematica Rolf Nevanlinna
Volumen 2, 1976, 269 — 301 LXXX annos nato

SPEKTRALFUNKTIONEN EINER KLASSE VON
DIFFERENTIALOPERATOREN ZWEITER ORDNUNG
MIT NICHTLINEAREM EIGENWERTPARAMETER

HEINZ LANGER

Bekanntlich ([3], § 13) ist das Stieltjessche Momentenproblem dquivalent
mit der Aufgabe, alle Spektralfunktionen mit nichtnegativem Tréiger
einer Stieltjesschen Saite, d. h., einer Anfangswertaufgabe der Form

df. (@) + Af@) dM(@) = 0, 0<x<l,
fo0) = 0

zu bestimmen (M = nichtabnehmende Treppenfunktion). Das indefinite
Analogon des Stieltjesschen Momentenproblems (das Problem PHT)
in der Terminologie von [6]) 1iBt sich entsprechend auf die Bestimmung
aller Spektralfunktionen einer Stieltjesschen Saite vom Index x, die
Dipole und negative Massen tragen kann, zuriickfiihren. Unter einer
solchen Saite verstehen wir eine Anfangswertaufgabe der Form

(0.1)

df, (@) + Af(@) dM(2) + 2f(x)dD@) = 0, 0 <ax <1,
fo(0) =0

mit zwei Treppenfunktionen 3 und D , deren Sprungstellen sich héchstens
bei I haufen; dabei ist die Funktion D nichtfallend und die Anzahl
derjenigen Punkte «, in denen D(x+0) — D(x—0) > 0 oder M(x+0) —
M(x—0) < 0 gilt, endlich und zwar gleich x .

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir die Anfangswertaufgabe
(0.2) under der Voraussetzung, daB M eine Funktion von beschrankter
Variation und D eine beschriankte nichtfallende Funktion auf dem kom-
pakten Intervall [0,1] der reellen Achse sind. Nach vorbereitenden
Betrachtungen fithren wir in § 1 den Weylschen Koeffizienten my der
Aufgabe (0.2) ein, der zu einer Randbedingung der Form

(0.3) fLON@) +fU) = 0

(0.2)
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am rechten Endpunkt gehort. Die Anfangswertaufgabe (0.2) 1aBt sich
auf eine Anfangswertaufgabe fiir ein kanonisches System von positivem
Typ zuriickfithren, dessen Spektralfunktionen wir als die Spektralfunk-
tionen der Aufgabe (0.2) definieren. Aus Krgebnissen von [3], § 14, folgt
dann leicht eine Beschreibung aller dieser Spektralfunktionen. Sie ent-
sprechen genau denjenigen Randbedingungen (0.3) am rechten Endpunkt,
fiir welche die Funktion A-> Amy(4) zur Nevanlinnaklasse N, gehort.

Bezeichnet V die Funktion V(x) := |M|(x) + D(x) (|M|(x) = To-
talvariation von M auf [0,x]), so kann man der Anfangswertaufgabe
(0.2) eine beziiglich des Eigenwertparameters quadratische Operatorenschar
im Raume L2, zuordnen. Nach Ubergang zu einem beziiglich des Eigen-
wertparameters linearen Problem (im Raume L%, @ L%, ) lassen sich z. B.
mit Hilfe der Methode der richtenden Funktionale von M.G. Krein eben-
falls Spektralfunktionen fiir die Aufgabe (0.2) einfiihren. In § 3 zeigen wir,
dal diese Spektralfunktionen mit den in § 1 definierten iibereinstimmen.
Ist insbesondere D = 0, so fallen sie mit den A-Spektralfunktionen aus
[8], § 3, zusammen.

In § 2 betrachten wir als Anwendung der Ergebnisse von § 1 die Sturm—
Liouvillesche Anfangswertaufgabe

— @@y @) + 9@ y@) = ir@y@), 0=z =b,
p(0) ' (0) sine — #(0) cosee = 0

mit indefiniter Gewichtsfunktion » und ¢ =0 (vgl. [2]). Analog wie
dieses Problem im Ialle einer nichtnegativen Gewichtsfunktion in [3], § 14,
auf eine Aufgabe der Form (0.1) zuriickgefiihrt wurde, ergibt sich hier
fir gewisse Anfangsbedingungen im Nullpunkt eine Aufgabe (0.1) mit
einer nichtmonotonen Funktion M (oder (0.2) mit D = 0). Die betrachte-
ten Spektralfunktionen entsprechen hier denjenigen Randbedingungen
(0.3) am rechten Endpunkt, fiir die mit dem Weylschen Koeffizienten /(%
(siche (2.12)) die Funktion 1 - 2 (I(4) + cot a) zur Klasse N, gehért.

In der vorliegenden Arbeit beschrinken wir uns (mit einer Ausnahme
am Ende von § 3, wo wir eine in [2] aufgeworfene Frage beantworten)
auf den sog. reguliaren Fall, jedoch lassen sich einige Ergebnisse (insbeson-
dere der Abschnitte 1.4, 2.3 und des § 3) unmittelbar auf den singuldren
Fall iibertragen. Ausfiihrlicher werden wir auf singulire Operatoren der
Form (0.2) an anderer Stelle eingehen.

Im Zusammenhang mit den hier betrachteten Problemen spielen die
Funktionen der von Rolf Nevanlinna in [9] eingefiihrten Klasse N,
sowie der von M.G. Krein und dem Verfasser in [6] eingefiihrten Klassen N,
eine wesentliche Rolle. Obwohl wir in dieser Arbeit die Hilfsmittel und
Methoden aus der Theorie der linearen Operatoren in Ridumen mit inde-
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finitem Skalarprodukt nicht explizit benutzen, sei bemerkt, dal die in
§ 3 eingefithrten Operatoren L symmetrisch beziiglich eines indefiniten
Skalarproduktes [+, ] sind, genauer, es gilt [L f, f] = 0 fiir alle
feD(L). Deshalb hiangen diese Untersuchungen eng mit der im Anschlufl
an die Arbeiten [10]—[14] Rolf Nevanlinnas von I. Pesonen [15] unter
etwas einschrinkenden Voraussetzungen betrachteten abstrakten Opera-
toren und ihren Spektralfunktionen zusammen.

SchlieBlich sei vermerkt, dafl die zu den Spektralfunktionen in den §§ 2
und 3 gehorigen Randbedingungen dem sog. S-positiven Fall von A.
Pleijel (siehe z. B. [16]) entsprechen.

1. Weylscher Koeffizient und Spektralfunktionen
der Anfangswertaufgabe (0.2)

1.1. Auf dem kompakten Intervall [0,]] der reellen Achse seien
eine linksseitig stetige, nichtabnehmende beschrankte Funktion 0 und
eine linksseitig stetige Funktion M von beschrankter Variation mit
M(0) = D(0) = 0 gegeben. Mit |M|(x) bezeichnen wir die Totalvariation
der Funktion M auf dem Intervall [0,z] und setzen M (x) :=
L(M|(x) £+ M), V(@) := |[M|x)+ D), 0=<x <!. Wir setzen
auBerdem der Einfachheit halber voraus, dafl die Randpunkte 0 und /
Wachstumspunkte von V' sind.

Die Funktionen M wund D sind absolutstetig beziiglich V' ; wir
bendtigen spiter die zugehorigen V-fast-iiberall bestimmten Dichten,
die wir mit f und y bezeichnen:

(1.1) dM(z) = Bx)dV(x), dD(x) = ypx)dV(x).
Dann gilt offensichtlich
(1.2) IB(x)| + y(®) = 1  (V-fast-iiberall).

Es sei weiter ®, die (lineare) Menge aller Funktionen f, die sich
in der Form

x

(1.3) fle) = fy+ fyz+ [ @09 V)

0

mit einer Funktion ¢ € L2, und komplexen Zahlen f,, f, darstellen
lagsen. Fiur fe®, gilt offensichtlich f(0) = f;; wir setzen noch
/2(0) := f;. Jede Funktion fe®, ist absolutstetig auf [0,7], hat in
jedem Punkte a €[0,]) eine rechtsseitige Ableitung
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740
f@ = &5+ [ s ave
0
und in jedem Punkte = € (0,/] eine linksseitige Ableitung
£=0
re =+ [ ewave.

0

Fiir eine V-summierbare Funktion g verstehen wir unter einer Losung
S der Differentialgleichung

I\

(1.4)  df . (x) + Af(x)dM(x) + 2f(x)dD(z) = gx)dV(x), 0 <z <I,

eine Losung der Integralgleichung
(1.5) fle) = fo+afy - f (@ —s) [f(s) (AdM(s) + 22dD(s)) — g(s) AV (s)]
0

(fo »fg = beliebige komplexe Zahlen), und nennen die Lésung f von
(1.5) auch eine Losung der Anfangswertaufgabe

df’ (@) + 2f(@x) dM(2) + 22 f(x) dD(@) = glx)dV(2). 0 <z <1,
fO) = fo, fLO) = fo .
Ist nur eine Anfangsbedingung, z. B. f'(0) = 0, gegeben, so nennen wir
jede Losung f der Integralgleichung (1.5) mit f; = 0, f, beliebig, eine
Loésung der Anfangswertaufgabe
dfy (@) + Af@) dM(z) + 22 f@2) dD(x) = g@)dV(z), 0 <a <1,

(1.6) ,
F.00) = 0.
1.2. In diesem Abschnitt betrachten wir die Aufgabe (1.6) mit einer
Randbedingung

(1.7) fSOON +f0) = 0

am rechten Endpunkt /, wobei N eine reelle Konstante (einschlieB3-
lich o) bezeichne!. Dieser Randwertaufgabe lifit sich eine beziiglich
des Eigenwertparameters A  quadratische Operatorenschar in 12,
zuordnen.

Wir setzen

1 Fiir N = 00 interpretieren wir (1.7) als f_(I) = 0.
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D(dy) 1= {feDy: fLO) =0, fLON + f2) =0},
ANf =P,

wenn f die Darstellung (1.3) besitzt. Man sieht leicht, daf} diese Definition
korrekt ist, d.h., aus f =0 (in L% ) folgt ¢ =0 (n L7). Weiter
gei fir fel?,:

(Bf) () := B(x) flx),

(Cf) @) := (@) f2)
mit den Funktionen f und p aus (1.1). Die Operatoren B und C sind

beschriankt, selbstadjungiert und miteinander vertauschbar, € ist nicht-
negativ. AuBerdem gilt auf Grund von (1.2)

(1.8) Bl + C = 1.
Die Randwertaufgabe (1.6), (1.7) ist dann aquivalent mit der Gleichung
(1.9) —~Ayf+ ABf+ 22Cf = g

in L% . Gilt 0 <N < oo (bzw. N = o0 ), so ist der Operator A, streng
positiv (bzw. nichtnegativ und der Nullpunkt ist Eigenwert von A4, ).

Wir setzen zunichst 0 < N < oo voraus. Von der in (1.9) auftretenden
Schar

(1.10) Ly(A) := — Ay + A B + 22C
gehen wir iiber zur Schar
Ly(p) := @I —uBy — 0,

mit B, = A7"? BA7?, 0, = Ay*C A3"?. Ein Punkt A, # 0 gehort
offensichtlich genau dann zum Spektrum der Schar Ly (d.h. Ly(4,)
besitzt keine auf ganz L%, definierte Inverse), wenn u,:= 1/4; zum

Spektrum der Schar I:N gehort. Der Operator Ay' und damit auch die
Operatoren B, und O, sind kompakt in L%, , deshalb ist das Spektrum

von iN auBlerhalb des Nullpunktes diskret; da C; = 0 gilt, ist es sogar
reell. Wir bezeichnen die Anzahl der positiven (bzw. negativen) Kigenwerte

von INDN mit n,_ (bzw. n_) (0 <n, < oo ) und diese Eigenwerte selbst
mit

pP Zpf = (bzw. p <p® <L)
dabei werde jeder Eigenwert so oft gezihlt, wie seine Vielfachheit angibt .

Tiir w e L%, ||u|| = 1, hat die quadratische Gleichung

1 Spéter werden wir sehen, daB diese Eigenwerte alle einfach sind.
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(L) w , w) = w2 — u(Byu,u) — (Cyu,u) = 0

zwei reelle Losungen u (u) :

(Byu,u) (Byw,u)?

+ (Cru,u).

Die positiven (bzw. negativen) Eigenwerte der Schar 1~LN lassen sich dann
bekanntlich als Minmaxwerte des Funktionals w, (bzw. p_) charakterisie-
ren ([7], [17]):

p = maxmin p (u), j=12..,n_,

Q. Q.

(1.11) Dot
u? = minmax p_(u), =12, .. ,n_

Sj uegj

ul] =1

dabei bezeichnet 8]- einen Teilraum der Dimension j.

Im folgenden sei ", (bzw. " ) die Anzahl der Wachstumspunkte der
Funktion M +D (bzw. M_+D).

Satz 1.1. Esgilt n, =« .

Beweis. Wit beweisen nur die Beziehung fiir die positiven Eigenwerte.
Ist " endlich, so bezeichne ¢ denjenigen Teilraum von L?%,, dessen
Elemente hochstens auf den Sprungpunkten von M, 4D verschieden
von Null sind. Dann gilt dim & = %, und

(Bu,u) (B, u)?
(1.12) — )+ (Cu,u) > 0
2 -+
fir weg, |ju[| =1 Zu 2 gibt es aber einen Teilraum ¥ < DAY
derselben Dimension ' , fiir dessen Elemente w« mit [lu|| =1 die

Beziechung (1.12) besteht. Das Funktional . ist also auf dem ' -di-
mensionalen Teilraum AY* &' positiv, also gilt wegen (1.11) =, =, .
 Wire n, >/, dann gibe es einen («".+1) -dimensionalen Teilraum
& mit

pow) > 0 firuel, [|u| =1,

d. h., auch die Beziehung (1.12) wiirde fiir alle « mit ||lu|| = 1 aus einem
(#, +1)-dimensionalen Teilraum ¢ = A2 Q@ bestehen. Die Funktion
D habe genau m, Wachstumspunkte (m, =< x:L ), d.h., der Werte-
bereich von C' ist m  -dimensional. Dann gilt (C'u,u) = 0 fiir alle u aus
einem mindestens (%,'I,_—{—l—mv 4) -dimensionalen Teilranm é’ von é,
also ist

(Bu,u) > 0 firalle wel, [lul]] = 1.
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Da die Operatoren B und C vertauschbar sind, hat somit B minde-
stens ' +1—m, positive Eigenwerte, deren Eigenelemente im Ortho-
gonalkomplement des Wertebereiches von ' liegen. Dann hat aber die
Funktion M, mindestens so viele Wachstumspunkte, die nicht Sprung-
punkte von D sind, d.h. M, +D hat mindestens ' +1 Wachstums-
punkte, Widerspruch.

Ist % = oo, so ergibt sich die Behauptung ebenfalls leicht aus dem
ersten Teil des Beweises.

Da nach Voraussetzung die Funktion V unendlich viele Wachstums-
punkte hat, gilt die o

Folgerung 1.2. DieSchar Ly hatfir 0 < N < oo unendlich
viele Higenwerte; diese sind alle reell.

Aus den Betrachtungen in Abschnitt 1.4 wird sich ergeben, dal} die
erste Aussage der Folgerung 1.2 sogar fiir alle reellen N (einschlieBlich
co ) richtig ist; dabei sind im Falle 0 <N < oo alle Eigenwerte der
Schar Ly reell,im Falle — oo << N < 0 kann aufierhalb der reellen Achse
hochstens ein zur reellen Achse symmetrisch gelegenes Paar von Eigen-
werten auftreten.

1.3. Im folgenden spielen die Losungen ¢(-; 4) und (- ; 1) der Diffe-
rentialgleichung (1.4) mit ¢ = 0 und den Anfangsbedingungen
p0;2) =1, @_(0;4) =0,
p(03;2) =0, 9 (0;2) =1,
d. h. die Losungen der Integralgleichungen

x

(1.13) woid) = 1= [ =gl D v,

X

(1.14) paid) = o~ [ @=s)pie: 2) v

0

eine wesentliche Rolle; dabei haben wir
AdV,(s) := AdM(s) + 22dD(s)
gesetzt. Lost man z. B. die Gleichung (1.13) durch Iteration

golx s A) 1= 1;

x

pp ) =1 — f (x—8) @, _1(s;4)dV,(s), m =12 ..,

0
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so ergibt sich

x—0 5—0 sy—

s = _f( Ay f[ v 85) (v —8,) AV (5,) AV 5(s,)
0
% $,,—0

mf / f X == 8;7; S~ Sp— 1) ( 2—“81)dvl(81) dV}.(Sm)

+ .

Gemal der Abschatzung aus [3], § 2.3, gilt fiir das allgemeine Glied der
Reihe (1.15)
% S,,—0 v‘

T =38, =8 1) e (Sa—=81) AV (sq) ... dV(s,,)] l

[296(!/'1! [ M |(z) + |4]* D))"
(2 m)!

IIA

Deshalb konvergiert diese Reihe in jedem kompakten Teil der A-Ebene
gleichmafig und definiert eine ganze Funktion ¢(x;.) der Ordnung
hochstens gleich eins, genauer, es gilt

lp(x; 1) = cosh (2 (|A] [M|(x—0) + [A> D(x—0)))1".

Die Funktion ¢(-; 1) ist absolutstetic in [0,7]; sie hat in jedem
Punkt « des Intervalls [0,/) (bzw. (0,/]) eine rechts- (bzw. links-)
seitige Ableitung

x+0

PLzid) = — f o(s 1) AV (s),

0

die beziiglich 1 ebenfalls ganze Funktionen der Ordnung héochstens
gleich eins sind.

In gleicher Weise zeigt man die Existenz einer Losung 3 der Integral-
gleichung (1.14), die (ebenso wie ihre rechts- und linksseitigen Ableitungen
') beziiglich 2 eine ganze Funktion der Ordnung hochstens gleich
eins ist. Schlieflich vermerken wir noch die fiir beliebige komplexe 4 und
x €[0,7] bestehende Identitit

(1.16) plas ) yi(es 2) — @les Dyl 2) =1

sowie die Beziehungen

ple s 7) = g@;4), ;i) = ;).



Spektralfunktionen einer Klasse von Differentialoperatoren zweiter Ordnung 277

Wir betrachten die Randwertaufgabe

df' (@) + Af@)dM(@) + 22f@)dD@) = 0, 0 <z <I,
f’_(O) — 0, fO =o.

Sie hat offensichtlich genau fiir diejenigen Werte von A eine nichttriviale
Losung, fiir die ¢(/; 1) = 0 gilt, und diese (bis auf einen konstanten
Faktor eindeutige) Losung ist die Funktion ¢(-; 4) . Da andererseits diese
Punkte A die Eigenwerte der Schar L, (siehe (1.10)) sind, ergibt sich aus
der Folgerung 1.2 das

Lemma 1.3. Die Funktion ¢(l;-) hat unendlich viele reelle Null-
stellen.

Mit N, bezeichnen wir im folgenden die Menge derjenigen Funktionen
N, die in der oberen Halbebene meromorph sind und fiir die der Kern K

Ky, 0) = YT (5 peg,)

auf dem Holomorphiegebiet Z, von N genau x negative Quadrate hat

(d. h., jede der Formen Z” o Ky(z,2) 88, 2,€Zy, hat hochstens »x
und mindestens eine dieser Formen hat genau x negative Quadrate).

Die Funktionen N € N, setzen wir durch Spiegelung N(z) = N(z) auf
die untere Halbebene fort; aullerdem sei

(NgU {0}, =x=0,

Noi=1n %> 1

s

Die Klasse N, stimmt bekanntlich mit der von R. Nevanlinna einge-
fiihrten Klasse der in der oberen Halbebene definierten und holomorphen
Funktionen N mit Im N(z) /Imz = 0 iiberein; die Klassen N, wurden
in [6] eingefiithrt und untersucht.

SchlieBlich bezeichnen wir fiir eine auf einem Gebiet G der komplexen
Ebene erklirte Funktion ¥ mit £/ die durch Multiplikation mit der
unabhéangigen Verdnderlichen entstehende Funktion: ﬁ(/l) t= L F(A)
(LeG).

Lemma 1.4. Hsqilt

Beweis, Wir gehen aus von der Gleichung
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1

!
a1n) 4 [ ples 2 oles p) adi(@) + 2 [ w52 ot 0 D)
0 0
1

I
- —fdcol(x;l)cv(x;u) = — ¢ LN el p) + fwl(x;l)qv;(xzu)d%-
0

0

Multiplizieren wir sie mit u, schreiben die durch Vertauschung von 2
und gz entstehende Beziehung auf und subtrahieren beide voneinander,
so ergibt sich

R0 905 ) — g0 ) (s
; !

= G- (it [ 9 ) oles ) D@ + [ o5 1 g de

0 9

und daraus leicht die Behauptung.

Folgerung 1.5. Die Funktion ¢ (I;:) hat unendlich viele Null-
stellen. Alle Nullstellen von ¢(l ;) und ¢_(1;.) sind reell.

Aus der Beziehung (1.17) erhilt man durch dhnliche einfache Um-
formungen die Gleichung

w(l; 2) ol 5 u)

Y AT

= -0 [ Dl ) @) + (4 D) |,
(s N e m) s

und daraus das
Lemma 1.6. Hal die (nichtabnehmende) Funktion D+ M_ nur end-
lich viele (und zwar »" ) Wachstumspunkte, so gilt fir ein = mit 0 < x < "’

;)
o N

1.4. Die im folgenden auftretenden Funktionen N seien stiickweise
meromorph oder identisch gleich oo in einem Gebiet G , das die untere

und obere Halbebene enthilt, und es gelte N(}) = N(Z) . Mit den Funk-
tionen ¢ und y aus Abschnitt 1.3 setzen wir

oyl )N + p; A) ]
My(4) 1= o) NG) + ol ,}»5 (AeGy).
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Da auf Grund der Identitit (1.16) Zahler und Nenner nicht gleichzeitig
verschwinden, ist my(2) fir 1€ G, definiert (eventuell = co), und

es gilt my()) = ﬁg/{) Der Quotient m, ist der Weylsche Koeffizient
der Aufgabe

df', (@) + Af) dM(z) + 2 f(x)dD(x) = 0, 0 <x =,

1.18
( ) f’_(O) = 0’

der zur Randbedingung
(1.19) fLO N + f() = 0
gehort, d. h., die Funktion y(-; 2) :

2@ d) = = s ) + omy(A) gl ) (my(2) + 0)

(1.20)
w(x; d) 1= pla;2) (my(d) = )

geniigt der Differentialgleichung aus (1.18) und der Randbedingung (1.19).
Die Punkte 4 mit my(4) = co sind insbesondere genau diejenigen Punkte
aus G, fiir welche die Randwertaufgabe (1.18), (1.19) eine nichttriviale
Losung hat. Wir nennen solche Punkte 1 im folgenden wieder Kigenwerte
der Randwertaufgabe (1.18), (1.19) und die zugehdrigen Losungen Eigen-
funktionen. Offensichtlich ist die Funktion ¢(-;4) die (bis auf einen
konstanten Faktor) einzige Eigenfunktion zum Eigenwert 1 e Gy der
Randwertaufgabe (1.18), (1.19).

Satz 1.7. (a) Gill N e N v » und hat die (nichtabnehmende) Funktion
D+ M_ nur endlich viele (und zwar »" ) Wachstumspunkte, so gehort der
Weylsche Koeffizient my 2w einer Klasse N, mit 0 <x <x' + %".

(b) Ghlt N GZ\?,‘! , so gehort die Funklion wA@N zu einer Klasse N, mit
0 <u<u.

Beweis. Wir iiberlegen uns zunichst, dafl unter den Voraussetzungen
von (a) oder (b) die Funktion m, nicht identisch gleich co ist. Anderen-
falls wére namlich
(1.21) N() = — (I)(Z 72) fiir alle 4 + 4

| ’ ) ;
also hatte im Falle (a) der Kern K, in der oberen Halbebene endlich
viele positive Quadrate (Lemma 1.6). Da er nach Voraussetzung auch
nur endlich viele negative Quadrate hat, muff N nach den Ergebnissen
von [6] eine rationale Funktion sein. Das widerspricht den Aussagen von
Lemma 1.3 und Folgerung 1.5. Im Falle (b) folgt aus (1.21) und Lemma 1.4,
daB der Kern K, negativ definit ist, nach Voraussetzung hat er aber
nur endlich viele negative Quadrate. Damit ergibt sich wie im Talle (a) ein

Widerspruch,
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Wir haben nur Punkte 2 mit my(1) + co zu betrachten. Die Funk-
tion x(-; 1) aus (1.20) geniigt den Randbedingungen
20052) = my(2), 2052 = -1,
2G5 )N@) + 2052 = 0.
Deshalb ergibt sich (vgl. (1.17)) einerseits durch partielle Integration

!

P 1 » o
fdx;(x;m 2@ m) = (s 2) 2o w) ‘—j 1@ 2) 7o ) da
0
1

= N A2 L) + mglr) — / 2ol s 2) 7a(@ s ) de,

0

andererseits folgt bei Beachtung der Differentialgleichung

!
[ @i 2 s
!
= i [t wane) - 2 [ w0 e w v,
0 0
d. h., es gilt
l

(1:22) myl) = N 20 DL W) + [ Ao ) Ao da

0
i

!
0 [t 0 gt a0 - 2 [ gte30) 4w ) dDE)
0 0
Schreiben wir noch die durch Vertauschung von A und x entstehende
Beziehung auf und subtrahieren von ihr (1.22), so erhalten wir nach Divi-
sion durch 1—pu

-~

D=2 @ i MR e gt )
A—u A—wu

¢
!

+ g [ e 2) gle s ) D),
0

woraus leicht die Aussage (a) folgt.
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Nach Multiplikation von (1.22) mit p ergibt sich auf gleiche Weise

Amy(d) — @ my(w)  N(2) — i N
-5 Y

i i

AR N AU

+ [ g o+ 20 [ 2l 2 dDw)
0 0
und daraus die Aussage (b) des Satzes.

Eine Funktion der Klasse N, hat nach den Ergebnissen von [6] hoch-
stens » Pole in der oberen (oder unteren) Halbebene (jeder so oft gezahlt,
wie seine Vielfachheit angibt). Da andererseits die Pole von m, genau
die Eigenwerte der Randwertaufgabe (1.18), (1.19) im Analytizitatsgebiet
von my sind, ergibt sich die

Folgerung 1.8. Unter den Voraussetzungen und Bezeichnungen
von (a) oder (b) aus Satz 1.7 hat die Randwertaufgabe (1.18), (1.19) hochstens
% Paare nichtreeller Eigenwerte; jedes solche Paar liegt symmetrisch zur
reellen Achse.

Folgerung 1.9. Jede der Funktionen y(l;-), v (I; ) hat unend-
lich viele Nullstellen; diese sind alle reell.

Gemall Satz 1.7 (b), gehdren namlich die Funktionen

5. p Ly )
myg < mo(l) = A 997’—1“)
und
v (1 2)
’\’ A j’ — Z' e
moo moo( ) (P__.(l ; l)

zur Klasse N, . Da sie nach Lemma 1.3 und Folgerung 1.5 unendlich viele
Pole haben, folgt die Aussage aus bekannten Eigenschaften von Funk-
tionen der Klasse N, .

Wir bemerken, daB sich aus Lemma 1.4 und Lemma 1.6 sowie aus
Satz 1.7 z. B. auch Trennungseigenschaften der Nullstellen von ¢(/; ),
o (s, wls-), v_(I;-) ergeben. AuBerdem kann man im Falle N(J)
=c¢ (= c¢) Aussagen iiber die Abhingigkeit der Eigenwerte der Rand-
wertaufgabe (1.18), (1.19) von ¢ erhalten (vgl. [8], § 3.4).

Unter der Voraussetzung Ne NO gehort die Funktion i, nach Satz
1.7 (b) zur Klasse N,. Im néchsten Abschnitt fithren wir fiir die Anfangs-
wertaufgabe (1.18) eine Klasse von Spektralfunktionen ein, die gerade den

Randbedingungen (1.19) mit Ne Z\~70 entsprechen und sehr eng mit 7y
zusammenhédngen. Ist die Bedingung NeN o nicht erfiillt, gilt aber noch
N €N, miteinem » >0 (z. B.im Falle N(1) = ¢ < 0, dann ist ' = 1),
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so laBt sich mit Hilfe der Funktion m, (€ N, ) ebenfalls eine Spektral-
funktion einfiihren. Ihre Definition wird jedoch durch das Auftreten sog.
kritischer Punkte komplizierter (vgl. [6], in abstrakter Darstellung auch [5]).

1.5. Fiir beschrankte melbare Funktionen f auf [0,/] definieren
wir zwei Fouriertransformationen

1

];ff(x)(p;(x;z)dx (A+0)

f-> FY]: Fg/[(}’) = 0

(1.23)

P B P = [ fe)ptes 1) dD)
0

Ist we®y, u(l) =0, so folgt durch partielle Integration
!
F') = f w(@) g ; A) (dM () + 4dD(x)) .
0

Definition 1.10. Hine Funktion v, definiert auf (— o0, ),
heifie Spektralfunktion der Anfangswertaufgabe (1.18), wenn sie die folgenden
Bigenschaften hat:

() v ast miachtfallend, 1(0) =0, () =% (x(A+0) + 7(21-0))
(0o <A<t0);

(ii) far beschrinkte mefbare Funktionen f auf [0,1] gill

(1.24) f[f )2 da /|th1 )2 dr(2
(1.25) /[f(q){QdI) f[lﬂlf ,

FP2) FYA) de(d) = 0.

-~

(1.26)

8\8 <

Die Spektralfunktion v heifit orthogonal, wenn die Menge aller Fourier-
transformierten FY, FY' der beschrinkten mepbaren Funktionen [ auf
[0,1] in L? dicht liegt.
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Die Bedingung (ii) ist offensichtlich aquivalent der folgenden:
Tiir beliebige beschrinkte meBbare Funktionen f, g auf [0,7] gilt

1 [ee)
/ f@) g@) do = f F(2) FB() de(2)
0 s

f f@) glz) dD() = f FIP(3) FP() de(d) ,
0 — 0

[ rra FgG avay = o.

Wir iiberlegen uns, daB diese Definition der Spektralfunktion im Falle
D = 0 in die Definition der A-Spektralfunktion aus [8], § 3.1, iibergeht.
Dabei war eine 4-Spektralfunktion 7 durch die Eigenschaft (i) aus Defini-
tion 1.10 und die Beziehung

[ee]

(1.27) / @) de = f{ﬁ*f’ll(wdr(z)
0

-

fir alle f der Gestalt

x

10 = fy = [ @w-pldiie) wiv gLy, 0 =0 =0,
0
definiert.

Ist 7 eine Spektralfunktion (im Sinne von Definition 1.10), so besteht
offensichtlich (1.27), d.h., 7 ist eine A-Spektralfunktion. Fiir eine A4-
Spektralfunktion 7 liBt sich andererseits die Beziehung (1.27) auf die
abgeschlossene lineare Hiille in L2(0,7) der in (1.27) auftretenden Funk-

tionen [, erweitern. Diese abgeschlossene lineare Hiille stimmt aber
mit L2(0, 1) iiberein, denn fiir g, € L*(0,1),

l x40 l l

0 = f <[ o (s) dM(s))gO(a':)_ do = f o (@) f 7o(s) ds dM (x)

0 0

fir alle @ eL?, mit [, @) dM@) = 0 folgt [,gys)ds = ¢ (=
const.), also ¢ = 0, und ¢, ist das Nullelement von I?*0,l). Da-
mit ergibt sich insbesondere (1.24). .

s sei jetzt A # 0. Dann liBt sich die Anfangswertaufgabe (1.18)
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folgendermaflen als Anfangswertaufgabe fiir ein kanonisches System
umschreiben:

x <1/

A

Jdu(x) = AdH(x) u(z), 0
(1.28) .
wor =(7):

dabei ist
(D) - ()

D(x) + M3s)ds — M (s) ds
Jron -]

—fM(s)ds x
0

genauer, geniigt die Funktion u der Integralgleichung

(1.29) H(z) =

w@) = uy, — f (x—s)u(s) (AdM(s) + 22dD(s)),
0
so geniigt die Vektorfunktion
1
u(x) = <Z((;c))> mit () = M(x)ulx) + Zu;(x)

der Integralgleichung:

x40

J(u(@) — u,) = zof dH(s) u(s), u, = (ZO).

Das kanonische System in (1.28) ist von positivem Typ, d.h., es gilt
dH(x) =0 und [{ dH(z) ist eine positiv definite Matrix. Die erste Be-
ziehung ist offensichtlich. Falls fiir einen Vektor

21
2 = N
“2

und fiir 2% := (z,, z,)
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gilt, so folgt
1 1
fch(x) |21/ = 0 und f!M(x) 2y — 2pPde = 0.
0 0

Im Falle D(l) + 0 ergibt sich sofort z; =2z, = 0, im Falle D() = 0
erhalten wir M(x) = z,/z; fiir fast alle  und daraus M(x) = const. fiir
x % 0, was der Voraussetzung widerspricht, dafl / ein Wachstumspunkt
von V sein sollte.

Ist allgemein ein kanonisches System

(1.30) Jdu(@) = AdH@)u@), 0 <z <[,

der Dimension zwei und von positivem Typ gegeben (J = — J*, J?
= —1I,)1, so versteht man unter seinem Matrizanten U(x ;1) die (matrix-
wertige) Losung der Anfangswertaufgabe

JdU@; 2) = AdH@)U(x; 1), UWO;2) = I,.

Es bezeichne wu,(x; 1) die erste Spalte dieses Matrizanten und

/- ()
Je
eine beliebige Vektorfunktion mit beschrinkten mef3baren Komponenten

auf [0,7/]. Dann definiert man bekanntlich (vgl. [3], § 14) die zur An-
fangswertaufgabe

Jdu(x) = 2dH(x)u(x), 0 <2 <1,

(1.31) (0 = ((1))

gehorige Fouriertransformation £ durch die Gleichung

1
(1.32) FA) = f (@) fule) AH@) (7).

Eine TFunktion 7 mit der Ligenschaft (i) aus Definition 1.10 heilit
Spektralfunktion der Aufgabe (1.31), wenn fiir jede Vektorfunktion f mit
den angegebenen Eigenschaften gilt:

0

l
f FAN R de(h) = [ FH(@) dH(z) f() ;
0

-0

L], bezeichnet die zweireihige Einheitsmatrix.
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die Spektralfunktion 7 heiflt orthogonal, wenn die Menge der Fourier
transformierten aus (1.32) in L? dicht liegt ([3], § 14).

Haben fiir das kanonische System (1.30) J und H die in (1.29) ange-
gebene spezielle Gestalt, so ergibt sich mit den Funktionen ¢ und 3 aus
Abschnitt 1 fiir den Matrizanten leicht

Pl 2) Ayl Ay
Ux;2) =1, , .
<Z‘P+(-T;l) + M@x+0)p(x;4) y (v;4)+ lM(erO)w(x;Z))

Lemma 1.11. Jede Spektralfunktion (bzw. orthogonale Spekiral-
Sunktion) der Anfangswertaufgabe (1.18) ist eine Spektralfunktion (bzw.
orthogonale Spektralfunktion) der Anfangswertaufgabe (1.31), wenn J und
H durch (1.29) gegeben sind, und umgekehrt.

Dieses Lemma ergibt sich auf Grund der Beziehungen

F3) = FYQ)  fir f = <;> )

g
[&] — [e] ii —
Q) = rga) fir g = <Mg>'
Fir N e ZQ’O gehort gemiB Satz 1.7 (b) die Funktion m, :

L) N a5
my(d) = AT DN + ol )

zur Klasse N, . Folglich definiert die Gleichung

A

(1.34) Ty(A) = ilil'n/Im My(E+1 ) dE

T elo
0

eine Funktion 7 = 7, mit den Eigenschaften (i) von Definition 1.10. Aus den
allgemeinen Resultaten von LS. Kac und M.G. Krein ([3], § 14) folgt jetzt
leicht der

Satz 1.12. Die Gesamtheit der Spektralfunktionen der Anfangswert-
aufgabe (1.18) stimmt mit der Gesamtheit der Funktionen v, aus (1.34)
iberein, wenn N die Menge aller Funktionen mit der Eigenschaft Ne N(,
durchliuft. Dabei ergeben sich die orthogonalen Spektralfunktionen v, genau

dann, wenn N eine reelle Konstante (einschliefslich oo ) ist.

Beweis. Gemall Lemma 1.11 geniigt es, die Spektralfunktionen der
Anfangswertaufgabe (1.28) mit J und H aus (1.29) zu beschreiben.
Diese ergeben sich aber nach [3], § 14.4 und (1.33) geméB (1.34) aus den
zur Klasse N, gehérenden Funktionen
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W (5 2) + AME) p(l;2) Ny(2) + Ayl A)

1
<;¢'_(l 22 + M) gl l)) Ny(A) + ¢l 2)

Wolls ) ) ey
_ A o Ny = my(2)
N,

+ @3 2)

mit

Ni(4)
A (1 + M(l) Ny(2))’

N() =

wenn N, die Klasse Z\NI'0 durchlauft. Die Zuordnung N, -> N bildet

aber 2\70 eineindeutig auf die Menge aller Funktionen N mit Ne Z\Nfn ab.
Damit ist der Satz bewiesen.

2. Sturm—Liouvillesche Differentialgleichungen mit indefiniter
Gewichtsfunktion
2.1.  Wir betrachten in diesem Paragraphen die Anfangswertaufgabe
(2.1a) — (p(@) y'(2))" + q@) y&) = Ar(@)yx), 0=x=b,
(2.1b) p(0) '(0) sin o« — y(0) cos . = 0

fir ein «e€[0,n), 0<b <o, unter folgenden Voraussetzungen an die
Koeffizientenfunktionen p, ¢, r:

(I)  p sei absolutstetic und positiv auf [0, 5] ;

(II) ¢ und r seien summierbar und ¢ > 0 auf [0, b]:

(IIT) fur jedes @ mit 0 < a <<b gelte

x b
()| ds > 0, ()] ds > 0.
/ /

Die Losung der Differentialgleichung (2.1a) mit den Anfangsbedingungen
y(0) = sina, p(0)y(0) = cos«

bezeichnen wir mit w (-; A1), 0 <a < m.
Neben (2.1) betrachten wir die Randwertaufgabe

(2.22) — (p@) w'(@)) + q@) w(@) = Aw(@), 0<2<b,
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(2.2b) P(0) w'(0) sina — w(0)cosoe = 0, wb) = 0.

Fir 0 <« <a/2 sind die Eigenwerte von (2.2) bekanntlich positiv; mit
#y bezeichnen wir denjenigen Wert von «, fiir den der Nullpunkt Eigen-
wert von (2.2) ist. Dann gilt #/2 << oy < 7, und

b

f(0)[? cot o + f (@) If (@) + q@) |f(@)]) de = 0

0

fiir alle stetig differenzierbaren Funktionen f auf [0,5] mit f(b) = 0
und alle « € (0, o] .

Der Einfachheit halber beschrinken wir uns im folgenden auf Werte
« € (0,0); die Randpunkte « = 0 oder o = «, erfordern eine Sonder-
betrachtung (vgl. [3], § 14).

Lemma 2.1. Essei o e(0,0). Dannist die Funktion v, := u,(-;0)
positiv auf [0, 0] .

Beweis. Mit 1, bezeichnen wir den kleinsten Eigenwert der Aufgabe
(2.2) fiir das vorgegebene o € (0, «,), mit w, die zugehdrige Eigenfunk-
tion, w,(0) = sino. Dann ist w, positiv auf [0,d) ([1], Satz 8.4.5).
Die Differenz v = v, —w, geniigt der Differentialgleichung

(pv) = qv+ A,

und den Anfangsbedingungen

Aus der Beziehung

(2.3) pl) (@) = f (@($) 0(5) + Ay w,(s) ds

0

folgt, daB3 p(x) v'(x) fiir hinreichend kleines = > 0 positiv, also die Funk-
tion v dort wachsend ist. Wirde ein Punkt x, mit p(x)) v'(z,) = 0
existieren, so gébe es einen kleinsten Punkt mit dieser Eigenschaft, woraus
mit (2.3) leicht ein Widerspruch folgt.

Entsprechend wie in [3], § 14, transformieren wir (2.1) auf eine Aufgabe
der Form (1.18) mit D = 0. Zu diesem Zweck fithren wir die neue un-
abhéngige Variable

. ds
24 X = [ ——
o Of p(s) v3(6)
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ein und ordnen den Funktionen y auf [0,b] Funktionen Y auf [0,/]

mit
ds
] = -
Of p(s) 2205
Zu:
T = %,

falls zwischen 2 und X die Bezichung (2.4) besteht; dabei hat v, stets
dieselbe Bedeutung wie in Lemma 2.1. Dann gilt

’

(2.5) Y'(X) = v(2) pa) y'(x) — ylx) p) v,(x) ,
und die Aufgabe (2.1) ist dquivalent mit

dY/()Q AY(X)P(X
o) A Y0 PX)

Il
=)
=)
I
=
(A

Y'(0) = 0,

dM(X) = P(X)dX, DX) =

I
s}

Die Losungen @(-; 1), ¥(-; 1) von (2.6) mit

DO;2) =1, @0;4) =0,
Yo;4) =0, ¥O;1) =1

Jagsen sich folgendermaflen durch die Funktionen w,(-; A) ausdriicken:

uax;;" Uy, ':lf;); cot — Uy 4ns x)l
oz - MUY gy o ‘o @3 1)

2.2, TFir eine stetig differenzierbare Funktion ¢ auf [0,0] mit
y(b) = 0 ergibt sich mit der Transformation #; aus (1.23)

!
(2.7) FY() = f Y(X) @(X ; 2) P(X)dX

0
b

N f y@) uy (x5 2) r(@) de =: FYYJ) .

0
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Definition 2.2. Essei wa€(0,0,). Hine Funktion v auf (— o0, c0)
heife eine A-Spektralfunktion der Anfangswertaufgabe (2.1), wenn sie
die folgenden Eigenschaften hat:

G) v st michifallend, <(0) =0, () = (¢(A4+0) + 1(1-0))/2
(—o<iA< ),

(i) fur stetig differenzierbare Funktionen y auf [0,b] mit y() = 0 gilt

b

f (p(@) [y’ @) + (@) [y(@)[?) dz + cot a [y(0)*
0

- f PO 2 de(2)

Die A-Spektralfunktion v heift orthogonal, wenn die Menge der Fourier-
transformierten FYV fir stetig differenzierbare Funktionen y mit y(b) = 0
in L% dicht liegt.

Lemma 2.3. Jede A-Spekiralfunktion (bzw. orthogonale A-Spekiral-
funktion) der Aufgabe (2.1) ist eine Spektralfunktion (bzw. orthogonale
Spektralfunktion) der Aufgabe (2.6) (im Sinne der Definition 1.10).

Beweis. Es sei 7 eine Spektralfunktion von (2.6). Dann gilt fiir stetig
differenzierbare Funktionen y mit y(b) = 0

(oo

1
(2.8) f (X)X = f P de(d)

-0

d. h. wegen (2.7), (2.5), (2.4) und den Eigenschaften von v,

f PR de(d) f oz @) — (@) pla) @) — "
b

p() v3(x)
fp @ |2dx-—f @)y ()v;my“(oﬁvd(j)

0

" a)
fp 0 lzdx—f (@) v ()jx"é(é; du

Y
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b

= [ 2@ @ e~ (pe) vt 'Z%) + [ o vy L_Z(’(Zfd

b

b

- f P@) [y @) d + cot a y(0)[2 + f 0@) ly@) de,

0 0
d.h. 7 ist eine A-Spektralfunktion der Aufgabe (2.1).

Umgekehrt ergibt sich fiir eine A-Spektralfunktion r die Beziehung
(2.8) fiiralle YY", die zu stetig differenzierbaren Funktionen y mit y(b) = 0
gehoren. Die Menge dieser Funktionen liegt aber dicht in L2(0, /), daraus
folgt die Behauptung.

Wir setzen im folgenden Satz
b

Viad) = 14 2 f U sl 2) Ul 5 0) 7(z) de

Vay(2) :=—Aj uy(  2) uy(x ; 0) r(z) de

VIZ(A) = =1 ua+n/2(b 5 l) ’
V22(}') S l ua(b 5 /’1) ’
sowie fiir N e ]\70 :
V() N(2) + Vip(2)
2.9 Qp(2) 1= Acoto + 4
=4 e *TETWDNO) + V)
Satz 24. Fir N eN, gehort die Funktion 2 zur Klasse N, .

Die Gesamtheit der A-Spektralfunktionen der Anfangswertaufgabe (2.1) stimmt

mit der Gesamtheit der Funktionen 7y :
A

ro(d) 1= %liﬁ} Im Q, (£+i ) d&
0

iberein, wenn N die Klasse 2\70 durchliuft. Dabev ergeben sich die ortho-
gonalen A-Spektralfunktionen genaw dann, wenn N eine reelle Konstante

(einschlieflich oo ) ist.

Beweis. Wir gehen aus von der Beziehung
Y (@5 2)NQ) + AP(;2)
D5 2N + 2D(; 2)

(ua+n/2( 2) 0 (0) p(0) — Uy el A) 0, (0) P(B)) N(2) 0, (B) — Athyy yo(b; A)
(Ua(b 5 2) 0, (0) P(b) — wy(b 5 2) V3 (0) P(D)) N(2) v,(b) + Auy(b; A)

= Acota
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Weiter gilt
Uy o3 2) V(@) P(X) — Uy yo(@ 5 2) 0, () P(2)

— 14 f U ool 1) 0(8) 7(5) ds
0

w5 2) v,(@) ) — uy(w 5 2) va() p()

= — A f Uy (s 5 A) v,(8) 7(s) ds |

woraus auf Grund von Satz 1.12 und Lemma 2.3 die Behauptung folgt.

Ist die Funktion N insbesondere meromorph, so gilt dasselbe fiir
Qy; dann ist also 7y eine Sprungfunktion. Die Spriinge von 7, sind
genau die Eigenwerte der Randwertaufgabe

— (p@) ¥’ (@) + q@) y) = Ar(x)y@), 0=z =b,
P(0) y'(0) sin — y(0) cos e = 0, p(b)y'(b) Ny(4) + y(b) = 0
mit
N () v,(b)

(2.10) N2 = 5 ) p0) N(3)

Insbesondere entspricht die Funktion N :

y)

(2.11) N() = tan B o tan B v (6) p(b)

n (2.9) der Randbedingung

pd)y' (D) sin f + y(b)cosf = 0.

Diese Randbedingung erzeugt also fiir das vorgegebene o« € (0, o) genau
dann eine A-Spektralfunktion, wenn die Funktion N aus (2.11) zur Klasse
N, gehort, d. h. fiir

v,(b) o
0 < pf £ @ — arc tan];—('»bﬁé(b) falls v, (b) > 0,
0 <pg < t 2(0) falls v (b) < 0
< < — arctan — 77 alls v,(0) << 0.
=8 = p(b) vi(b) (

2.3. In diesem Abschnitt stellen wir an die Koeffizientenfunktionen
p, q, r zunichst nur die Bedingungen (I) und (IT) aus Abschnitt 1.
Wir betrachten den Weylschen Koeffizienten [§ :
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p(b) u;+n/2(b 3 A) Ny(2) + gy nya(b; ) )
D) ue(b 3 A) No(2) + (b5 2) 7
dabei sei N, eine auBerhalb der reellen Achse stiickweise meromorphe

Funktion mit N,(1) = N,(1) oder N,(A) = oo. Da Zihler und Nenner
in (2.12) nicht gleichzeitig verschwinden, ist (1) fiir alle nichtreellen
A erklart, wenn wir nur oo als moglichen Wert zulassen. Die Funktion

w5 A):
@5 A) = U@ A) + Q) uxs A (IFA) + ),
an (@3 A) = u (x; A) () = )

(2.12) I3 =

geniigt also der Differentialgleichung (2.1a) und der Randbedingung
p() y' () N1(2) + y(0) = 0.

Analog wie in Abschnitt 1.4 multiplizieren wir im Falle /(1) + oo,
IP(u) + oo die Identitdt

b

f (D() 73 2) 2@ 1) + Q@) 7w A) 2wl )

0

= p(0) 2,63 ) 7 1) — P(O) (cos & + L) sin ) (sin & + 1) (u)cos o)

b

+ p f (%) g (@5 2) gx (s ) doe

0

mit 1 und subtrahieren davon die nach Vertauschung von 1 und pu
erhaltene Gleichung. Dann ergibt sich durch einfache Rechnung im Falle
a0 fir [(2) := I§(2) + cota:

ALE0) — wlPu)  sin2 -

p(0) 50 = 5 p(O) B &)

b

[ @) ol D 2ol 1) + a(@) gle s ) e ) do
0

L ANA() — N y(u)
£ DOP b5 2) sl ) =
v 1
und im Falle o = 0 fiir [/{(1) := Il(ﬁz(l) :

) — 1)
(0) T i-u
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b

=7177{ f (D) 2 1) 7@ 1) + 9@) 7@ 3 2) Tl 1))
AN - p Vo)
b 0P 75 D) Zalb i) = .

Damit ist der folgende Satz bewiesen.
Satz 2.5. Gehirt die Funktion N1 zur Klasse N Sivr einen Index
%, 0 <% < oo, soqilt fir we(0,n):

I e N,
und fir o = 0:
I¥ € N,;
dabei geniigt der Index 3 den folgenden Ungleichungen :

T
0 < % < & fﬁrocel:(),gi],

( 7
0 <x < 2%+ 1 fur xelg.m).

Es sei jetzt auch die Voraussetzung (I11) aus Abschnitt 1 erfiillt. Dann
folgt z. B. aus Satz 1.7 (b), daB die Funktion /Y nicht identisch unendlich

ist, wenn N zu einer Klasse N,/ gehort. Gilt N eN und 0< o <72,

so ergibt sich fiir die geméfl (2.10) gebildete Funktion N : N e N (fiir
0 <a<n/2 ist vy (b) =0). Da aulerdem offensichtlich die Beziehung

Qn(2) = AIF()

besteht, folgt dann die Aussage lA‘i‘)l € N, auch aus Satz 2.4.

Fir N, =0, n/2 <« < 7, ergibt sich aus Satz 2.5 insbesondere, daf3
die Funktion ZA(‘)“) einer Klasse N, ., mit % =0 oder » =1 angehort.
Sichert man durch geeignete Voraussetzungen an 7 (z. B. Voraussetzung
(ITT) aus Abschnitt 1, vgl. auch [2]), daBl sie nicht identisch co ist, so hat
sie nach den oben zitierten Kigenschaften der Funktionen der Klassen N,
hochstens einen einfachen Polin der oberen (oder unteren) Halbebene.
Dann gilt dasselbe fiir den Weylschen Koeffizienten /. Dieser stimmt
aber mit dem in [2], S. 373 eingefiihrten Koeffizienten / iiberein, also hat
auch [ in der oberen (oder unteren) Halbebene hichstens einen einfachen
Pol. Diese Eigenschaft iibertrigt sich leicht auf die in [2] betrachtete
Funktion m , womit die in [2] im Anschlufl an Satz 2 aufgeworfene Frage
beantwortet ist.
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3. Der Differentialausdruck df’ + AfdM + 22 fdD als Operatorenschar

3.1. Wir setzen jetzt
D(A) 1= {feDy: fLO0) =0, f&) =f() =0},
Af = — ¢,

wenn f die Darstellung (1.3) besitzt. Dann ist der Operator 4 in L7,
symmetrisch, abgeschlossen und positiv. Es gilt namlich fir fe D(4)

Af.f) = fl]fxqﬂ)dV(t)
0 0

und im Falle des Gleichheitszeichens folgt [§q(t) dV(t) = 0 fiir fast alle
xel0,1], also [{e@t) g (t)dV() = 0 fiir jedes Intervall 4 c [0,/],
d.h. ¢ =0 in L?, und somit f=0.

Mit den Operatoren B und C aus Abschnitt 1.2 betrachten wir die
auf der (in L%, dichten) Menge D(4) definierte Schar I :

2
de = 0,

L) = — A + 2B + 220,

Entsprechend einem allgemeinen Vorgehen in der Theorie der Ope-
ratorenscharen ordnen wir der Schar L einen Operator L in einem grofe-
ren Raum zu, dessen Spektraleigenschaften mit denen der Schar L iiber-
einstimmen.

Zu diesem Zweck versehen wir die Menge L%, @ ®©(4) mit dem Ska-
larprodukt

f. g = (COfi,90) +(Afe. 90,

f= J}) g = (Z) fio01 € D5 farge €DA).
2 J2

Dann gilt {f, f} = 0, wobei das Gleichheitszeichen &aquivalent ist mit

Cf,=0 und f, =0. Mit & bezeichnen wir den Faktorraum von L2

@ D(4) nach der Menge aller f mit {f,f} =0 und mit &, denjenigen

Teilraum von €, der sich bei der Faktorraumbildung als Bild von ®(4) &

D(A) ergibt, d. h., jedes fe&, hat mindestens einen Reprisentanten

()
e/
dessen Komponenten beide zu D(4) gehoren.

Im Raum @€ definieren wir einen linearen Operator L auf &, durch
die Festsetzung, dal} '
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(3.1) Lf =g (g¢€®, fe¥)
dquivalent sei mit der Gleichung

‘ (——B A) <C’ 0>
(3.2) 1 o)l =\o 1)%

Diese Definition ist korrekt, denn fe®,, {f, f} = 0 ist gleichbedeutend
mit COf, =0, f,=0. Beziehung (3.2) besagt aber — Bf, = Cyg,,
f1 =9,, damit folgt 0 = — BCf, = C%¢g,, also Og, =0, Bf, =0
und auf Grund von (1.8) schlieBlich ¢, = f, = |B|f; + Cf; = 0.
Fir fe® und g =L f gilt weiter
{Lf.f} =1{g./} = Cg1.f1) + (Ags, fo)
= — (Bfi,f)+ A@f.fi)+ Af.f),

also ist der Operator L symmetrisch.

3.2. Lemma 3.1. Die Abbildung @ | x C —C :
(3.3)

D(f; 3) = %Oflﬁ(x) dp’. (x5 2) —O/Ifl(x) ple ; 2) dD(z) <f= <2>>

ist ein richtendes Funktional fir den Operator L in .

Beweis. Die Definition (3.3) ist korrekt, denn aus {f, f} =0, d.h.
Cfi=0, fo=0, folgt &(f;2) = 0. Wir haben zu zeigen, daB fiir
AeC und fe@ die Gleichung

(3.4) (L—-Alg = f

genau dann eine Losung g € &, hat, wenn @(f; 1) = 0 gilt.
Die Beziehung (3.4) ist aquivalent den Gleichungen

d(gz)’-;- + ABgdV + RygedV = — (Bfs + y(fr + Afy)dV,
(3.5) ’
(92)—(0) = 0 ’
(3.6) 91 = fo+ 29,

Bezeichnen wir die rechte Seite der Differentialgleichung aus (3.5) mit %,
so ergibt sich (vgl. [3], Lemma 4.1) als allgemeine Losung von (3.5)

(3.7) go(2) =
!

p(x; A) f h(s) p(s ; A) dV(s) + @z ; A) f h(s) p(s; A)dV(s) + cp(x; 2).
0

x
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Die Lésung g mit den Komponenten (3.7) und (3.6) gehort genau
dann zu &, wenn g,(/) = go(!) = 0 gilt, d. h. die Gleichungen

tp(l;/l)fk(s) @(s; A)dV(s) +copl;4) = 0,
0

v (l;A) f h(s) p(s; A dV(s) +co_ (l;4) = 0
0

bestehen. Diese sind aber auf Grund von (1.16) aquivalent mit

!
fh(s) p(s; A)dV(s) = ¢ = 0.
0

Nun gilt weiter

fk ol ; A) dV ()

_ fqz e 2) dM(@) + (fil®) + Afal@) pla s 2) dD(@)

_ ffz (s ) dM (@) + 2 2) dD() ffl ol ; 2) dD()

_ ffz Yo', (2 7) — ffl o A dD@) = O(f: A,

womit das Lemma bewiesen ist.
Definition 3.2. Hs sei L ein symmetrischer Operator in einem

linearen Raum @ mit nichinegativ semidefinitem Skalarprodukt {f, g}
(f,g €®) und einem richtenden Funktional @ . Dann heifit jede auf
(— o0, ) definierte Funktion v mit den Eigenschaften

(a) 1 st michtfallend, T(0) =0, (1) = (t(A+0) + T(A—0)) /2
(-0 <A< 0);

3.8) B (f. g = f(l)(f;).) D@ A de(d)  fur alle g

eime Spektralfunktion des Operators L .

Satz 3.3. Die Spektralfunktionen der Anfangswertaufgabe (1.18)
sind genau die Spektralfunktionen des gemdfs (3.1) und (3.2) erkldrten
Operators L in & .
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Beweis. Die Bedingung (b) aus Definition 3.2 besagt mit den in Abschnitt
1.5 eingefiihrten Transformationen ¥, und F, :

i ©
B9 “rf.f) = /lfl(x)lzdx - ffFl”'+] (NFd=(2)  (feDA)),

(310) (Cg.g) jWg )2 dD(a) ‘[Lﬂﬂiﬁdr) (gelt,),

(3.11) 0

fF" W) FPO)dul)  (feDA), gel).

Wie in Abschnitt 1.5 sieht man leicht, daB (3.9) (bzw. (3.11)) aquivalent
ist zu (1.24) (bzw. (1.26)); die Beziehungen (3.10) und (1.25) sind offen-
sichtlich dquivalent. Damit ist der Satz bewiesen.

Liegt die Menge &, quasidicht in €, d. h., gibt es zu jedem f e @ eine
Folge (f,)c & mit {f, — f, f, —f} = 0 fiir n— o0, so folgt die
Existenz von Spektralfunktionen des Operators L auch aus einem all-
gemeinen Satz von M. G. Krein [4]. Die Menge &, ist insbesondere quasi-
dicht in €, wenn mit einem y,>0 gilt: ¢ >y, 7, d.h. (@) >y, fir
V-fast alle z €[0,17].

3.3. Es sei jetzt M # 0. Dann gibt es ein Element f, € D(4) mit
Jofo@) dM(x) = 1: Anderenfalls wire namlich 6 f() Bx) dV(z) = 0 fiir
alle fe®(4),also =0 in L2, und somit M = 0.

Wir setzen in diesem Abschnitt fiir f e ®(4): FI:= FlU:J , d. h. esist

]. !
—EfﬂMWAmM (1 +0)

FU() =
+ff(x)dM(x) (A=0).

0

0
f> bilden wir das Element

J = <;> - <f—F?” )f) =%

Dann gilt [} fdM = 0, und man sieht leicht, daf} die Gleichung L h = f
die (eindeutig bestlmmte) Lésung

Fiir beliebiges fe@ der Gestalt f =<
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(3e)
h = h e &

] x

mit

= fo h) = [sfare) - [ @-s i) e

0 0
hat. Somit erhalten wir

th,f} = (Bf.f) = Bf.f) - F™0) (Bf,.f)

und

o(f; 1) = ;70 0)

o =

dh;A) =

%(F[ﬂ(l) - F[f](O) F[/a](l)) .

Folglich ergibt sich aus (3.8)

f @R dME) = (Bf.f)
0

= PO Bl + [ E) — Fo) F) o) T

—

womit der folgende Satz bewiesen ist.

Satz 3.4. Essei M £ 0. Dann gilt fir jede Spektralfunktion = der
Anfangswertaufgabe (1.18) mnach Wahl eines Elementes f, € D(A) mit
FH(0) = 1 fur beliebige f,g € D(A)

(3.12) f f@) gla) dM@) = FY(0 f fole

/ (FV(2) — FU(0) FU(2)) th_]m dr(4) _

A

Hat fe®(4) insbesondere die Eigenschaft [{fdM = 0, so erhalt
(3.12) die Form

f f@) gl dM f jaury! F[g] ;’1)
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Durch die Beziehungen (3.9), (3.10) und (3.12) sind alle drei mit den

Operatoren A, B und C der Schar L assoziierten Skalarprodukte

mit

[1]
(2]

[3]

[4]
[5]

(6]

L7

[8]

(9]

[10]
[11]

[12]

[13]

[14]

tels der Spektralfunktion dargestellt.

Literatur

ATKINSON, F. V.: Discrete and continuous boundary problems. - Mathematics
in Science and Engineering 8, Academic Press, New York —London, 1964.

ATKINSON, F. V., W. N. EVERITT and K. S. ONG: On the m-coefficient of Weyl
for a differential equation with an indefinite weight function. - Proc.
London Math. Soc. (3) 29, 1974, 368 —384.

Kac, I. S., und M. G. KrREIN [M. C. Kau und M. I'. Kpeiia]: O cnekTpaabHbIX
¢dynxumsax crpynsl. - Anhang II  (S. 648—737) zur russischen Uber-
setzung von [1]: ®. ATKuMHCOH, JIUCKpPETHBIE M HEMPEPHIBHBIC I'PAHHYHbIC
3anaum, M3pgateancTBo «Mup», Mocksa, 1968. Ubersetzung: On the spectral
functions of the string. - Amer. Math. Soc. Transl. (2) 103, 1974,
19—102.

KREIN, M. G. [M. I'. Kpeita]: IIpo epmiToBi omepaTopd 3 HAOpAMHUME (YHKLIO-
Hanamu. - Zbirnik Prac’ Inst. Mat. Akad. Nauk URSR 10, 1948, 83 —106.

KREIN, M. G., und H. LANGER [M. I, Kpeitu und I'. K. Jlaarep]: O crekTpaibHoit
GYHKIME CaMOCOMNPSDKEHHOTO OIepaTopa B TPOCTPAHCTBE C WHICHHHUTHOIM
metpukoit. - Dokl. Akad. Nauk SSSR 152, 1963, 39—42. Ubersetzung:
The spectral function of a selfadjoint operator in a space with indefi-
nite metric. - Soviet Mat. Dokl. 4, 1963, 1236 —1239.

—»— —»— Uber einige Fortsetzungsprobleme, die eng mit hermiteschen
Operatoren im Raume [], zusammenhéingen. Teil I: Einige Funktionen-
klassen und ihre Darstellungen. - Math. Nachr. (erscheint demnéchst).

KUHNE, R.: Minimaxprinzipe fur stark geddmpfte Scharen. - Acta Sci. Math.
(Szeged) 29, 1968, 39—68.

LANGER, H.: Zur Spektraltheorie verallgemeinerter gewohnlicher Differential-
operatoren zweiter Ordnung mit einer nichtmonotonen Gewichts-
funktion. - Universitit Jyvéskyld, Mathematisches Institut, Bericht 14,
Jyvaskyld, 1972, 1—58.

NEVANLINNA, R.: Asymptotische Entwicklungen beschrinkter Funktionen
und das Stieltjessche Momentenproblem. - Ann. Acad. Sci. Fenn. Ser. A.
18: 5, 1922, 1—53.

—»— Uber metrische lineare Réume. II. Bilinearformen und Stetigkeit.
- Ann. Acad. Sci. Fenn. Ser. A. I. Math.—Phys. 113, 1952, 1—9.

—»— Uber metrische lineare Réume. III. Theorie der Orthogonalsysteme.
- Ann. Acad. Sci. Fenn. Ser. A. I. Math.—Phys. 115, 1952, 1-—27.

—»—  KErweiterung der Theorie des Hilbertschen Raumes. - Medd. Lunds
Univ. Mat. Sem. Supplementband tillignat Marcel Riesz. Tome supplé-
mentaire dédié & Marcel Riesz, 1952, 160 —168.

—»—  Uber metrische lineare Raume. IV. Zur Theorie der Unterrdume. - Ann.
Acad. Sci. Fenn. Ser. A. I. Math.—Phys. 163, 1954, 1—16.

—»— Uber metrische lineare Riume. V. Relationen zwischen verschiedenen
Metriken. - Ann. Acad. Sci. Fenn. Ser. A. T. Math. —Phys. 222, 1956,
1—6.



Spektralfunktionen einer Klasse von Differentialoperatoren zweiter Ordnung 301

[15] PESONEN, E.: Uber die Spektraldarstellung quadratischer Formen in linearen
Réumen mit indefiniter Metrik. - Ann. Acad. Sci. Fenn. Ser. A. T. Math. —
Phys. 227, 1956, 1—31.

[16] PLEIJEL, A.: A survey of spectral theory for pairs of ordinary differential
operators. - Spectral theory and differential equations [Symposium,
Dundee, 1974], Lecture Notes in Mathematics 448, Springer-Verlag,
Berlin —Heidelberg—New York, 1975, 256 —272.

[17] WERNER, B.: Das Spektrum von Operatorscharen mit verallgemeinerten
Rayleighquotienten. - Arch. Rational Mech. Anal. 42, 1971, 223 —238.

Technische Universitit Dresden
Sektion Mathematik

DDR 8027 Dresden

Deutsche Demokratische Republik

Eingegangen am 23. September 1975



