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Bekanntlich (t31, $ 13) ist das Stieltjessche Momentenproblem åquivalent
mit der Aufgabe, alle Spektralfunktionen mit nichtnegativem Tråger

einer Stieltjesschen Saite, d. h., einer Anfangswertaufgabe der Form

(0.2) of*(r) + 1f(")

df*(*) + Tf(")d,M(r) : o, o {r {1,
f-(0) : 0

zu bestimmen (M: nichtabnehmende Treppenfunktion). Das indefinite
Analogon des Stieltjesschen Momentenproblems (das Problem P(H:)
in der Terminologie von t6l) läBt sich entsprechend auf die Bestimmung

aller Spektralfunktionen einer Stieltjesschen Saite vom fndex x, die

Dipole und negative Massen tragen kann, zuriickfiihren. Unter einer

solchen Saite verstehen wir eine Anfangswertaufgabe der Form

d,M(r) + T'f(*)d'D(r) : 0, 0 lr <1,

f-(0) : 0

mit zwei Treppenfunktionen M und D , deren Sprungstellen sich höchstens

bei I häufen; dabei ist die Funktion D nichtfallend und die Anzahl
derjenigenPunkte r, indenen D(*+0) - D(r-0) > 0 oder M(r+O) -
M(*-0) < 0 gilt, endlich und zwar gleich z .

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir die Anfangswertaufgabe
(0.2) under der voraussetzung, daB M eine x'unktion von beschrånkter

Variation und D eine beschrånkte niohtfallende Funktion auf dem kom-
pakten Intervall [0,7] der reellen Achse sind. Nach vorbereitenden

Betrachtungen fiiLhren wir in $ I den weylschen Koeffizienten rz" der

Aufgabe (0.2) ein, d.er zu einer Randbedingung der X'orm

(0.3) f -0Ir(2) + f(t) : o

koskenoj
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am rechten Endpunkt gehört. Die Anfangswertaufgabe (0.2) läBt sich
auf eine Anfangswertaufgabe fiir ein kanonisches S;'stem von positivem
Typ zuriickfiihren, dessen Spektralfunktionen wir als die Spektralfunk-
tionen der Aufgabe (0.2) definieren. Aus Ergebnissen von l3l, $ f4, folgt
dann leicht eine Beschreibung aller dieser Spektralfunktionen. Sie ent-
sprechen geneu denjenigen Randbedingungen (0.3) am rechten Endpunkt,
fiir welche die X'unktion ). --> Lm*(X) zur Nevanlinnaklasse No gehört.

Bezeichnet V dieX'unktion V(r) :: lMl@) + D(r) (lMl@): To-
talvariation von M auf [0, r] ), so kann man der Anfangswertaufgabe
(0.2) eine beziiglich des Eigenwertparameters quadratische Operatorenschar
im Raume L2, zuordnen. Nach Ubergang zu einem beziiglich des Eigen-
wertparameters linearen Problem (im Raume L', @ Zzn ) lassen sich z. B.
mit Hilfe der Methode der richtenden Funktionale von M.G. Krein eben-
falls Spektralfunktionen fiir die Aufgabe (0.2) einfiihren. In $ 3 zeigen wir,
daB diese Spektralfunktionen mit den in $ f definierten iibereinstimmen.
fst insbesondere D : 0 , so fallen sie mit den ,4-Spektralfunktionen aus

[8], S 3, zus&mmen.
In $ 2 betrachten wir als Anwendung der Ergebnisse von $ I die Sturm-

Liouvillesche Anfangswertaufgabe

-Lr(rc)y(r), o{rc<b,
y(0) cosa _ 0p(0) A'(0) sin a

mit indefiniter Gewichtsfunktion r und q 2 0 (vgl. l2l). Analog wie
dieses Problem im Falle einer nichtnegativen Gewichtsfunktion in [3], $ f4,
auf eine Aufgabe der X'orm (0.1) zuriickgefiihrt wurde, ergibt sich hier
fiir gewisse Anfangsbedingungen im Nullpunkt eine Aufgabe (0.1) mit
einer nichtmonotonen X'unktion M (oder (0.2) mit D : 0 ). Die betrachte-
ten Spektralfunktionen entsprechen hier denjenigen Randbedingungen
(0.3) am rechten Endpunkt, fiir die mit dem Weylschen Koeffizienten l$)
(siehe (2.f 2)) die X'unktion ), --> )" (l(fri!) * cot oc) zur Klasse No gehört.

fn der vorliegenden Arbeit beschränken wir uns (mit einer Ausnahme
am Ende von $ 3, wo wir eine in l2l aufgeworfene Frage beantworten)
auf den sog. regulären Fall, jedoch lassen sich einige Ergebnisse (insbeson-
dere der Abschnitte 1.4, 2.3 und des $ 3) unmittelbar auf den singulåren
X'all iibertragen. Ausftihrlicher werden wir auf singuläre Operatoren der
Form (0.2) an anderer Stelle eingehen.

fm Zusammenhang mit den hier betrachteten Problemen spielen die
X'unktionen der von Rolf Nevanlinna in [9] eingefiihrten Klasse N0
sowie der von M.G. Krein und dem Verfasser in [6] eingefiihrten Klassen N,
eine wesentliche Rolle. Obwohl wir in dieser Arbeit die Hilfsmittel und
Methoden aus der Theorie der linearen Operatoren in Råumen mit inde-
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finitem Skalarprodukt nicht explizit benutzen, sei bemerkt, da8 die in
$ 3 eingefiihrten Operatoren L symmetrisch beziiglich eines indefiniten
Skalarproduktes [' , .] sind, genauer, es gilt LL I , fl > 0 ftir alle

/ e S(t). Deshalb hängen diese Untersuchungen eng mit der im AnschluB
an die Arbeiten [0] - [14] Rolf Nevanlinnas von E. Pesonen [5] unter
etwas einschränkenden Voraussetzungen betrachteten abstrakten Opera-
toren und ihren Spektralfunktionen zus&mmen.

Schlie8lich sei vermerkt, daB die zu den Spektralfunktionen in den $$ 2

und 3 gehörigen Randbedingungen dem sog. B-positiven X'all von Å.
Pleijel (siehe z. B. [6])entsprechen.

l. Weylscher Koeffizient und Spektralfunktionen
der Anfangswertaufgabe (0.2)

1.1. Auf dem kompakten fnfurvall [0,4 der reellen Achse seien

eine linksseitig stetige, nichtabnehmende beschrånkte X'unktion D und
eine linksseitig stetige X'unktion M von beschränkter Variation mit
M(0) : D(0) : 0 gegeben. Mit lMl(r) bezeichnen wir die Totalvariation
der X'unktion M auf dem fntervall l0,r,l und setzen M*(r) ::
tlilIl@) t IvI(r)), V(n) :: lilIl@) + D(r), 0 < r !1. Wir setzen

aufierdem der Einfachheit halber vor&us, da8 die Randpunkte 0 und I
Wachstumspunkte von Z sind.

Die Funktionen M und D sind absolutstetig beziiglich V; wir
benötigen spåter die zugehörigen 7-fast-iiberall bestimmten Dichten,
die wir mrt p und y bezeichnen:

Dann gilt offensichtlich

(r.2) l|@)l+y@):1 (7-fast-iiberall).

Es sei weiter O0 die (lineare) Menge aller X'unktionen /, die sich
in der X'orm

(1.1)

(1 .3)

dM(r) : 0@) d,V(r) , dD(r) : y(rc) d'V(n)

f(") : fo+få" (r - s) E(s) dTr $)Ii,J

mit einer X'unktion g e L,, und komplexen Zahlun fo, fl darstellen
lassen. X'iir "f e Do gilt offensichtlich f(0) : fo; wir setzen noch

f-(0)t:f;.Jede X'unktion /e So ist absolutstetig auf l0,ll, hat in
jedem Punkte r e 10, l) eine rechtsseitige Ableitung
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n+0

f +(*) : f; + I E(s) d,V (s)

und i* jedem Punkte n e (0 ,Il eine linksseitige Ableitung

r-O

f; + I E(s) d,v(s).f -(r) :

X'iir eine Z-summierbare X'unktion g verstehen wir unter einer Lösung
/ der Differentialgleichung

(r.4) df*(r) + t f(r) d'M(r) + )"Lf(r) d'D(r) : s(r) d,V(r), 0 ( r 3 t,

eine Lösung der fntegralgleichung

(r.5) f(*) : fo + nfå - j O-Olf(s) e,d,M(s) + ),zd,D(s)) - g(s) d,v(s)l

0

(fo,fi, : beliebige komplexe Zahlen), und nennen die Lösung / von
(f .5) auch eine Lösung der Anfangswertaufgabe

df*(r) + )tf(r) d'M(r) + 12 f(r) d,D(r) : s(r) d,V(n), 0 ( r { I,
f(o) : f* f_(0) : f;.

Ist nur eine Anfangsbedingung, z.B./1(0) :0, gegeben, so nennen wir
jede Lösung / der fntegralgleichung (1.5) mit f; :0, /, beliebig, eine
Lösung der Anfangswertaufgabe

df*(*) + Lf(r)d,M(r) + ['f(*)dD(n)- s(r)dV(r), 0 lr !1,
(t .6)

1.2. fn diesem
Randbedingung

(1.7)

f-(0)- 0.

Abschnitt betrachten wir die Aufgabe (1.6) mit einer

f-0 Iv +f(t) : o

am rechten Endpunkt I , wobei -lir eine reelle Konstante (einschlieB-
lich oo ) bezeichne 1. Dieser Randwertaufgabe låBt sich eine beziiglich
des Eigenwertparameters ,1 quadratische Operatorenschar in Lr,
zuordnen.

Wir setzen

l Ftir .A/ - @ interpretieren wir (1.7) als f -A)_- 0
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o(-4N) :: {feso: /:(0) : 0, f_(1,) N + f(l) : 0},
A*f :: - 9,

wenn / die Darstellung (f .3) besitzt. Man sieht leicht, daB diese Definition
korrekb ist, d.h., aus f :0 (in LLr) folgt V:0 (in L7). Weiter
seifiir f elzr:

(B f) (")
(c f) (")

F@) f(n) ,

y(r) f(")
mit den X'unktionen B und / aus (1.1). Die Operatoren B und C sind
beschränkt, selbstadjungiert und miteinander vertauschbar, C ist nicht-
negativ. AuBerdem gilt auf Grund von (f .2)

(r.8) lBl+C: I.
Die Randwertaufgabe (1.6), (1.7) ist dann äquivalent mit der Gleichung

(1.9) -A*f +]'Bf +12Cf : g

h L'r. Gitt 0 <.lf < co (bzw. If - oo),soistderoperator -1" streng
positiv (bzw. nichtnegativ und der Nullpunkt ist Eigenwert von .4.- ).

Wir setzen zunächst 0 < -lf ( co voraus. Von der in (1.9) auftretenden
Schar

(1.10) L*(1) :: - AN + ]'B + 12C

gehen wir ijber zur Schar

i*(p),: pzI-FBt-Ct

mit B, - A;ttzBA;ttz, Cr: 1;rtzCA;uz. EinPunkt )'o+0 gehört

offensichtlich genau dann zum Spektrum der Schar LN (d.h. Lr(Lr)
besitzt keine auf ganz L'u defnierte fnverse), wenn po:: Ll)"o zrrm

Spektrum der Schar -f,, gehört. Der Operat or A;L und damit auch die

Operatoren B, und C, sind kompakt in Lz'r, deshalb ist das Spektrum

lroo i, auBerhalb des Nullpunktes diskret; da C, ) 0 gilt, ist es sogar
reell. Wir bezeichnen die Anzahl der positiven (bzw. negativen) Eigenwerte

.ron i, nriit n* (bzw. n- ) (0 < nn ! a ) und dieseEigenwerteselbst
mit

(bzw. pY) { p?)

dabei werdo jeder Eigenwert so oft gezählt, wie seine Vielfachheit angibt 1

X'iir z elzy, llzll : 1, hat die quadratische Gleichung

1 Später werden wir sehen, daB diese Eigenwerte alle einfach sind.
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(inki " , u) : pP F (Br% ,1r) (Cr% , u) - 0

zwei reelle Lösungen F *@) :

tt,*(u) : ry
Die positiven (bzw. negativen) Eigenwerte der Schar -L" lassen sich dann
bekanntlich als Minmaxwerte des X'unktionals n, (bzw. u ) charakterisie-
ren (171, [r7]):

+l (Bru , u)z

4 + (Ctu,u)

(1.11)

(r .12)

p(j) : max min p,*(u) )J -r r t\
gi * utj

llall :1

p{! - min mAx p -(u) ,

8, u rtt
llwll:L

j - Lr2r "' r%+ j

i - 1,2, ,n_;

dabei bezeichnet 8, einen Teilraum der Dimension j.
Im folgenden sei zi (bzw. x'- 7 die Anzahl der Wachstumspunkte der

Funktion M*+D (bzw. M_+D).
Satz l.l. Esgilt n+:k'L.
Beweis. Wir beweisen nur die Beziehung fiir die positiven Eigenwerte.

Ist *'+ endlich, so bezeichne I denjenigen Teilraum von Lzr, dessen
Elemente höchstens auf den Sprungpunkten von M*+D verschieden
von Null sind. Dann gilt dim I : xi und

yu-,u) 
+ /

(Bu,u)zt 
o + (Cu',u)

{ir ue|,, llzll : I. Zt,8 gibt es aber einen Teilraum ,8'c S(Ifl'z;
derselben Dimension ,"*, fidlr dessen Elemente % mit llzll : I die
Beziehung (f.f2) besteht. Das Funktional F+ ist also auf dem x'*-di-
mensionalen Teilraum Alf g' positiv, also gilt wegen (l.f f ) a* > rci .

^ Wåre n+) *i, dann gäbe es einen (x"*+t) -dimensionalen Teilraum
I mit

p+(u)> o fiiru.i,llall :r,
d.h., auchdieBeziehung(f.f2) wi.irdefiiralle u mit llrzll :1 auseinem

(zi + t;-dimensionalen Teilraum fr, : l;u' 6 bestehen. Die X'unktion
D habe genau n'L+ Wachstumspunkte (nr,* <r"*1, d.h., der Werte-
bereich von C ist rz*-dimensional. Dann gilt (C u, u) : 0 fär alle z aus

einem mindestens (x'n+L-m.+) -dimensionalen Teilraum ö' von i,
also ist

(Bu,u)
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Da die Operatoren B und C vertauschbar sind, hat somit B minde-
stens x"*+I-m* positive Eigenwerte, deren Eigenelemente im Ortho-
gonalkomplement des Wertebereiches von C liegen. Danl hat aber die
X'unktion M* mindestens so viele Wachstumspunkte, die nicht Sprung-
punkte von D sind, d.h. M**D hat mindestens x!*+I Wachstums-
punkte, Widerspruch.

Tst' x'*: @ , so ergibt sich die Behauptung ebenfalls leicht aus dem
ersten Teil des Beweises.

Da nach Voraussetzung die Funktion Z unendlich viele Wachstums-
punkte hat, gilt die tp

X'olgerung 1.2. Di,eSchar LN hatfiir 0<,1[<oo unenillich
aiele iligenwerte; illiese si,nd, al,l,e reel,l,.

Aus den Betrachtungen in Abschnitt 1.4 wird sich ergeben, da,B die
erste Aussage der X'olgerung 1.2 sogar fiir alle reellen -lI (einschlieBlich
co ) richtig ist; dabei sind im X'alle 0 { -ltr < oo alle Eigenwerte der
Schar Z, reell, im X'alle - oo { -nf < 0 kann auBerhalb der reellen Achse
höchstens ein zur reellen Achse symmetrisch gelegenes Paar von Eigen-
werten auftreten.

1.3. Im folgenden spielen die Lösungen E( ;,1) und tp(. ; 1) der Diffe-
rentialgleichung (1.4) mit g : 0 und den Anfangsbedingungen

V(0;1):1, V'-(0;

vQ;1)_0, y,'-(o;

d. h. die Lösungen der fntegralgleichungen

D-0,
1)- l,

(1 .13)

(t . 14)

v@;1)- I

v@;A)- n

(rc - s) p(s ; 1) d,V 
^(t) 

,

{
fr
^
I

J
(r - s) v(s ; 1) dTt 

^(s)

eine wesentliche Rolle; dabei haben wir

dV^(s) :- l dM(s) + 12 dD(s)

gesetzt. Löst man z.B. die Gleichung (1.13) durch Iteration

Vo@;),) r_- 1;

/
g*(r;1):- I (r - s) V*-r(r ; A) dV 

^(s) 
2 vn - I, 2, ...
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so e-rgibt sich

(r.15) v@ ; A) :

...+(-r-l

I - {'tffi-s)

s*-o

{

aY 
^(s) 

.. 
{ {L- 

s,) (r - st) d,v 
^(r,) 

dv 
^(s,)

sz- 0

f
I (* - sn,) (s,r- s*-t)

J

x
\

c)4

håtzung

sz-C

{ 
@-

)'l IMI@
(2

der Absc
. 15)

r s*-0

{{
,, l2r(l

1:

GemäB
Reihe (1

... (r, - sr) d V 
^(s,) 

... dY 
^(s 

*)

f)

D,

)

v

aus [3], $ 2.

s*) (s*- syr_I

) + lll'D(r))
*l-

+ ....
gilt fiir das allgemeine Glied der

I

(s, - sr) d T' 

^(t 
r) ... dV 

^(t)l I

I

Deshalb konvergiert diese R,eihe in jedem kompakten Teil der ,l-Ebene
gleichmåBig und definiert eine ganze X'unktion q(r;.) der Ordnung
höchstens gleich eins, genauer, es gilt

lq@; 1)l ( cosh (2 r (l,l lMl@-O) + |,l|'z D(r-o)1\ttz .

Die X'unktion V( ; 1) ist absolutstetig in l0 ,ll ; sie hat in jedem
Punkt r des Interyalls l0 ,l) (bzw. (0 , 4 ) eine rechts- (bzw. links-)
seitige Ableitung

tL0

v'+@; 1) - [ rO; ],) d,V^(s) ,

0

die beziiglich /. ebenfalls ganze Funktionen der Ordnung höchstens
gleich eins sind.

fn gleicher Weise zeigb rriran die Existenz einer Lösung g der fntegral-
gleichung (1.14), die (ebenso wie ihre rechts- und linksseitigen Ableitungen
rp'* ) beziiglich ,t eine ganze X'unktion der Ordnung höchstens gleich
eins ist. Schlie8lich vermerken wir noch die fiir beliebige komplexe i und
r elD, ll bestehende Identität

(1 .16)

sowie die Beziehungen

v@;7) - v@'J), v(r
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Wir bet'rachten die Randwertaufgabe

df+(r) + ).f(r)d'M(r) + ).2f(r)d,D(r) : s, 0 1* <1,

"fl(o) 
: o, f(t): o.

Sie hat offensichtlich genau fiir diejenigen Werte von .1 eine nichttriviale
Lösnng, fiir die E(l; )') : 0 gilt, und diese (bis auf einen konstanten
X'aktor eindeutige) Lösung ist die X'unktion E( ; 1). Da andererseits diese

Punkte 2 die Eigenwerte der Schar -to (siehe (I.f0)) sind, ergibt sich aus

der X'olgerung 1.2 das

Lemma 1.3. Die Tunlcti,on q(l;') hat unenil,li'ch aiele reell'e Null'
stellen.

Mit ^nf, bezeichnen wir im folgenden die

^r 
, die in der oberen Halbebene meromorph

llfenge derjenigen tr'unktionen
sind und fiir die der Kern K N

(z , C e Zn)

auf dem Holomorphiegebiet Z* von -l[ genau z negative Quadrate hat
(d. h., jede der x'ormen Z'i.i:, K*(2, , Q e ,Et , z, eZ*, hat höchstens z
und mindestens eine dieser X'ormen hat genau z negative Quadrate).
Die X'unktionen -ly' e N, setzen wir durch Spiegelung nf(z) : N(z ) auf
die untere Halbebene fort; auBerdem sei

fNoU{.c},lf,:- tN,,
%:

t4

0,
1.

Die Klasse No stimmt bekanntlich mit der von R,. Nevanlinna einge-
fiihrten Klasse der in der oberen Halbebene definierten und holomorphen
X'unktionen -l[ mit Im t[(z) lIm z ) 0 iiberein; die Klassen N, wurden
in [6] eingefiihrt und untersucht.

SchlieBlich bezeichnen wir fiir eine auf einem Gebiet G der komplexen

Ebene erklårte Funktion -F mit fr die durch Multiplikation mit der

unabhångigen Verånderlichen entstehende X'unktion; fr111 t: 1F(1)
().eG).

Lemma 1.4. Esgi,l,t
-..^\
v(l;')
iJ) c No'

Bewe'i,s. Wir gehen aus rron der Gleichung
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f_f_(1.rT) t J v@; ),),p(r; p) d,M(*) * 
^, J q@; r) E@; p) d,D(r)

00
II,

- I or'*o; t)e@-g : - E'_Q; t) vQ.A + [ v'*@; t,1/*1r.a1ar.
00

Multiplizieren wir sie mit p, schreiben die durch Vertauschung von 1
uttd p entstehende Beziehung auf und subtrahieren beide voneinander,
so ergibt sich

t/lt-*l q(t; x) - i E'_Q;1) v(t; p)
lt

: ().- p){^, I E@; A) qA.A d,D(r) + I ,.o, A)i.@; ti d"l

und daraus leicht die Behauptung.
F o I g e r u n g 1.5. Die Xunktion V'_(l ; .) hat unend,l,ich aiele Null-

stel,len. Alle Nullstell,en aon p(l ; .) und, E_(l; .) sind, reell.
Aus der Beziehung (1.17) erhålt man durch åhnliche einJache Um-

formungen die Gleichung

v(t;1) vU pl
7--u'a

r r; r(1- p) I I v@; 1) v@; p) (d,tul(r) + ()'+ p)d,D(r)) l,
E'_(t; 1) v'_(t; p) L { -]

und daraus das
L e m m a 1.6. Hat d,i,e (nichtabnehmende) nunkti,on D * M _ nur end,-

lich ai,ele (und, atsar n" ) Wachstu,mspunkte, so gi,lt far ein n mi,t 0 S x S x"

v(I;')
v:u I € N,.

1.4. Die im folgenden auftretenden X'unktionen -l[ seien stiickweiso
meromorph oder identisch gleich oo in einem Gebiet Gr, das die untere
und obere Halbebene enthält, und. es gelte I[(J) : 14,t1 . Mit den X'unk-
tionen g und ? aus Abschnitt 1.3 setzen wir

mne)' ': Y-!: ! !-(!-lYu ' 
1\
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gehört, d.

( I .20)

Spektralfunktionen oinor Klasse von Differentialoperatoren zweiter Ordmxrg 279

Da auf Grund. der Identitåt (1.16) Zählet und Nenner nicht gleichzeitig

verschwinden, ist mu\) ftir le G* definiert (event'uell : oo ), und

es gilt m,,t(1) : *.(n. Der Quotient m* isb der Weylsche Koeffizient
der Aufgabe

df*(*) + |f(")d,M(r) + T'f(*)dD(rc)- 0, 0 Src<1,

f-(0) : 0,

der zur Randbedingung

f -\lr(i) + f(t) : o

h., die Funktion X,( ; 1):

x@ ; 1) r: v@ ; 1) + rnx(A) v@ ; 1) (*nQ) + oo )

x@;1);- v@;1) (**{1)_oo)

genägt der Differentialgleichung aus (r.18) und der Randbedingung (1.19).

Die Punkte 1" mit m,o?): oo sind insbesondere genau fiejenigen Punkte
aus G", fiir welche die Randwertaufgabe (r.18), (1.19) eine nichttriviale
Lösung hat. Wir nennen solche Punkte å im folgenden wieder Eigenwerte

der Randwertaufgabe (r.r8), (1.19) und die zugehörigen Lösungen Eigen-

funktionen. offensichtlich ist die Funktion E? ; x) die (bis auf einen

konstanten Faktor) einzige Eigenfunktion zum Eigenwert ). e G* der

Randwertaufgabe (1.f 8), (1.r9).

S a t z 1.7. (a) Gitt if e 17,, , und, hat d,i,e (nichtabnehmend,e) Xunkti'on

D + M - nur enilli,ch ai,el'e (und, z1.0ar x" ) Wachstumspunlcte, so gehört iler

Weylsche Koffizi,ent rnN zu e'i'ner Kl'asse N, mi,t 0 { tt < N' + 
'4" '

(b) Gik .f . fr,, , .<o gehört d,i,e ?unktion Å* zu e'i,ner Klasse N* mi't

0 3x 1x'.
Bewei,s. Wir iiberlegen uns zunåchst, daB unter den Voraussetzungen

von (a) oder (b) die x'unktior- ffin nicht identisch gleich oo ist. Ande,ren-

falls wåre nåmlich

(1 .18)

(1 .21) lr(i,) : v"V t 1l ' ffir alle 1+ i ,

v'-(t ; 1)

also håtte im x'alle (a) der Kern K" in der oberen Halbebene endlich

viele positive Quadrate (Lemma 1.6). Da er nach voraussetzung auch

nur endlich viele negative Quadrate hat, muB -l[ nach den Ergebnissen

von [6] eine rationale Funktion sein. Das widerspricht den Aussagen ]ron

Lemma 1.3 und X'olgerung 1.5. Im Falle (b)folgt aus (1.21) und. Lemma I.4,

daB der Kern Kr| negativ definit ist, nach voraussetzung hat er aber

nur endlich viele negative Quadrate. Damit ergibt sich wie im Falle (a) ein

Widerspruch.
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Wir haben nur Punkte ). mit mr\) * a za betrachten. Die n'unk-
tion y(; ,1) aus (f .20) gentigt den Randbedingungen

X(O;X) : m,t?), X,'-(0;1): -1,
x'_(l; X) N()L) + x(l; r) - 0 .

Deshalb ergibt sich (vgl. (1.17)) einerseits durch partielle rntegration
l7

f-lln

J 
or'*r* ; x) x@ ; p) : k*@ ; 1) x@ ; p))lr- I x,'a(r ; t)E@.$a*

00
I

: --N(p) x'-Q; t)-xl.*) + m*1p1 - I ,.O; t) i*@Aa*,
0

andererseits folgt bei Beachtung der Differentialgleichung
I

f_
I dx*@;1) x@; p)

J
0

I
f_

- 1 I x@; 1) x@; p) d,M(r) - i, I x@; X) 

^-; 
t") d,D(x) ,J ^\ . ' tu\ )t--t ----\--. 

J00

d. h., es gilt
I

(r.22) *.(p) : u(ri x_(t; DVJ|.*) + [ x*@; DV*@.*) a*
0

lt
f-r_

- x I x@; x) x@; p) d,M(r) - 1' I x@; x) x@; ri d,D(r) .JJ
00

schreiben wir noch die durch vertauschung von .1 uncl p entstehende
Beziehung auf und subtr-ahieren von ihr (1.22), so erhalten wir nach Divi-
sion durch i-p

mr,r|) - *"0i , ,t n,--7-tl-, N(t\ - 
I

_-;_+ : x_(r ; tlVlt.*) 
"Ty 

+ [ x*@; t1 y1r; p1d,a61t'-1t 7- 
c

I
?_

+ lp J x@; )') x@; p) d,D(r) ,

0

'woraus leicht die Aussage (a) folgt.
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Nach Multiplikation

1*.(D - t, *.0t)
1p

I
^r I n,' (* .

' J /v4\* t

und daraus die Aussage (b) des Satzes.
Eine X'unktion der Klasse N, hat nach den Ergebnissen von [6] höch-

stens z Pole in der oberen (oder unteren) Halbebene (jeder so oft gezählt,
wie seine Vielfachheit angibt). Da andererseits die Pole von rnN genalr
die Eigenwerte der Randwertaufgabe (1.18), (f .19) im Analytizitätsgebiet
von n'LN sind, ergibt sich die

X'olgerung 1.8. Unter d,en Yoraussetzungen unil, Beze,i,chnungen

uon (a) oil,er (b) aus Batz 7.7 hat d,ie Ranilwertaufgabe (1.18), (1.19) höchstens
u Paare n'i,chtreeller Ei,genwerte; jed,es solche Paar li,egt sgmmetrisch zur
reell,en Achse.

X'o I geru n g f.9. Jed,e iler Eunkti,onen V(l ; .), rp'_(l ; .) hat unenil-
li,ch ui,ele Nullstellen; d,i,ese si,nd, alle reel,l,.

GemåB Satz 1.7 (b), gehören nämlich die X'unktionen

rron (L.22) mit p ergibt sich auf gleiche Weise

wttl Atrfrl , 
-

: m x'(I;)')x" (l;14

j O"; r) x@; tt)d,D(n)1) x,'+(rc; p) dn + 1 1t

und

zur Klasse No . Da sie nach Lemma 1.3 und X'olgerung 1.5 unendlich viele
Pole haben, folgt die Aussage aus bekannten Eigenschaften von X'unk-
tionen der Klasse N

Wir bemerkurr, i* sich aus Lemma 1.4 und Lemma, 1.6 sowie aus
Satz 1.7 z. B. auch Trennungseigenschaften der Nullstellen von p(l; -) ,
V'-(tr; .) , ,p(I; .) , V-(t; .) ergeben. AuBerdem kann man im X'alle -l[(,1)

- c ( :7 ) Aussagen iiber die Abhångigkeit der Eigenwerte der Rand-
wertaufgabe (1.r8), (1.19) von c erhalten (vgl. [8], S 3.4).

Unter der Voraussetzung fr 
= 

fro gehört die X'unktion å* nach Satz
1.7 (b) zur Klasse No. Im nåchsten Abschnitt ftihren wir fiir die Anfangs-
wertaufgabe (1.I8) eine Klasse von Spektralfunktionen ein, die gerade den

Randbedingungen (f .f 9) mit fr . fo entsprochen und sehr eng mit h,*
zusammenhången. Ist die Bedingung .fr . fro nicht erfiillt, gilt aber noch

.f .fr,, rniteinem x'>0 (z.B.imFalle .lf(,i):c;-0,dannist z':1),

.\ ,{ ,.i ^V(l;l)ffioi mo\A)- nV(I .J)

å*: h*Q): ^m
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so låBt sich mit Hilfe der X'unktion h* G N, ) ebenfalls eine Spektral-
fun-ktion einfiihren. Ihre Definition wird jedoch durch das Auftreten sog.
kritischer Punkte komplizierter (vgl. [6], in abstrakter Darstellung auch l5l).

1.5. n'iir beschrånkte me8bare X'unktionen f auf [0,] delinieren
wir zwei X'ouriertransformationen

f --> IYt : FY:(D :
dn

(L.23)

fst IL e So , u(l) - 0 , so folgt durch partielle fnfugration

Definition 1.10. Ei,ne Funlctionr, d,efi,niert a,uf (-oo,oo),
hei,tie Spelttralfunlction iler Anfangswertaufgabe (1.18), wenn sie ili,e folgend,en
Eigenschaften hat:

(i) r i,st ni,chtfallend,, z(0):s, z(1):lftQ+0) +z(i-O))
(-coaia*)t

(ii) far beschrrinkte metJbare Funlcti,onen f auf l0 ,l,l gi,lt

r(1.24) J tf@t, d*

(r.25) [ tX"lf d.D(r) : I Wg,f^lf dne) ,JJo.

(1.26) [ 'rrr ty14 a,1tt| : o.

-q

Di,e Bpektrilfunlction r heilSt orthogonal, wenn d,,i,e Menge aller nourier-
transform,ierten IYi , ntJl der beschrrinlcten me$baren Funkti,onen f auf
l0 , trl i,n L? di,cht liegt.

+0);

-0)

1)dr (1

tl'+11t1 : .[ "O) v@ ; 1) (d,M(x) + ), d,D(x)).

f --> E'11 : r,|yr(i,) : 
.[ ,O) v@ ; 1) d,D(n).

: { 
r@) v'+(r;

I

f rt*t tvr (*)
J J\*t - (),
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Die Bed.ingung (ii) ist offensicht'lich åquivalent der folgenden:

Tiir beliebige beschrånkte meBbare X'unktionen f , g a:uf l0 ,ll gilt

l@
?_/t-

I f@)-s(*) itr : I e'{Ol EfrQ) d,t(l) ,
JJ
0-@

l@
fr
I f@ s(r) d,D(r) : I xy1@ Etfi(D ih().) ,

JJ
0-@

j ,o'rr tFO,t itr(A) : o .

-6

wir iiberlegen uns, daB diese Definition der spektralfunktion im x'alle
D - 0 in die Definition der ,4.-Spektralfunktion aus [8], $ 3.1, iibergeht.
Dabei war eine ,4-Spektralfun-ktion z durch die Eigenschaft (i) aus Defini-
tion l.l0 und die Beziehung

l,@

(t.27) J' ff*alru" : I tr{'t4)l2dn(1)
0-o

fiir alle / der Gestalt

a
f

f(r) : fo - I @-t)E@)d,M(s) mit v e L?*r, f(t') : f-(t) :0,
J
0

definiert.
Ist z eine Spektralfunktion (im Sinne von Definition l-.10), so besteht

offensichtlich (1.27), d. h., z ist eine .4.-Spektralfunktion. X'iir eine L-
Spektralfunktion r låBt sich andererseits die Beziehung (1.27) auf die
abgeschlossene linoare Hiille in L2(0 ,l') der in (1'27) auftretenden X'unk-
tionen /f erweitern. Diese abgeschlossene lineare Hiille stimmt aber

mit Z2(0 , l) iiberein, denn fiir go e L2(0 ,l) ,

lt+OIt

, : 
!(/ ru, d'M(s))neo* : I E@ [ s,('rd' d,M(r)

fiir alle E eLl*r mit [LE@dM(r) : 0 folgt |t"go@d,s : c ( :
const.), also c : 0, und go ist das Nullelement von L2(0,1) . Da-
mit ergibt sich insbesondere (1.24)

Es sei jetzt 1+ 0. I)ann lå8t sich die Anfangswertaufgabe (1.18)
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folgendermaBen als Anfangswertaufgabe fiir ein kanonisches System
umschreiben:

J du(n) - 0 lr !1,
(1.28)

dabei ist

u(r) _

2(s) ds

(s) ds

), d,H(r) u(n) ?

u(0) : (;') ;

(,'*7,',)'

{ou 
*'o')

r: (: -å),

(oo'+ / -: 
\ f n

die x'unktion : der

r*0

J (u(r) ui : 1 I d,H(s) u(s) , uo : (;')

kanonische System ," 11.28) ist,von positivem Typ, d.h., es
0 und [to dnpl ist eine positiv definite Matrix. Die erste

ist offensichtlich. Falls ftir einen Vektor

x r: f")A' 
\", /

H(n)

genauer, gentigt,

I)as
dH(r)
ziehung

undfiir z* i- (är,er,)

fntugralgleichung

u(r) : M(n) u(r) + Iu'*n

(L.29)

f

J @-s) z(s) Q, d,tvI(s) + 12 dD(s)) ,

so geniigt die Vektorfunktion

/ u(r) \u(n):\räi ) mit

der fntegralgleichung:

gilt
Be-

i

f
0

x*dH(n)x_ 0
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gilt, so folgt

ImFalle D(l)+ 0 ergibtsichsofort zt:zz-0, imFalle D(l):O
erhalten wir M(r) : zzlzt fiir fast alle r und daraus M(*) : const. fiir
r + 0, was der Voraussetzung widerspricht, daB I ein Wachstumspunkt
von Z sein sollte.

fst allgemein ein kanonisches System

(1.30) Jil,u(r): )"d,H(r)u(r), o<r{1,
der Dimension zwei und von positivem Typ gegeben ( J - - J* , Jz

- -Iz) 1, so versteht man unter seinem Matrizanten U(*;1) die (matrix-
wertige) Lösung der Anfangswertaufgabe

J ilU(r ; 1) : ). d,H(*) U(r ; ),) , U(0 ; 1) : Iz .

Es bezeichne ur(r;,tr) die erste Spalte dieses Matrizanten und

- /Å\J : \f,l
eine beliebige Vektorfunktion mit bescbränkten meBbaren Komponenten
auf [0 ,l] . Dann definiert man bekanntlich (vgl. l3l, $ la) die zur An-
fangswertaufgabe

J d'u(r) : )"dH(r) u(r), 0 I r { l,
(r.31) / r \u(o) : (.o/,

gehörige X'ouriertransformation .F' durch die Gleichung

(1.32)

Eine X'unktion z mit der IXigenschaft (i) aus Definition 1.10 heiBt
Spektralfunktion der Aufgabe (f .3f ), wenn fiir jedeVektorfunktion / mit
den angegebenen Eigenschaften gilt:

{ 
oon l"rl, : o und 

I 
lM@) z, zrlz d,r : o .

o'irle) : f VrW fr@)) d,H(r) ur(r; A).

Ir:ui@lz 
d,r(A) : ! f@) d,H(r) i(r);

t I, bezeichnet die zweireihige Einheitsmatrix.
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die Spektralfunktion r heiBt orthogonal, wenn die Menge der Fourier
transformierten aus (1.32) in L? dicht liegt ([3], g 1a).

Haben fiir das kanonische System (1.30) J und ä die in (1.29) ange-
gebene spezielle Gestalt, so ergibt sich mit den X'unktionen g und rp aus
Abschnitt I fiir den Matrizanten leicht

v@; r) l rp(* ; 1)

U(n ; f) :
1) + M(rc+ 0) v@; 1) y''+(r; 1) + 1M(*+ 0) v@ ;

L e m m a l.ll. Jed,e Spektralfunkti,on (bzw. orthogonal,e Spelctral,-

funkti,on) d,er Anfangswertaufgabe (1.18) ist eine Bpektralrfunkti,on (bzw.
orthogonale Spelctralfunlcti,on) d,er Anfangsutertaufgabe (1.31.), u,enn J und,
H durch (1.29) gegeben sind,, und, umgelcehrt.

Dieses Lemma ergibt sich auf Grund der Beziehungen

u'irtQ) : FYQ) fiir ! -

Its)(l) - FvlQ) fiir g -

Fiir fr . ruo gehört gemäB Satz L.7 (b) die n'unktion å*:
,p'-(l; 1) N(1) + ,p(l; 1)

hnT) - 
^

ztrr Klasse l{o

( 1 .34)

n'oQlich definiert die Gleichung

ru7) - å*G +i, e) d,t

eine X'unktion z : z, mit den Eigenschaften (i) von Definition 1.10. Aus den
allgemeinen Resultaten von f.S. Kac und M.G. Krein ([3], $ fa) folgt jetzt
leicht der

S a t z 1.12. Di,e Gesamtheit d,er Spelctralfunlctionen d,er Anfangsuert-
aufgabe (1.18) sti,mmt mit d,er Gesamtheit d,er Funld,i,onem rN alrs (1.34)
iiberein, wenn N d;,e Menge aller lunktionen mit d,er E,i,genschafi fr e i,{o
d,urchlauft. Dabei, ergeben sich ilie orthogonal,en Spektral,funhti,onen rN gen&u

ilann, 'wenn fr ei,ne reelle Konstante (einschlie!3ti,ch a ) i,st.
Bewe'i,s. GemäB Lemma l.ll geniigt es, die Spektralfunktionen der

Anfangswertaufgabe (f.28) mit J und H aus (1.29) zu beschreiben.
Diese ergeben sich aber nach [3], $ f4.4 und (1.33) gemåB (1.34) aus den
zur Klasse No gehörenden Funktionen

,, )
(; v'+(r;

(;)

Gr)

^lu* [r*
7A e {0 J

0
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/t
( i v'-(t ;

kt"-(l;f) + llW(I)rp(l;1))IVL(IL) + fv(l;1)

1) + tvl (I) E(I

tr'(i)

+ v(I;f)

v'-(l ; r) 1(r + M(t) trr(i)) + ,p(I ; f)

-t))tr,(i)

=i1 - fr*(1)

v'-u ;
A. fft(i)
,tl _"' 1(L + M(l) trr(2)) + V(I; )')

mit

^r/r\ . - 
Nt(i)

rY \/t/ ' - 1(L + M(I) ffr(i)) '

wenn Jf, die Klasse Äto durchlåuft. Die Zuordnung .try', -> trfl bildet
aber fro eineindeutig auf die Menge aller X'unktionen -l[ mit -& e fro ab.
Damit ist der Satz bewiesen.

2. Sturm-Liouvillesche Differentialglelchungen mit indefinlter
Gewichtsf unktion

2.1. Wir betrachten in diesem Paragraphen die Anfangswertaufgabe

p(0) y'(0) sin a AQ) cos o( - 0

(2. la)

(2.lb)

ftir ein aelD,n), 0<ö(oo, unter folgenden Voraussetzungenandie
Koeffizientenfunktionen g, Q, r:

(I) p sei absolutstetig und positiv auf [0, b] ;

(rr) q und r seien summierbar und q ) 0 auf [0 , ö] :

(III) fiir jedes r mit 0<r<å gelte

Die Lösung der Differentialgleichung (2.1a) mit den Anfangsbedingungen

y(o) : sin a , p(o) a'(o) : cos cr(

bezeichnen wir mit u*(. ; 1), 0 < u I n.
Neben (2.1) betrachten wir die Randwertaufgabe

(2.2a) - (p(*)w'(r))' + q(*)w(r) : )"w(r), 0 < r {b,
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(2.2b) 3r(0) w'(0) sin a w(0) cos cr _ 0 , w(b) _ 0

Fiir 0 ( a S nlz stnd die Eigenwerte von (2.2) bekanntlich positiv; mit
oco bezeichnen wir denjenigen Wert von a, fiir den der Nullpunkt Eigen.
wert von (2.2) ist. Dann gilt rrlz < as { z, und

l/(0) l2 cob a

fiir alle stetig differenzierbaren n'unktionen f auf l0 , bl mit /(ö) : 0
und alle a e (0 , ao] .

Der Einfachheit halber beschrånken wir uns im folgenden auf Werte
a e (0, ao) ; die Randpunkte crc : 0 oder & - do erfordern eine Sonder-
betrachtung (vgl. l3l, $ la).

Lemma 2.1. Es sei, or e(0, ar). Dannistd,i,eEunlcti,on uo:: u*(.;0)
posi,ti,a auf l0 , bl .

Bewei,s. Mit 1o bezeichnen wir den kleinsten Eigenwert der Aufgabe
Q.\ fnr das vorgegebene a e (0 , ao) , mit wo die zugehörige Eigenfunk-
tion, w"(o) : sin a . Dann ist 'tud positiv auf [0 , ö) ([l], Satz 8.4.5).
Die Differenz o :'ue-IDa geniigt der Differentialgleichung

(0a')' : Qutlowo
und den Anfangsbedingungen

a(0) : 6, p(0)u'(0): Q.

Aus der Beziehung

(2.3) p(n) u'(r) (q(r) u(s) + 1o wo(s)) ds

folgt, daB p(r) a'(r) fiir hinreichend kleines r > 0 positiv, also die X'unk-
tion o dort wachsend ist. Wiirde ein Punkt no mit, p(ro) a'(rr) : g

existieren, so gåbe es einen kleinsten Punkt mit dieser Eigenschaft, woraus
mit (2.3) leicht ein Widerspruch folgt.

Entsprechend wie in [3], $ 14, transformieren wir (2.1) auf eine Aufgabe
der X'orm (f .18) mit D - 0. Zu diesem Zweck fiihren wir die neue un-
abhängige Variable

+T

q
tu

:{

x:- i a'
J p(s) a?(s)
0

(2.4)
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ein und ordnen den X'unktionen y a,uf l0 , öl Funktionen Y auf l0 ,l)
mit

t .- i d,s
,/ '- J Uqffil

Y(x) : Y(r)
,"(") )

falls zwischen r und X die Beziehung (2.4) besteht; dabei hat ao stets
dieselbe Bedeutung wie in Lemma 2.1. Dann gilt

(2.5) y'(x) : ao(r)p(n)s'(r) - y(r)p(r)a:"@),

und die Aufgabe (2.1) ist åquivalent mit

dy'(x)
(2.6) dx +TY(x)P(x) -o' o<x<l'

y,(0) : 0,

(P(X) i: r(r)p(r)aa"(r) ), d.h. mit (r.rs) fiir

dn46): P(X)ilX, D(X) - 0.

Die Lösungen @(. ; 1) , Y(. ; l) von (2.6) mii;

@(0;X): l, @'(0;),):0,
Y(0;1) :0, Y'(0;1) : t

lassen sich folgendermaBen durch die Funktionen u*(. ; 1) ausdriicken:

u, (r. : X\ u"(r; 1) cot oc - uo*n,r(r ; 1)
@(x;1) : ffi, Y(x;l) : ,"A

2.2. X'iir eine stetig differenzierbare X'unktion y auf l0, b] mit
A(b) : 0 ergibt sich mit der Transformation I, aus (I.23)

(2.7) rlY':1Å1 : f 
y(x) @(x ; A) P(x) d,x
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Definition2.2. Essei, ae (0,a). Ei,nenunkti,on t auf (-.o,oo)
hei,!3e ei,ne A-Spektralfunkti,on iler Anfangswertaufgabe (2.7), wenn sie

il,i,e folgenilen Digenschaften hat :
(i) r d,st nichtfal'l'enil, z(0) : g, r(X) : (zQ'+0) + rQ"-D)) | 2

(-oo<i<*);
(ii) fur stetig d,i,fferenz'i,erbare Xunlctionem A auf l0 ,bl mit y(b) : O g;,It

Di,e A-Spelctralfunkti,an r heitJt orthogmtal, wenn d,öe Menge der Xour'i,er-

transform'i,erten Et!] f+i,r steti,g d,i,fferenzi,erbare Tunld'tonen y mi't g(b) : 0

i,n L! dicht liegt.
L e m m a 2.3. Jeile A-Spelctralfunlction (bzw. arthogonale A-Spektral-

funktion) d,er Aufgabe (2.1) 'i,st ei,ne Spektralfunlctiun (bz'tn. urthogonal,e

Bpelctralfunlcti,on) d,er Aufgabe (2.6) (i,m Sinne d'er Dffini'ti'on 1.10).

Bewe'i,s. Es sei e eine Spektralfunktion von (2.6). Dann gilt fiir stetig

differenzierbare Funktionen y mit g(b) : 0

(2.8)

d. h. wegen (2.7), (2.5), (2.4) und den Eigenschaften Yon ud

| ,oo, la'@)lr+ q(n) ly@)l') d*+ cot, aly(o) l'

: f tvvt (i) lz dn(1,).
J tL'a

fco

I lY'(x) l, d,x : { lr\o't (i) I 
z cIr(A) ,

f ;ov@)p(rc)a'o(w)h. { w@)t'p@)u'.(r)z 
**ra

00
bb

: I nWW'@)l'd* { ,@)ri(o *1440"
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: I no w'@)1, a. - (no a',roU${\1,', * I @@) u:"@))'t% a*
0 ''' 0

bb
ff
I p@) Iy'@)l'itr + cot a ly(0)12 + I q@) ly(r)12 d,r ,JJ

00
d. h. z ist eine -,4.-Spektralfunktion der Aufgabe (2.1).

Umgekehrt ergibt sich fiir eine .4-Spektralfunktion z die Beziehung
(2.8) fiil alle Y' , die zu stetig differenzierbaren X'unktionen g mit y(b) : O

gehören. Die Menge dieser X'unktionen liegt aber dicht in L2(0 ,l), daraus
folgt die Behauptung.

Wir setzen im folgenden Satz
b

VsQ) :: t + ). f u,*,,r{*; ).) u"(r;0) r(r) d,r ,

o,

V21Q) :: - f' I u"@ ; 1) u,(r;O) r(r) d,r ,

{
yp(l) :: _ Luo*,12(b; X) ,

Vrr(X) :: lu,(b;1) ,

sowie fiir .l[ e fro :

(2.9) a*(r) : - I cot, a+ ^ v 1t[)rr('') + v t'(1)

^ v rre) I{ e.) + v ,re) '

S a t z 2.4. nar y'f e No gehört d,i,e Eunktion QN zur Kl,asse N0 .

D'i,e Gesamlhei,td,er A-Spehtralfunkt'i,onenil,er Anfa,ngswertaufgabe (2.1) stimnt
mit d,er Gesamtheit il,er Funkt'i,onen rN:

1

t*(1,.) :: I li- [ t^ o*(E+ida€
7t clo J

iibere,in, wenn N d,ie Kl,asse fio d,urchki,uft. Dabei ergeben si,ch d,i,e ortha-
gonalen A-Spektral,funhti,onen gena,u il,ann, wenn N e,i,ne reelle Konstante
(ei,nschlie!3lich a ) ist.

Bewe'i,s. Wir gehen &us von der Beziehung

V,
A -,

(I; D lf(r.) + ),V(I; f)
@'

+1
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- 1+ 1 
[ "-+np(s;1)o*(s) 

r(s) ds,

0

%'o(* ; 1) u o@) p(n) u o(rc ; 1) a'o(r) P(r)

wora,us auf Grund von Satz l.l2 und Lemma 2.3 die Behauptung folgt'
Ist die X'unktion If insbesondere meromorph, so gilt dasselbe fiir

Qw ) dann ist also z" eine Sprungfunktion. Die Spriinge von zus sind
gena,u die Eigenwerte der Randwertaufgabe

* (p(r)a'@))' + q(n)u@) : )'r(r)s(r), 0 ( r 3b,
p(0) y'(0)sin oc - y(0) cos q : 0, p(b) y'(b) Nr(l) + A(b) : 0

mit

(2.r0) n,(2) : 
^ 
-ffi@l *tn

Insbesondere entspricht die Funktion .ly' :

),
(2.r1) lf(i): tanpM

in (2.9) der Randbedingung

p(b)A'(b) sinp * y(b)cosP : 0.

Diese Randbedingung erzeugt also fiir das vorgegebene o( e (0, ao) genau

dann eine .4-Spektralfunktion, wenn die X'unktion -ly' aus (2.1I) nt Klasse

No gehört, d. h. fiir

o SP {n-arcranffi fals a'*1t1>0,

o <B < -arctanffi fallsoi(ö)<O.

2.3. In diesem Abschnitt stellen wir an die Koeffizientenfunktionen
p , I , r zunächst nur die Bedingungen (I) und (II) aus Abschnitt 1.

Wir betrachten den Weylschen Koeffizienten l$l :

1f: u J 
%o(s ; 1) u*(s) r(s) ds ,
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(2.t2) r,t1l1t1 :: - e(b' 

;ö"#;ff:,^^!#:f+iT#':bf,.) ;

dabei sei -lr1 eine auBerhalb der reellen Achse stiickweise meromorphe

Funl<tion mit .0[r(.1) : lfTl oder -l[r(.1) : 9p . Da Zä,hler und Nenner
n (2.12) nicht gleichzeitig verschwinden, ist l$l(,1) fiir alle nichtreellen
i erklårt, wenn wir nur oo als möglichen Wert zulassen. Die X'unktion

xr,( ; X):

xx,(r; x) : uo+o,@; x) + lS](,1) u"(r; x) (l\?,(x) * oo ),

xr,(r i 1) : u,(r; x) (l*t(I): oo )

geniigt also der Differentialgleichung (2.fa) und der Randbedingung

p(b) a'@) lr1(r) + y(b) : 0 .

Analog wie in Abschnitt 1.4 multiplizieren wir im X'alle l$](,1) * @ ,

lfii,(p) + n die Identitåt
b

P-

J @@ x'*,(r; 1) x'*,(* ; tt) + q(r) xx,@ ; 1) )h,@; y,)) dn

0

: p(b) xn,(b ; I)VN,@; p) - p(o) (cos oc * Zjfi](f) sin a) (sin a -p l$f;p)cos cr)

b

f
+ p J r(r) 6,@;X) xn,@; p)dr

0

mit .l und subtrahieren davon die nach Vertauschung von ,1 und n
erhaltene Gleichung. Dann ergibt sich durch einfache Rechnung im Falle
a * o fiir ig11t1 ,: t*\,tll + aor n :

,*, &TP - Y nrovTgtltl it;lpy

b

+ J @@ x'n,(r i 1) xi*,@; p) + q(r) xr,@; x) x,r,@, td) dn

n_

+ p(.b)z iltr,(b; x)i,,(b 74llll;fftl
und im x,alle a : 0 fiir i,;1111,:ltl;t1t1,

,^.i';;\^l -Wr)p(0) -- , -
^- p
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(p(") X'*,(r ; 1) 7.,@ 'A + q@) X,x,(r ; 1) X.,@ ; lD) d*

+ p(b)' X,'n,(b ; 1) *,1U '*l

I)amit ist der folgende Satz bewiesen. 
,\

S a t z 2.8. Gehört die Funktion 
^r1 

zur Klasse

%'r 0 ix'

1 I{ L(ii) p I{ 
'(tt)

r@)
brrt C

lY 1

und fa, d. : ,0 :

t#l € N, l

dabei geniigt der Inder 24 den folgenden Ungleich,ungen:

0 {x

Es sei jetzt auch die Voraussetzung (III) aus Abschnitt I erfiillt. Dann
folgt z. B. aus Satz 1.7 (b), daB die Funktion l$) nicht identisch unendlich

ist, wenn fr, ,o einer Klasse fr,, gehört. Citt .f , e fro und. 0 I a_! nl2 ,

so ergibt sich fiir die gemåfi (2.10) gebildete X'unktion -l/ : -l[ e No (fiir
0 < cr <np ist u,(b) >0). Da auBerdem offensichtlich die Beziehung

a*(x) : ltK),Q)

besteht, folgt dann die Aussage lfil n No auch aus Satz 2.4.

X'iir -l[, - 0 , nl2 ( cc { z, ergibt sich aus Satz 2.5 insbesondere, daB

d.ie Funktion rtt einer Klasse .f, mit x : 0 oder z : I angehört.
Sichert man durch geeignete Voraussetzungen an r (2.8. Voraussetzung
(III) aus Abschnitt 1,, vgl. auch [2]), da8 sie nicht identisch oo ist, so hat
sie nach den oben zitierten Eigenschaften der n'unktionen d.er Kla,ssen N"
höchstens einen einf a chen Polinderoberen (oderunteren)Halbebene.
Dann gilt dasselbe fär den Weylschen Koeffizienten IP . Dieser stimmt
aber mit dem in [2], S. 373 eingefiihrten Koeffizienten I iiberein, also hat
auch I in der oberen (oder unteren) Halbebene höchstens einen einfachen
Pol. Diese Eigenschaft iibertrågt sich leicht auf die in [2] betrachtete
X'unktion m , womit die in [2] im AnschluB an Satz 2 aufgeworfene n'rage
beantwortet ist.

:*t/
1t,

.N,, fu, einen Inder

N,,

d.Ir,;f,
/n \

a .(r;,1r) .
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3. Der Differentialausdruck df * + lf dM + T'f d'D als Operatorenschar

3.1. Wir setzen jetzt

9(,a) :: {f eDo: /1(o) : o, f(t) : f -0: o },
Af t: - e,

wenn / die Darstellurrg (1.3) besitzt. Dann ist der Operator A in L2,
symmetrisch, abgeschlossen und positiv. Es gilt nåmlich fiir / e $(,4)

(Af,f):

und im X'alle des Gleichheitszeichens folgt' [()E@ dv(t) : 0 fiir fast alle

n el},ll , also fo4(t) X/(t)dV@ : 0 fiir jedes fntervall / c l0,Il,
d.h.q:0 in Lznund somit/-0.

Mit den Operatoren B und C aus Abschnitt 1.2 betrachten wir die

auf der (fu L'n dichten) Menge S(,4) definierte Schar -L :

L(),):: -A+)rB+12C.
Entsprechend einem allgemeinen Vorgehen in der Theorie der Ope-

ratorenscharen ordnen wir der Schar -L einen Operator L in einem gröBe-

ren Raum zu, dessen Spektraleigenschaften mit denen der Schar Z iiber-
einstimmen

Zu diesem Zweck versehen wir die Menge L', @ S(-4) mit dem Ska-

larprodukt

{I, g) :: (C fr,s) + (Afz,U),

, : ('r:) , t : C:)' r1'e, e L',i rz'ez e s('4) '

Dann gilt $ , fi ) 0 , wobei das Gleichheitszeichen åquivalent ist mit
C f, : 0 und fz : 0. Mit I bezeichnen wir den X'aktorranm vort Lzn

@S(/) nach der Menge aller ./ mit' {f ,I):0 und mit 86 denjenigen

Teilraum von 8, der sich bei derX'aktorraumbildungalsBildvon S(,4) 6
S(.4) ergibt, d. h., jedes / e 8o hat mindestens einen Repråsentanten

//' \
\r,) ,

dessen Komponenten beide zu 9(A) gehören.
Im Raum $ definieren wir einen linearen Operator L auf 8s durch

die Festsetzung, dafi

/\{

l2
v(t) dv(t)\ a"

I
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(3.r) LI:g (ge8,"fe8o)
åquivalent sei mit der Gleichung

(8.2) (-r" ^r)r: G ) t
Diese Definition ist korrekt, denn / e9r, {I,,I1 :0 ist gleichbedeutend
mit Cfr:0, fz:0. Beziehung (3.2) bosagt aber -Bfr.:Cgr,
ft:gz,damitfolgt 0: -BCfr- Crgr,also Cgr:0, Bh:0
und auf Grund von (1.8) schlie8lich gz: h: lBlh+Ch: 0.

X'tir /e8o und g:LI grlb weiter

{Lf ,I} : {g,I} : (Cgr,fr) + (Agz,fz)
: - (Bfr,frl * (Afr,fr) * (Afr,fr),

also ist der Operator .L symmetrisch.

g.2. L o m m a 3.1. Di,e Abbititung @ I I X C -->C :

(3.3)
tt

@$;^) ,: t, 

I r,rr)d,e*@;^) - [ noe@;x)d,D(r) (t: (i;))
00

ist e,i,n ri,chtend,es Xunlcti,onal, filr ilen Operator L i,n 8, .
Bantei,s. Die Definition (S.3) ist korrekt, denn aus {I , J}: 0 , d. h.

Cfr,:0, fz:0, folgt <D(f ;X):0. Wir haben zuzeigen, daB ftir
ieC und /e 8 dieGleichung

(3.4) (L-xI)g: I
genau dann eine Lösung g e 8o hat, wenn O(I; X) : 0 gilt.

Die Beziehung (3.a) ist åquivalent den Gleichungen

(8.5) d(sr)'+ + xf srdv + x'vsrdv : - (f f, + v(h + ),fzDil ,

(sr)l(o) : o,

(3.6) gt : fz * Xgz.

Bezeichnen wir die rechte Seite der Differentialgleichung aus (3.5) mit h,
so ergibt sich (vgl. [3], Lemma 4.1) als allgemeine Lösung von (3.5)

(3.7) sz(r) :
rl
rf,p(r;l) J nt"ls(s;1)iIV(s) + v@;1) J uO,t@;1)d,V(s) + ca@;1).



f
I h(t)p(r ; 1) d,V(s) - c - o .

J

: f t.fr(*)v@;ild,M(r) + (f,(*) + hfr(*))v@;A)d,D(x))
J \e/:

ott

r
J h(n) v@; 1) dv(r)
or
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DieLösunggmitdenKomponenten(3.7)und(3.6)gehörtgena,u
d.ann zu 86, wenn lr(t) : gz(I) :0 gilt, d' h' die Gleichungen

T

,p(t; 1) I oO, E@ ; 1) d,V(s) + c E(t'; x) - o ,

o,

,p'-(t; x) f nO E@; x) d,V(s) + 
" E'-Q; x) : o

0

bestehen. Diese sind. aber auf Grund von (1.16) äquivalent mit

Nun gilt weiter
I

: - [ r,o \v@ ; t) d,M(r) + )' e@; x) d'D(r)) - [ r'o v@; 1) d'D(r)

oo
tl

', I r,t.l d'e'*(n, u - I f,@) E@; 1) d'D(r) : @u; 1) 
'

O0
womit das Lemma bewiesen ist.

D e f i n i t i o n g.2. Ds sei, L ei,n sl|mmetri,scher operator i,n e'i'nem

Ii,nearen Raum 3 mi,t ni,chtnegati,a semi'(lffini'tem Bkalarprod'ukt {I ' g)

( I , g et) und, einem richtend,en ?unkti'onal O ' Dann hei'tJt ied'e auf

(- oo , a) d'efini,erte Funkti,on r mit d,en E'i'geruschaften

(a) a ist ni,chtfatl'enil,, z(0) : 6, '(1) 
: ('(i+0) + z()'-0)) l2

(-oo<i(*); 
@

(B.s) (ö) {I , g} f ott; t) o(g; D ar1,) fiir atle I , g et

ei,ne Spektralfunt tt'on i"i Operators L .

s a t, 3.3. Die slteldralfunlcti,onen d,er Anfangswertaufgabe (1.18)

si,nd, genau iti,e Sgtektratfunktioner, ites gemtif (3.1) wnil (3'2) erlcld'rten

Operators L i,n t,



la

(3.s) (Af ,f) : I lf;(n)|, dn : I W;,'*, (t)lz d,r(x) (/ e E(,a) ) ,

0-o
lq

(s.ro) (Cs,s) : I VOlf d,D(x) : I VErfDf a"ltl (s el,n),JJ
0-o
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Beweis. Die Bedingung (b) aus Definition 8.2 besagt mit den in Abschnitt
1.5 eingefiilrrtenTransformationen -F, und -t', :

(3.u) 0 - I ,r; p; Ff\t1dr(^) (/ e s(,a) , ll e Lzv) .

-6

wio in abschnitt 1.5 sieht man leicht, ita8 (8.9) (bzw. (B.tr)) åquivalent
ist zu Q.2$ (bzw. (1.26)); die Beziehungen (8.r0) und (r.25) sind offen-
sichtlich åquivalent. Damit ist der Satz bewiesen.

Liegt die Menge 8s quasidicht in S, d. h., gibt es zu jedem / e g eine
Folge (,f,) c3o mit {f*-I,h-Il --+0 fiir n-->@, sofolgtdie
Existenz von spektralfunktionen des operators .L auch aus einem all-
gemeinen Satz von M. G. Krein [a]. Die Menge 8o ist insbesondere quasi-
dicht in g, wenn mit einem ye)0 gilt: C 2yo-I, d.h. y(r) >yo ftrr
Z-fast alle r e [0 , /] .

. 3.3. Es sei jebzt M * 0 . Dann gibt es ein Elernent fo eD(/) mit
tLfrt*l d,M(r) : t : Anderenfalls wåre nåmtich lLft*l p1r1iV1n1 : 0 fiir
alle /e0(ra), also p : 0 in L2, wrdsomit J/ - 0.

Wir setzen in diesem Abschnitt fiir / e 9(1) : fltu ;: n{'*t , d. h. es ist

,,U]Q) : _

lann gilt [Li dXI : 0, und man sieht leicht, da$ die Gleichung L h : f
die (eindeutig bestimmte) Lösung

I f r,*.1 dv,*@;A) (A+o)
T J J\^'

o,

. 
{f@)d,M(r) 

(^:o).

n'iir beliebiges .f e I der Gesratt , : (;) Orrdu' wir das Etement

i ,: (;) :: (, _ 
"?,,0,^) 

e I
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mit

hat. Somit erhalten wir

{h,I} : @i,fl : (Bf ,f) - trt]trp)@fo,f)
und

@(h;),):*rri,t;:1fip1
I: 
1@m(x) - rur(o) 7n"t1\).

X'olglich ergibt sich aus (3.8)

I
f

J lf@)lzd'M(r): (Bf ,f)
o-

- x'uie)(Bfo,fl. I @ne) - rin(O) NÅODpnt.tdt(x)\^t 
-- 

t

womit der folgende Satz t"*i"r"o ilt.
Satz 3.4. Es sei, M +0. Danngi,ltf,ii,r jed,eBpektralfunkti,on r iler

Anfangswertaufgabe (1.18) nach Wahl, ei,nes Elementes /, e D(za) mi,t
I"ff"r(o):r filrbeti,ebi,ge /,g e 0(A)

ff(8.r2) I ft*l s@1aM@1 - J'ur(0) I f,t*l s(O au1*,)JJ-
00

7 

-.r-t')\
+ I @n@ - J''rn(o) pn"t1t)) rrstlt)*'\n,JA

Hat, fe D(,a) ln*t*rorra"re die Eigenschaft lLf aU: 0, so erhält
(3.12) die X'orm

h: (ne80

hL: i, hr(r) : 
/ ',,,ftr1 

d,tur(s) 
I 

@-r) .rtr) d,M(s)

[ ,o) s@ d,M(r) : f r"'1t1 Nu d'r(^) 
.

),
0 -oo
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Durch die Beziehungen (3.9), (3.10) und (3.f2) sind alle drei mit den
Operatoren A, B und C der Schar L assoziierten Skalarprodukte
mittels der Spektralfunktion dargestellt.
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