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1. Einleitung. Problemstellung

l.l. Rolf Nevanlinna hat zu Beginn der fiinfziger Jahre in unveröffent-
lichten Vortrågen und kurz in p9] angeregt, das verallgemeinerte Dirichlet-
problem fiir beliebige (nicht notwendig elliptische) lineare partielle Diffe-
rentialoperatoren mittels der von ihm in [7] - [21] entwickelten Theorie
der Hilbertråume, auf denen noch zusåtzlich ein indefinites Skalarprodukt
gegeben ist, anzugehen.

Dieser bestechenden Idee folgend hat einer der beiden Verfasser der
vorliegenden Note, Schiiler von Rolf Nevanlinna, das Dirichletproblem
fiir eine spezielle gleichmåBig elliptische formal selbstadjungierte lineare
partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung in [12] - [3] und das
verallgemeinerte Dirichletproblem fiir allgemeine (auch nichtelliptische)
formal selbstadjungierte lineare partielle Differentialgleichungen zweiter
Ordnung in [a] behandelt. Diese Untersuchungen wurden von X'elix E.
Browder l2l - t3l und Walter Littman [11] sowie im AnschluB an einige
Arbeiten von Ernst Hölder auch von Stefan Hildebrandt [8] weitergefiihrt.

Peter Hess hat in seiner Arbeit [7] die X'rage der Existenz schwacher
Lösungen des Dirichletproblems fiir (nicht notwendig elliptische) lineare
partielle Differentialoperatoren untersucht. Er fiihrt zwei formal ver-
schiedene Klassen solcher Differentialoperatoren ein und zeigt, daB in
diesen Klassen ein in X'orm einer Orthogonalitåtsbedingung gegebenes
Kriterium sowohl notwendig als hinreichend fiir die Existenz wenigstens
einer schwachen Lösung des Dirichletproblems ist. Die eine Klasse ist
durch eine Kompaktheitsbedingung charakterisiert (Bedingung K). Die
andere formal interessanter erscheinende Klasse besteht aus den Diffe-
rentialoperatoren, dio einer a priori -Abschåtzung vom Typ der Gårding-
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schen Ungleichung geniigen (Bedingung GU); die Differentialoperatoren
dieser Klasse werden wir als stark 2t-koerzitiv (t e N )1) bezeichnen.
Die in einer offenen Menge G c R* gleichmäBig stark elliptischen linearen
partiellen Differentialoperatoren der Ordnung 2 tn fallen fiir m 2 t
unter die Klasse der stark 2 t -koerzitiven Differentialoperatoren, aber
andrerseits umfa8t diese Klasse sogar nichthypoelliptische Operatoren
(man vergleiche [16]).

In der Arbeit [7] von lless sowie auch in den oben zitierten friiheren
Arbeiten wurde die Spektralzerlegung der selbstadjungierten linearen
Operatoren des Hilbertraumes wesentlich benutzt.

fn der vorliegenden Note leiten wir zunächst in elementarer Weise aus

den beiden Bedingungen rron Hess semi-X'redholmsche Eigenschaften fiir
das verallgemeinerte Dirichletproblem her. Danach studieren wir den
Zusammenhang dieser Bedingungen. SchlieBlich geben wir fiir den Fall
der stark 2 t -koerziven Differentialoperatoren mit konstanten komplexen
Koeffizienten eine uns noch etwas grob erscheinende algebraische Charak-
terisierung an.

Wegen weiterer Literaturhinweise verweisen wir auf [7], [f5], S. 73,

und [16]. Die von Hess betrachtete X'orm der Gårdingschen Ungleichung
wurde auch von Gerd Grubb in anderem Zusammenhang [a] - [6] eingefiihrt.

1.2. Wir benutzen hier die in lf 6] erklårten Bezeichnungen; z. B. wird
geschrieben D1 ;: - i alaro.

Sei G eine offene Menge in R . Fiir jedes ganzzahlige t > 0 sei

C'*(G) die lineare Menge der Elemente o aus A(@ mib

lD' a(r)l'd*

Durch

"å ,{

(a , w)t ::
lol3t

Do u(r) d*f ,',ra
wird ein Skalarprodukt ftir Elemente Q) ,1D e C'*(G) erklärt. Der Sobolev-
raum Ht(G) wird als Vervollständigung von Ct*(G) in bezug auf das

Skalarprodukt ( , ), definiert. Auch in H'(G) wird das Skalarprodukt
mit ( , ), und die entsprechende Norm mit ll ll, bezeichnet. X'erner sei

H'r(G) die AbschlieBung von Cff(G) in H'(G). Die Elemente aus H'r(G)
haben im erweiterten Sinne homogene Randwerte bis zu den Ableitungen
der Ordnung t-L .

t; Mit l{ wird die Menge der positiven ganzer ZaI-Iren bezeichnet.
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Wir betrachten einen linearen partiellen Differentialoperator

L(r , D) :: f a"(r) D'
lollr

der Ordnung r e N mit komplexwertigen Koeffizienten a" e Ct't(G) .

Mit ,'(. , D) bezeichnen wir den durch

L'(r , D) a(r) :: > D' (",Ol rt"l)
lol3r

fiir a e C'(G) erklårten, dem Operator L(. , D) formal adjungierten
Differentialoperator. X'iir g ,y eCf,(G) gilt dann

(L(.,D)V , V)o : (yt , L'(.,D)E)o.

Ein Element g e LL(G) wird eine zul'rissi,ge Rand,wertuorgabe fidrr das
verallgemeinerte Dirichletproblem zum Operator L(. , D) mit Dirichlet-
daten bis zur Ordnung t-l (l e N ) genannt, falls das durch

br(q) :: (g , L'(. , D) v)o fiir alle E e cff(G)

dicht in H'"(G) erklärte lineare X'unktional beziiglich ll ll, beschränkt
ist, d. h. falls mit einer Konstanten K > 0

l@ , L'(. , D) v)ol < K
ftir alle q eCf(G) mit ll9ll, < I gilt.

Analog wie in der Theorie der elliptischen Randwertprobleme stellt
m&n das verallgemeinerte Dirichletproblem zum Differentialoperator
L(. , D) mit Dirichletdaten bis zur Ordnung t-l (f e N ) (fiir die Problem-
stellung vergleiche man Hess [7], S. 5-8):

Problem I. Gegeben sei,en JeLz(G) und, e'i,ne zuld,ss'i'ge Rand,-

wertaorgabe g e Lz(G) . Gesucht wird, u e Lz(G) d,erart, datJ

(u, L'(.,D)V)o: ff,do faralle EeCff(G)

gilt und, Q) :: ,tt -g e Hto(G) i,st.
Äquivalent diesem Problem ist
P r o b I e m II. Gegeben seien f e Lz(G) und, eine zukissi'ge Ranil'

wertaorgabe g e Lz(G) . Gesucht wird, a e Hto(G) ilerart, ilatT

(a , L'(.,D)V)o : (f ,do - @ , L'(.,D)d, fti,r al'le I eC*(G)

gi,lt.

X'iir jedes feste g e Cf (G) ist durch

lr(a) :: (L'(. , D) g , a)o fiir o e Hto@)

ein stetiges lineares Funktional 1,, auf HLG) erklårt. Nach dem Dar-
stellungssatz von Frdchet-Riesz existiert daher ein linearer Operator
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T mit der Definitionsmenge Dg) : Ctr(G) cHiQ) und mit einer
Wertemenge in Hto@) d.erart, daB

(l.l) (L'(.,D)V , a)o : (T g,a), fiiralle 9 eC-(G) und o eilto@)

gilt. Der Operator ? ist also dicht in HLg) definiert. Weil somit

(TE,V),: (L'(.,D)V , T)o : (E , L(.,D)ilo: (V,T*rp),

fiir alle g,V eOtrG) gilt, ist Ctr(C) in der Definitionsmenge D(T*)
des dem Operator ? adjungierten Operators 7* enthalten und daher
? abschlie8bar mit der kleinsten abgeschlossenen X'ortsetzung T- - 7'** .

Da g als eine zulåssige Randwertvorgabe vorausgeselzt wurde, ist
durch

il1,r(v) :: ff , v)o - @, L'(., D) E)o fiir I e cf(G)

ein dicht in Hto@) definiertes beschrånktes lineares Funktional gegeben,

das wiederum nach dem Darstellungssatz von X'rdchet-Riesz mit einem
z e Ht (G) die Darstellung

(1.2) (f ,do-(g , L'(.,D)p)o : @,q), ftir alle EeCf(G)
hat.

Den Problemen f und II ist somit åquivalent
P r o b I e m III. Sei,en f e Lz(G) und, e'i,ne zuld,ssi,ge Ranilwertuorgabe

g e Lz(G) gegeben. Sei, d,as Element z e Hto(G) ilurch (1.2) und, der Operator
T d,urch (1.1) erkld,rt. Gesucht i,st a eD(T*) mit T*n : z.

2. Elne Kompaktheltsbedingung

2.1. Peter Hess hat in [7], Satz 3.3, S. 13, eine Klasse von Differential-
operatoren durch die folgende Kompaktheitsbedingung eingefiihrt:

B e d in g ung K. Zu d,em i,n G erkld,rten Di,fferent'i,alaperator L(., D)
eristi,ere ei,ne posi,ti,ae Zahl ö ilerart, d,atJ jed,e lineare Menge M c Cf (G) ,

fur ileren Elemente g d,i,e Ungleichung

lRe(Z(. ,D)E , v)ol < AWIIT

gilt, enillichd,i,mensi,onaL i,st.
Wir werden einen elementaren Beweis ftir das folgende Resultat von

Hess geben:

S at z 2.1. Der Di,fferentialogterator L(. , D) effille Bed,i,ngung K.
Dann i,st d,ie Dimensi,un d,es Nullraumes Ng-) uon T- end,lich
(dim.l[(T-) < oo ), ili,e Wertemengen R(T-) und, R(T*) si,nil (in H'oG) )
a,bgeschlossen, unil es gi.l,t d,aher R(T*) : lflf -;t und, R(T- ) : y'[(?*)l .
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Problem III hat also eine (bi's auf ei,n ad,iliti'aes tl,ement aus N(T*)z) ein-

d,eutig bestimmte) Lösung d,ann unil nur d,ann, wenn

(z,w),: (f ,w)o-bi@) : 0

far all,e El,emente w aus d,em (enil,tichd,i,mensionalen) Raum N(T-) gil't,

ntobei, bl di,e steti,ge Uortsetzung aan b, auf Eto@) bezei'chnet'

2.2. X'iir unseren Beweis von Satz 2.I benötigen wir
Lem ma 2.2. Im Hil'bertraum H sei, ei,n d'icht ilefini'erter abgeschlos-

sener I'inearer Operator T gegeben, d'er ni,cht d,er Nul'loperatori'st.
nalls keine Zahl, y> 0 ilerart erist'iert, d'a$ llf wll Zyllwll far all'e w e

DQ) n Ng)t gi,lt, dann gi,bt es zu ieiler uorgegebenen Eolge {t} aon

gtosi,tiaen Za,hlen mit ej ) ej+t unil, lim e, : 0 eine orthonormierte Eolge

{at) c Dg) n lf(")t m'i't iler Ei'genschnft llT aÅl < ei .

Beweis. Wir konstruieren die X'olge {or.} induktiv. Da T abgeschlossen

und nicht der Nulloperator ist, gilt D(T) n N(")r + {0} 3)' Aus der

Voraussetzung folgt nun die Existenz eines Elementes o, e D(T) n nv'(")r
mit liurll : I und 0 < ll7 orll ( e, . Angenommen, da8 zlr einem

fr e N ein orthonormiertes System Yon Elementen {ut , ... , an) c
Dg) n N{g)t mit llT u)l < I existiert, sei /lh die lineare Hiille von

{at, ..., ou}, und es sei I/u :: N(T) @ tle (c D(T) ). Hs ist D(T) n WhL

+{0}.Dennsonstwäre D(?) :Wn, woraus D(f)n tf(?)r: rle folgen

wiirde; wegen Tu* 0 fiir alle a+0 ausdemendlichdimensionalen
Raum Ah gåbe es eine Konstante y > 0 derart, daB llf wll > y llwll
ftir alle w e Au : D(f) fl -l[(?)r wåre, im Widerspruch zur Voraus-

setzung.
Man nehme nun als Antithese an, daB in D(T) fl Wur kein a mit

lloll : I und ll7 oll ( e**1 existiert. Dann ist

(2.1) llT all > tn+r lloll

fiir alle t, + 0 aus D(?) fr W ut. Nach Voraussetzung existiert eine X'olge

{w,) c Dg) n NQ)' mit ll*Ål : I und 11r w1].170 
.. 
fiir i -- m'

Jpdes zo, besitzt eine orthogonale Zerlegung %: w'iyut'j mif d, eWu
und wi e Wor. X'tir jedes g e N(T) ist nun 1do , U) : (ry , A).. -
1tni,il'- 0, also ist wi e Wen-n/(?)r - Ah c D(f); wegen wi:
wi-di folgt wi eD(T). Weil {.}} eine beschränkte X'olge in dem

z7 Man bemerke, da8 l/1fx) unendlichdimensional sein
a; Weil T und dadurch l/(1') ( C Dg) ) abgeschlossen

w e Dg) eine orthogonale Zerlegung w - I'u'+w" , wobei

C.N(?)I sind.. Wegen der Linearihäb von D(f ) ist ryst' -
D(f) fl -Atr1f;r : {0} , so wiirde w" : 0 sein, also tp - '11st

der l{ulloperator.

liann.
ist, hat jedes Elernent

w' e -örI(") und 1t)"

w-u)' e D(T). Wäre
€ l/(T) , und I' wäre
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endlichdimensionalen Raum Au ist, gibt es eitt w' e Au und eine,Teil-
folgo {w,l) von {wj} derart, dafi {wjr} gegen u' konvergiert. Da die
Einschrånkungvon T auf Au stetigist, gilt auch T*jr*Tw',weshalb
T,iu:Twit,-Twlu--> -Tw'fitr p-->@ folgt. Nach (2.1) ist
aber dann

llwin - wi,ll 
= * \r *;u - r ri,l+ o,

also konvergie* {wi} gegen oin wu und daher {w7) gegen ,.D i: 1D' +rDn .

Da T abgeschlossen ist, folgt aus den beiden Relationen *iu*u und
Tw,u--> 0, daB w m D(T) gehört und Tw:0 gilt, alsoist w eN(T).
Wegen 11w1ull : I ist auch lla;ll : I . Andrerseits ist {w,r} c N(f), ,

also u e .l[(7) n If(")] : {0} im Widerspruch zu llru[l : t.

2.g. Wir beweisen jetztsatz 2.1.
A. Einer Idee von Hess [7], S. f3-15, folgend zeigen wir zuerst, daB

dim.l[("-) ( oo ist. AlsAntithesenehmenwiran: Essei dim.l[("-): oo.
Dann oxistiert eine unendliche in bezug auf das Skalarprodukt ( , ), ortho-
normierte X'olge {w} c Ng-). Sei x :: ö / (l +ä) . Weil T- die
Abschliefiung von T ist, existiert zu jedem i en E,eCf(G) mit
ll*i- vÅl Sxfzirz und llr vill 3xlzttz. Sei lt die lineare Hiille von
{r,ui} und A, die lineare Hiille von {Ei} . X'tir

a

ser

cAl

eigi € AzV i - l(ut)

gesetzt. Dadurch wird eine bijektive lineare Abbildung ).: Ar-->A,
erklårt. X'iir eu e,,1, und V : l(w) ist dann

lltnll, llpll,

h

2o,*,
j:L

h._ .c
./

.1_1j:L

(å,w,t)
x llrnll, ,

t will,,ti-erll,
j:L

(ånwi-r,il|)'''

und daher

ll*llt
I
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Ferner ist

< xllwll, < t-*llql[ : ällEll''

Damit ist aber

lRe(.t(.,D)q , e)ol: lRe("e,e),1 < llrdbllql[ < alMf

fiir alle g e Az. Nach Bedingung K ist dim Az 1@, und {gr} enthålt
eine konvergente Teilfolge. Andrerseits hat man fiir i ,lc > 3 . i + tt
wegen der Orthonormiertheit von {wi}

llzi-qoll, >- llwi-well, - lV1-wtll, - lWu-*ull,

: o1/2 '4 
i4 '= I

.: . - 2ilz- 2nlz - 2tlzt

im Widerspruch zur Konvergenz einer Teilfolge von {El}. X'olglich ka.nn

N g- ) nicht unendlichdimensional sein.
B. Nun beweisen wir die Existenz einer Zahl y > O derart, daB

(2.2) W-wll, > yllwll fiir alle w e D(T-) O X1r-y
gilt. Man nehme als Antithese &n, daB keine solche Zahl existiert. Weil
f- wegen dim -l[(?-) < co nicht der Nulloperator ist, gibt es gemåB

Lemma 2.2 eine orthonormierte X'olge {w} c Dg-) O -lI(f-p *11

,t
llr-will < ,citr.

Weil ?- die Abschliefiung von T ist, existiert zu jedem i e* % e Cf (G)

mit

llu:1 -vÅlt Sh und llT-wt-TPill, Sfu
Wie in Beweisteil A erkläre lrlran Ar, A, und ,tr . Ähnlich wie dort orhålt
man die Ungleichung

I
ll',ll, < 1_*llvll,

sowie die Abschåtzung

W Ell, < llr- wll, + llT v - T- wll,

s å l.,rt Yr-w)\,+ j l*rl llr-wi - r Ell,
i:L i:L
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S u llwll, .

Ilieraus folgt weiter
24

ilrqil, < t-*llqlt: ällpll,.

Damit ist för alle q e A,

lRe(Z(.,D)v, V)ol : lRe(" e,e)tl < öllEll?.

Wegen Bedingung K ist dim Az I @, woraus wie in A ein Widerspruch
zu folgern ist.

C. Die Wertemenge R(T- ) von 7- ist abgeschlossen: Sei nåmlich

1f-w) mit {w,) c Dg-) n X("-)1 eine Cauchyfolge in n(f-).
Nach (2.2) ist, dann {zri} eine Cauchyfolgen D(T-); wegen der Abge-
schlossenheit von ?- konvergiefi {w} gegen ein w eD(T-) undgleich-
zeitig {T-w,} gegen T-w.

X'iir g eH'oG) gilt (g,T-w),: 0 fiir alle w eD(T-) genaudann,
wenn y eN(T*) ist. Also ist If("*) : E(T-1t und wegen der Abge-
schlossenheit von Rg-) auch ng-) : R(T-1LI: /f(f*p .

D. Weil nach C die Relation D(T*) fi .lflfxy c Rg- ) gilt, gibt
eszu jedem y e D(T*) O lflfx;r ein w e D(T-) n ltl("-)r mtu T-w: A.
Nach (2.2) erhålt man

llyllT : ilf-tnll? : (T-w , T-w), : (T*A , w)t

s Inr. yl,lyl,

und folglich

llT* yll, > v llylh fiir alle y e D(T*) o trr1?*p .

Ähnlich wie in C folgt hieraus R(T*) : N(T-)r
E. Sei zeHto@). DieGleichung

T*u : z

hat dann und nur dann eine Lösung a e Hi@), wenn

(z,w),: g fiiralle weN(T-)
gilt.
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3. Elne verallgemeinerte Gårdingsche Ungleichung

3.1. Peter Hess hat in seiner Arbeit [7], Lemma 3'4, S. 15, auch gezeigt,

da8 im X'alle eines beschrånkten Gebietes G fie Giiltigkeit von Bedingung
K garantiert ist, falls gilt

B e d i n g u n g GU. Deri'n G erlckirte Di'fferenti,alagterator L(., D)
sei, slark 2t-koerzi,ti,a, d.It'. es gebe zwei, Kanstanten Cr2 0 unil' Cr20
ilerart, d,at| ilie aerallgeme'i,nerte Gå,rd,ingsche Ungl'ei'chung

(3.r) Re (Z(. ,D)q , E)o > CtllEll\ - CrllEll| far alle e eCf (G)

gi,lt.

Wir goben jetzt einen direkten Beweis fiir
S at z 3.1. Sei, G e'i,ne offene Menge, far die ilie Einbettung ao% HL(C)

i,n Lz(G) kornpakt ist a). Wei,ter nehme nlan an, d'atJ iler Differentialogterator

L(. , D) Beili,ngung GU erfullt. Dann gelten ili,e Behaupt'tmgen aon Satz 2.7.

Beweis. Nach Definition von ? und T- folgt aus (3.1)

(3.2) Re(T-w,w)* 2 Crll*ll? - Crllwllt fiir alle w eD(I-).

Es gilt dim I{ (T- )

H'r(G) orthonormierte Folge
H'oG) in Lr(G) kompakt ist,
folge lrniu\ . I{ach (3.2) ist

Ctllwtu - ry,117 S Czllwio - \,\lf; --+ 0 ftt p 
"t' 

'-> @ ,

im Widerspruch za llwro - w',llt : zttz f:drr p { a .

Wir zeigen dann die Existenz einer Zahl y > O derart, daB

llT-utll, > yllutlh fiir alle w e D(lt-) n Är("-)I

gilt. Als Antithese nehmen wit an, es existiere keine solche Zahl. Es
gibt also eine Folge gr,) c D(f-) n nf("-)r mit llwill,: I und

llT-wll,--> 0 ftir i --- q. Wieder enthålt {w} eine in L'(G) kon-
vergente Teilfolge {ut1r) . Wegen (3.2) ist

Crllwiu - w1,ll? t llT w,u - f-wi,lltllwtu - w1,lfi * Czllwtu - *1,1.,3

3 2 (llT- w,rll, + llT- wi,ll,) + Czllw;u - wi"llt,

4; Dies bedeutet, daB fiiLr fl'o{G1 der Rellichscho Auswahlsatz gilt: Aus jeder
irl Hto(G) beschränkton Folge kann eino in Z21G; konvergonto Teilfolge gowåhlt
werdon. Hinreichend dafiiLr ist z. B. Beschrånl<theit der offenen Mengo G. Man
vergleiche Franz B,ellich L22)-l2Rl oder etwa Agmon pl, Theorem 8'3' S. 99-I01.

Andernfalls gäbe es eine unendliche in

{w,} c I{(T- ). Weil die Binbettung von
existiert eine in L'(G) konvergente Teil-
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und fiir lt , | + oo strebt fie rechte Seite gegen 0 . X'olglich gibt es ein
w eHt(G) derart, daB llw-wirllr-->0. Es gilt w eN(T-)L und

llwllr: l. Wegen T'wrr-'>O und wegen der Abgeschlossenheit von
T- ist andrerseils w eN(f'), also w e N(T-) n X("-)r : {0}, im
Widerspruch na. llwll, : 1 .

Wie in den Teilen C-E des Beweises von Satz 2.1 folgert man dann
dio iibrigen Aussagen.

4. Äquivalenz der Bedingungen

4.1. Aus dem Beweis von Lemma 3.4 von Peter Hess [?], S. 15, kann
lnan folgern: X'alls fiir die offene Menge G die Einbettung von ä'o(G) in
L'(G) kompakt ist, folgt aus der Giiltigkeit von Bedingung GU, daB
Befingung K erfiillt ist. Jetzt werden wir eine Umkehrung dieser Tatsache
beweisen:

S a t z 4.1. Bei, G ei,ne offene Menge, fur die d,i,e Ei,nbettung aon Hto(G)
in Lz(G) komgtalot i,st. Wei,ter nehme nl,an d,n, dntJ d,er Differenti,al,operator
L(. , D) Beili,ngung K erfiill,t und, mi,t einer reellen Zahl, m d,er Ungleichung

Re(Z(.,D)V , g)o

geniigt. Dann ist Beilingung GU erfil,Ilt.

4.2. Wir werden diesen Satz zuerst im X'all m 2 0 beweisen und
dann den FalI m < 0 mit Hilfe des nachfolgenden Lemmas darauf zu-
riickfiihren.

L e m m a 4.2. Bei, G ei,ne offene Meruge, far di,e d,i,e Einbettung aon
ELG) i,n Lz(G) Icompakt i,st. Wei,ter nehme rllon an, d,atJ far d,en Di,fferen-
ti,aloperator L(. , D) Bed,i,ngung K mi,t einem ö > 0 erfill,lt ist. Mit einer
reellen Zahl 11 sei, Lr(. , D) d,urch

Lr(r , D) V@) :: L(r , D) V@) + ,t V@) far al,le I e Cff(GJ

erlckirt. Dann gilt Beili,ngung K fur Lr1. , D) mit jeil,er gtositi,aen Zahl å, < ö .

Bewei,s. Als Antithese nehme man an, zu einer positiven Zahl 6, < ö
existiere eine unendlichdimensionale lineare Menge Mrc Cff(G) derart, daB

lRe (Zr(. , D) v , E)ol < lllEll| fiir alle s e Mt

ist. Dann gibt es eine unendliche in bezug auf das Skalarprodukt ( , ),
orthonormale X'olge {rpi} c Mr. Weil {rpj) in H'oG) schwach gegen
das Nullelement kovergiert und weil die Einbettung von Hto(G) n LzG)
kompakt ist, gilt ll,4lls -- 0 . Somit gibt es zu jedem j ein u(j) äerart,
daB

(4.1)
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und

{vj}

llrp,rill,

a(j + I) > y(j) gilt. Wir setzen Vj 1 : V,u) . I)ie lineare l{iille A von
ist unendlichdimensional. Sei

Dann ist

Also gilt

lRe (L(. , D) v

fiir alle V e A. Nach
Widerspruch bedeutet,.

oigi c Av:- t
i:L

r2
llvtlr)

oo1s-
.L ql,
l:t 2

, V)ol < lRe (Lr(. , D) V , V)ol + lrtl (V , V)o

Bedingung K ist A endlichdimensional, was einen

4.3. Wir beweisen jetzt Satz 4.1.

A. Sei m> 0. Sei T der durch (f.l) definierte Operator. Man
erklåre auf D(T) : Cf G)

I
B ': t (T+T*).

Dann gilt D(S) : Ctr(G) c D(B*) und S*g: Sg fiir alle 9eD(g).
Weil

(Sv,v), : Re (L(.,D)Q , 9)o fiir alle I eCf(G)

ist, folgt aus (4.1)

(4.2) (S E , v), > m llvll| fiir alle I e Cf (G) .

Sei Do die Menge aller solchen Elemente ?{, aus H'r(C), fiir die je
eine X'olge {lp}c Ctr(G) mit den Eigenschaften llw-tp*ll,---0 und
(S (rpu-rtt,) ,yr-tp,), --> 0 fflr p tr --> e existiert. Die Einschrånkung
B" von B* auf D(S") :: D(S*) O Do ist eine positive selbstadjungierte
X'ortsetzung von /S (die X'riedrichssche Fortsetzung; ma,n vergleiche
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z. B. Riesz-Sz.-Nagy [24], S. 32S-333). fnsbesondere gibt es zu jedem
w eD(Sr) eine X'olge {V}c CtrG) derart, daB

(4.s) (Srw , n))t : 
l* fU eo ,Vr),

ist. Wegen (a.2) und (a.3) gilt

(Srw,w), 2 mllwllS ftiralle w e D(Br),

und folglich ist 1[(8") : 0 .

Wir zeigen die Existenz einer Zahl y; 0 derart, daB

(4.4) llBrull, > yllwllt fiiralle w eD(Sr)

gilt. Als Antithese nehmen wir an, daB es keine solcheZall gibt. Sei z
eine beliebige positive Zahl, die wir später festsetzen werden. Nach Lemma
2.2 existiert eine unendliche in bezrtg auf das skalarprodukt ( , ), ortho-
normierte X'olge {w,}c D(8") mit llspwill, Sxlzi+t. Nach der Defini-
tion von S" und nach (4.3) gibt es zu jedem j ein g, eCf (G) derart,
dafi

llwl-vJtt s #,
und

(4.5) 16, wi , wi)t - 6 Ei , vi),| t h
ist. Es gilt

l(Spw1,w1)) ( llBa wll,llwll t #
und daher nach (4.5)

l6vi'Ei)J = #'
Weil B positiv ist, folgt hieraus nach der Schwarzschen Ungleichung

,
(4.6) l(s qi, p),1' { (s gi , Ei),6 et, v)t s h
Sei z{, die lineare Iliille von {rz7} und A, die lineare Hiille von {9r} .

Wie in 2.3.A erklåren wir die Abbildung ).: Ar--> An. Ist,

w:- Zo,*, e Ar und V:- f\r):- Z",gj,j:L j:L

so hat man wieder
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(4.7) ilwilt < *urr,.
Weiter ist nach (a.6) und (a.7)

lh I

l(Sq,q),1 : I > a,or,(BVi,Pt),|
li't:t I

7 o l"il\z - ._ 3 ,-. ,zI xl} ,ipt - n 2. yjt
'j:lo ' 

j:'

: xuwlT: 1rfinnf .

Jetzt wåhlen wir die Zahl x 2 0 derart, daB

?(

(t-*Y : å

gilt. Somit hat man

l(B E, q),1 < ö llvll! fiir alle I e Az.

Nach Bedingung K ist Az endlichdimensional, woraus sich wie in 2.3.4
ein Widerspruch zur Antithese ergibt.

Daher ist (man vergleiche 2.3.C) insbesondere die Wertemenge -E(8")
abgeschlossen und : -lf(S")r : HL(G). Za I eCf (G) existiert genau

ein o e D(Br) mit B, a : V. Es ist nach (4.4)

r1
l(8.u, u),1 ( llS" alhllall S TllSr 

all| : 
,llvll|.

X'olglich erhält man wegen der Positivitåt von B"

llclll : (Spo, q)? < (Bro,2),(Br s,e)t = |nvnf 
(Sv,v),.

GemåB der Definition von B ist daher

Re(I(.,D)V , p)o : (Sv,p), > yllEll] fiir alle qeCf,(G),

und somit gilt Bedingung GU mit C, :: T 2 0 und Cr:: 0 .

B. Es bleibt der X'all m {0 zu behandeln. Wir setzen ftir E ecf (G)

' Lr(.,D)V:: L(.,D)v+lml+l) p.
Dann ist

Re (Zr(. ,D)q , E)o > llEll], fiir alle q eCff(G).

Nach Lemma 4.2 ist Bedingung K fiir Lr(. , D) mit jeder Zahl 6r,
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0 < ä1 < ä, erfrillt. Nach Teil A des Beweises folgt dann Existenz
einer positiven Zahl y so, daB

Re(Zr(.,D)q , do Z yllVllT fiir alle EeCf(G)
ist. Ilieraus folgt

Re (Z(. , D) v , v)o 2 CrllqllT - Crllvll| fiir alle I eCf (G)

mit Cr:- y und Cr:: lml+\ .

5. Zur algebraischen Charakterisierung

5.1. Wir haben bislang die stark 2 t -koerziliven Differentialoperatoren
L(. , D) durch Abbildungseigenschaften charakterisiert. Es entsteht noch
die Frage nach Bedingungen fiir das entsprechende Polynom L(. , () vorl
t e R', deren Gtiltigkeit das Bestehen von Bedingung GU garantiert.

Im folgenden werden wir mrr den linearen partiellen Differentialoperator

L(D) :: 2 o,D'
lol3r

mit konstanten komplexen Koeffizienten ao betrachten.
In unserer friiheren Arbeit [6], Satz 1.2, S. 5-8, haben wir gezeigt,

daB im X'alle G : Ro der Differentialoperator L(D) der verallgemeinerten
Gårdingschen Ungleichung

(5.r) Re (.t(D) e , e)o > \llEll? - Crllvll| fiir alle e e Cf (G)

mit Konstanten C, > 0 und C, 2 0 dann und nur dann geniigt, wenn
zu dem entsprechenden Polynom L(t) von € e R zwei Konstanterr
E > 0 und .E ) 0 derart existieren, daB

(5.2)

ist.
Sei jetzt G eine beschrånkte offene Menge in R" . Auch in diesem

X'all ist Bedingung (5.2) hinreichend fiir das Bestehen dep verallgemeinerten
Gårdingschen Ungleichung (5.r). Sogar der Beweisgang dieser Tatsache
bleibt im wesentlichen unveråndert (man vergleiche [16], Satz 1.2, Be-
weisteil A, S. 6 - 7). Diesmal können die Verfasser nichts iiber die Not-
wendigkeit von (5.2) behaupten.

5.2. Um Kriterien anderer Art im Falle einer beschrånkten offenen
Menge G stellen zu können ftihren wir den Differentialoperator

Z*"(å) i- Re I(f) : Re
lol3 r
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Q(o) :: > D2"
lrlSt

ein.
n'alls die verallgemeinerte Gårdingsche Ungleichung (5.1) gilt, so folgt

fiir ,p e Cfr(G) undfiir E:: D' rp mit ftl <t
(5.3) Re (-D(D) 

'p 
, D2' ?)o 2 CrllD' ,pll| - CzllD' ,pll|.

Da

llell] : (Q(D)v,il0 fiir alle E eCff(G)

ist, folgt aus (5.3) durch Summation tiber alle r mit lrl < t

Re (I(D) ,p , Q@) do Z CrllQ@) ,pllt - Cz kp , Q@) ,il0 .

Vermöge der Schwarzschen Ungleichung und wegen Zab 1 eaz * e-rbz
(a,b,e eR, e)0)folgtfiir e)0 und 11>0

LllQ@),plll
e-l< ,llQf)),tll| + z ellr*"(D) 

,pll| + cz! nOOl ,pll| + crfin nt .

Mit e :: Crl2 und 4 :: Crl(2Cr) folgt

c, le(5.4) v wtol vll < qILx"@) ,pill + 
ollv|,3 

.

X'iir jedes Polynom P(f) von 6 e R" vom Grade s erklären wir die
X'unktion

P- (t) :: ( > p'P(f)l')"'.
\t'iE. /

Nach einem Resultat von Lars Hörmander [9], Theorem 2.2, S. I78 - 180,

folgt aus (5.4), da8 mit einer geeigneten Ko4stanten C > 0 die Un-
gleichung

(5.5) A@<CL;(E) fiiralleEeR
gilt. Somit ist (5.5) eine notwendige Bedingung fiir das Bestehen der
verallgemeinerten Gårdingschen Ungleichung (5.f ).

Aus (5.5) folgt insbesondere 2t { r .

fst umgekehrt (5.5) erfiiilt und ist zusät'zlich

(5.6) ReZ(f) >0 fiiralle EeR,
so folgt ebenfalls nach Hörmander [0], Theorem 3.2.6, S. 71, die Giiltig-
keit der verallgemeinerten Gårdingschen Ungleichung (5.f). Es lassen

sich aber leicht Beispiele von Polpromen Z(f) konstruieren, die Abschät-
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zung (5.5) erfiillen und fiir die die verallgemeinerte Gårdingsche Un-
gleichung (5.r) gilt, bei denen jedoch Bedingung (5.6) verletzt ist, ja sogar

die Menge { 4 e R" I Rer(f) 4 0 } unbeschrånkt ausfållt.
Es ist den Verfassern bisher nicht gelungen, eine der verallgemeinerten

Gårdingschen Ungleichung (5.1) völlig åquivalente Charakterisierung
vermöge der Eigenschaften des Polynoms Z(f) anzugeben.
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