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UBER DAS
VERALLGEMEINERTE DIRICHLETPROBLEM
FUR KOERZITIVE LINEARE PARTIELLE
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

ILPPO SIMO LOUHIVAARA und CHRISTIAN G. SIMADER

1. Einleitung. Problemstellung

1.1. Rolf Nevanlinna hat zu Beginn der fiinfziger Jahre in unversffent-
lichten Vortragen und kurz in [19] angeregt, das verallgemeinerte Dirichlet-
problem fiir beliebige (nicht notwendig elliptische) lineare partielle Diffe-
rentialoperatoren mittels der von ihm in [17]—[21] entwickelten Theorie
der Hilbertrdume, auf denen noch zusatzlich ein indefinites Skalarprodukt
gegeben ist, anzugehen.

Dieser bestechenden Idee folgend hat einer der beiden Verfasser der
vorliegenden Note, Schiiler von Rolf Nevanlinna, das Dirichletproblem
fiir eine spezielle gleichmafBig elliptische formal selbstadjungierte lineare
partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung in [12]—[13] und das
verallgemeinerte Dirichletproblem fiir allgemeine (auch nichtelliptische)
formal selbstadjungierte lineare partielle Differentialgleichungen zweiter
Ordnung in [14] behandelt. Diese Untersuchungen wurden von Felix E.
Browder [2]—[3] und Walter Littman [11] sowie im Anschlufl an einige
Arbeiten von Ernst Holder auch von Stefan Hildebrandt [8] weitergefiihrt.

Peter Hess hat in seiner Arbeit [7] die Frage der Existenz schwacher
Losungen des Dirichletproblems fiir (nicht notwendig elliptische) lineare
partielle Differentialoperatoren untersucht. KEr fithrt zwei formal ver-
schiedene Klassen solcher Differentialoperatoren ein und zeigt, daf} in
diesen Klassen ein in Form einer Orthogonalitatsbedingung gegebenes
Kriterium sowohl notwendig als hinreichend fiir die Existenz wenigstens
einer schwachen Losung des Dirichletproblems ist. Die eine Klasse ist
durch eine Kompaktheitsbedingung charakterisiert (Bedingung K). Die
andere formal interessanter erscheinende Klasse besteht aus den Diffe-
rentialoperatoren, die einer a priori -Abschiatzung vom Typ der Garding-

doi:10.5186/aasfm.1976.0222


koskenoj
Typewritten text
doi:10.5186/aasfm.1976.0222


328 I. S. LovHivaARA und C. G. SIMADER

schen Ungleichung geniigen (Bedingung GU); die Differentialoperatoren
dieser Klasse werden wir als stark 2 ¢ -koerzitiv (¢ € N )1!) bezeichnen.
Die in einer offenen Menge ¢ ¢ R" gleichmaflig stark elliptischen linearen
partiellen Differentialoperatoren der Ordnung 2m fallen fir m >1¢
unter die Klasse der stark 2 ¢-koerzitiven Differentialoperatoren, aber
andrerseits umfafit diese Klasse sogar mnichthypoelliptische Operatoren
(man vergleiche [16]).

In der Arbeit [7] von Hess sowie auch in den oben zitierten friitheren
Arbeiten wurde die Spektralzerlegung der selbstadjungierten linearen
Operatoren des Hilbertraumes wesentlich benutzt.

In der vorliegenden Note leiten wir zunédchst in elementarer Weise aus
den beiden Bedingungen von Hess semi-Fredholmsche Eigenschaften fiir
das verallgemeinerte Dirichletproblem her. Danach studieren wir den
Zusammenhang dieser Bedingungen. Schlieilich geben wir fiir den Fall
der stark 2 ¢ -koerziven Differentialoperatoren mit konstanten komplexen
Koeffizienten eine uns noch etwas grob erscheinende algebraische Charak-
terisierung an.

Wegen weiterer Literaturhinweise verweisen wir auf [7], [15], S. 73,
und [16]. Die von Hess betrachtete Form der Gardingschen Ungleichung
wurde auch von Gerd Grubb in anderem Zusammenhang [4] —[6] eingefiihrt.

1.2. Wir benutzen hier die in [16] erklarten Bezeichnungen; z. B. wird
geschrieben D, := — 1 9/ow; .

Sei @ eine offene Menge in R". TFiir jedes ganzzahlige ¢ > 0 sei
C'(G) die lineare Menge der Elemente » aus C(G) mit

> f|D"v(m){2dac < .

=t
lo]= &

Durch

,w), = D° w(x) D w(x) d
(v, w) Métcf v(x) D” w(x) do

wird ein Skalarprodukt fiir Elemente v, w € (%, (¢) erklirt. Der Sobolev-
raum H'(G) wird als Vervollstandigung von (' (¢/) in bezug auf das
Skalarprodukt ( , ), definiert. Auch in H'(G) wird das Skalarprodukt
mit (, ), und die entsprechende Norm mit || ||, bezeichnet. Ferner sei
Hi(G) die AbschlieBung von OF(G) in H(G). Die Elemente aus H{y(@)
haben im erweiterten Sinne homogene Randwerte bis zu den Ableitungen
der Ordnung ¢—1 .

1) Mit N wird die Menge der positiven ganzen Zahlen bezeichnet.
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Wir betrachten einen linearen partiellen Differentialoperator
Lz, D) := > a,x) D’

lo] =7

der Ordnung r e N mit komplexwertigen Koeffizienten a, € C'°/(() .
Mit L'(., D) bezeichnen wir den durch
L@, D)v) = 3 D°(a,) v(a)
lol=7
fur » e ("(G) erklarten, dem Operator L(.,D) formal adjungierten
Differentialoperator. Fir ¢,y € CP () gilt dann

(L(’D)w ’ ‘P)o = (1/) s LI(-’D)q))O'

Ein Element ¢ € L¥(G) wird eine zuldssige Randwertvorgabe fir das
verallgemeinerte Dirichletproblem zum Operator L(., D) mit Dirichlet-
daten bis zur Ordnung ¢—1 (¢ e N ) genannt, falls das durch

b(p) := (9, L'(., D) ¢), fiir alle ¢ € O (6)

dicht in Hj(G#) erklirte lineare Funktional beziiglich || |, beschrinkt
ist, d. h. falls mit einer Konstanten K > 0

g, L'(., D)g)l < K

fir alle ¢ € CF(G) mit |lgl, =1 gilt.

Analog wie in der Theorie der elliptischen Randwertprobleme stellt
man das verallgemeinerte Dirichletproblem zum Differentialoperator
L(., D) mit Dirichletdaten bis zur Ordnung t—1 (¢t e N ) (fiir die Problem-
stellung vergleiche man Hess [7], S. 5—8):

Problem 1I. Gegeben seien fe LXG) und eine zuldssige Rand-
wertvorgabe g € LA(G) . Gesucht wird w € L¥(G) derart, daf

(w, L'(.,D)g)y = (fs9)y Jirale ¢ € CP(G)

gilt und v:= u—g e Hy(G) ist.

Aquivalent diesem Problem ist

Problem II. Gegeben seien fe L*(G) und eime zuldssige Rand-
wertvorgabe g € LAG) . Gesucht wird v € Hy(G) derart, daf

(v, L'(,D)p)y = (f.@)— (g, L'(.,D)g)y fur ale ¢ eC*(G)

qgult.
Fiir jedes feste ¢ € CF(() ist durch

l(w) := (L'(.,D)g , v), fiir veHy&)

ein stetiges lineares Funktional [, auf H{(G) erklirt. Nach dem Dar-
stellungssatz von Fréchet—Riesz existiert daher ein linearer Operator
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T mit der Definitionsmenge D(T) = Cy(G) c Hy(G) wund mit einer
Wertemenge in H{(G@) derart, daf3

1.1) (L(.,D)g , v, = (Tg,v), firalle p eC®@) und v € Hy(F)
gilt. Der Operator 7T ist also dicht in H{(G) definiert. Weil somit

To,y) = L', D)g .,y = (@, L.,D)y)y = (p,T*y),

fir alle ¢,y € CP(@) gilt, ist OP(G) in der Definitionsmenge D(T*)
des dem Operator 7 adjungierten Operators 7'* enthalten und daher
T abschlieBbar mit der kleinsten abgeschlossenen Fortsetzung 7'~ = T%* .

Da ¢ als eine zulassige Randwertvorgabe vorausgesetzt wurde, ist
durch

do9) = (f29) — (9, L'(., D)), fir ¢elp(a)

ein dicht in H{(G) definiertes beschranktes lineares Funktional gegeben,
das wiederum nach dem Darstellungssatz von Fréchet—Riesz mit einem
z € Hy(G) die Darstellung

(1.2) (fo9d— (9, L'(..D)g)y = (2,9), firalle ¢eCp(G)

hat.

Den Problemen I und IT ist somit dquivalent

Problem III. Seien fe L*G) und eine zulissige Randwertvorgabe
g € LX(G) gegeben. Sei das Element z € Hy(G) durch (1.2) und der Operator
T durch (1.1) erkidrt. Gesucht ist v € D(T*) mit T*v = z.

2. Eine Kompaktheitsbedingung

2.1. Peter Hess hat in [7], Satz 3.3, S. 13, eine Klasse von Differential-
operatoren durch die folgende Kompaktheitsbedingung eingefiihrt:

Bedingung K. Zudemin G erklirten Differentialoperator L(., D)
existiere eine positive Zahl & derart, dafs jede lineare Menge M C CP((),
fur deren Elemente ¢ die Ungleichung

[Re (L(., D) g , @)l = Jlloll}

gilt, endlichdimensional ust.

Wir werden einen elementaren Beweis fiir das folgende Resultat von
Hess geben:

Satz 2.1. Der Differentialoperator L(.,D) erfille Bedingung K.
Dann ist die Dimension des Nullraumes N(T~) won T~  endlich
(dim N(T") < w0 ), die Wertemengen R(T") und R(T*) sind (in H(G))
abgeschlossen, und es gilt daher R(T*) = N(T™)- wund R(T") = N(T*)".



Verallgemeinertes Dirichletproblem 331

Problem III hat also eine (bis auf ein additives Element aus N(T*)?) ein-
deutig bestimmite) Losung dann und nur dann, wenn

(z7w)t = (f’w)o—b;(w) =0

fir alle Elemente w aus dem (endlichdimensionalen) Raum N (T") gilt,
wober b; die stetige Fortsetzung von b, auf H(G) bezeichnet.

2.2. Tiir unseren Beweis von Satz 2.1 bendtigen wir

Lemma 2.2. Im Hilbertraum H sei ein dicht definierter abgeschlos-
sener linearer Operator T  gegeben, der mnicht der Nulloperator ust.
Falls keine Zahl y > 0 derart existiert, dafs |T wl| =y |lw|| fir alle w €
D(T) N N(T)-  gilt, dann gibt es zu jeder vorgegebenen Folge {e} won
positiven Zahlen mit & > ¢, und lime = 0 eine orthonormierte Folge
{v} € D(T) N N(T)* mit der Eigenschaft |T vj| < e, .

Beweis. Wir konstruieren die Folge {v;} induktiv. Da 7' abgeschlossen
und nicht der Nulloperator ist, gilt D(T) N N(T): + {0}3). Aus der
Voraussetzung folgt nun die Existenz eines Elementes v, € D(T) N N(T')*
mit ol =1 und 0 < |7 %) <e. Angenommen, dal zu einem
ke N ein orthonormiertes System von Elementen {v,,..,v,} C
D(T) N N(T)+ mit [T vj| < existiert, sei A4, die lineare Hiille von
vy, ...,v), undessei W, := N(T)® 4, (< D(T)). Esist D(T)N W,*
+ {0} . Denn sonst wire D(T) = W, , woraus D(T) N N(T)* = 4, folgen
wiirde; wegen 7T v #+ 0 fir alle v 4+ 0 aus dem endlichdimensionalen
Raum /A, gibe es eine Konstante y > 0 devart, daBl |7 w|| =y [[w]
fir alle w € A, = D(T) N N(T)- ware, im Widerspruch zur Voraus-

setzung.

Man nehme nun als Antithese an, daBl in D(T) N Wt kein » mit
ol = 1 und |7 v|| << &, existiert. Dann ist
(2.1) 1T ol = &1 ll0l

fiir alle v &= 0 aus D(T) N W, . Nach Voraussetzung existiert eine Folge
{w}c DT)NNT)} mit [wl] =1 und [T wi—0 fir §-—+ 0.
Jedes w; besitzt eine orthogonale Zerlegung w; = wi+w] mit w; e W,
und w e Wt. Fir jedes yeN(T) ist nun (w;,y) = (w;,y) —
W ,y) = 0, also ist w; € W, N NT)* = A, € D(T); wegen w; =
w;—w; folgt w/ eD(T). Weil {w;} eine beschrankte Folge in dem

2) Man bemerke, daf N(7'*) unendlichdimensional sein kann.

3) Weil 7' und dadurch N(7') ( C D(T)) abgeschlossen ist, hat jedes Element
w € D(T) eine orthogonale Zerlegung w = w’-Fw’, wobei w’ e N(T) und w”
e N(T)L sind. Wegen der Linearitit von D(7T) ist w” = w—w’ € D(T). Wiare
D(T) N NT)L = {0}, so wiirde w” = 0 sein, also w = w’ € N(T'), und 7' wire
der Nulloperator.
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endlichdimensionalen Raum A, ist, gibt es ein w’ € A, und eine Teil-
folge {w' } von {w;} derart, daf3 {w' } gegen w’ konvergiert Da die
Emschrankung von 7T auf A, stetigist, gilt auch 7' w — T w'", weshalb
Tw =Tw”——TwM—>—Tw fiir u-- oo folgt Nach (2.1) ist

aber dann

1
4 " " 4
Hwi,u - wjr” = Eri1 HT wjl‘ N ijv” — 0,

also konvergiert {w]'.;} gegen ein w” und daher {w, } gegen w:= w'+w".
Da T abgeschlossen ist, folgt aus den beiden Relationen w;, —w und
T'wjﬂ——>0, daB w zu D(T) gehért und Tw = 0 gilt, alsoist w e N(T') .
Wegen ijﬂH =1 ist auch |w|]| = 1. Andrerseits ist {wju} c N(T)-,
also w € N(T)N N(T)- = {0} im Widerspruch zu |jw| =

2.3. Wir beweisen jetzt Satz 2.1.

A. Einer Idee von Hess [7], S. 13— 15, folgend zeigen wir zuerst, daB
dim N(T”) < oo ist. Als Antithese nehmen wir an: Essei dim N(77) = 0.
Dann existiert eine unendliche in bezug auf das Skalarprodukt ( , ), ortho-
normierte Folge {w}c N(T7). Sei x:=6/(1+6). Weil 77 die
Abschliefung von 7' ist, existiert zu jedem 4 ein p; € OF(G) mit
lw;— @l <%/27” und [T @] < /2. Sei A, die lineare Hiille von
{w;} und A, die lineare Hiille von {¢;}. Fiir

ocw EA

Mzr

w =

j=1

sei
K
p = AMw) := Zloc]qy] e A
=

gesetzt. Dadurch wird eine bijektive lineare Abbildung 1: A, — A,
erklart. Fir w e A4, und ¢ = A(w) ist dann

k
el = liglle < fo—gl, < 2 log] [lw;— g,

j=1

< (3wr) " (Sim-nit)"

j=1

[IA

% [[w]; 5

und daher

1
ol < 5= ligl -
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Ferner ist

17 ol

[

L:g(égmﬁm(éwT%mfm

< wlol, < 7l = Sl

k
z o T ¢
j=1

Damit ist aber

[Re (L(., D) g , @)yl = IRe (T, = [T olllgl < oliglf

fir alle ¢ € 4,. Nach Bedingung K ist dim 4, < co, und {g;} enthalt
eine konvergente Teilfolge. Andrerseits hat man fir j, bk =3. 5+ 4%k
wegen der Orthonormiertheit von {w;}

llp; — @ill, = [lo0; —wil, — llp; —wyll, — Il — wyll;

P P 1

w - _,
= 2 9il2 92 = 912 »

im Widerspruch zur Konvergenz einer Teilfolge von {¢,;}. Folglich kann
N(T") nicht unendlichdimensional sein.
B. Nun beweisen wir die Existenz einer Zahl y > 0 derart, dafl

(2.2) 17w, = ylwl], fir alle w e D) N NT™)*

gilt. Man nehme als Antithese an, daf} keine solche Zahl existiert. Weil
T~ wegen dim N(T") < oo nicht der Nulloperator ist, gibt es gemif
Lemma 2.2 eine orthonormierte Folge {w;} C D(T™) N N(T™ )Y mit

- V]
17w, < oL +i2
Weil 7”7 die AbschlieBung von 7' ist, existiert zu jedem j ein ¢; € C(@)
mit

P ~ 4
b = ofl < g wnd 1T w; — Toll < gra-

Wie in Beweisteil A erklire man A,, A, und 4. Ahnlich wie dort erhélt
man die Ungleichung

1
e, < 5= lil

sowie die Abschatzung

17l < 177w, + 1T ¢ — T w,
k k
zl o] |lT~ijt + leij! HT~wj - T g,
=

A

Jj=
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(350

j=1 7=1

IA

= % fwl, .

Hieraus folgt weiter
%
1Tl = 7 lel = o lel..

Damit ist fiir alle ¢ € 4,

[Re (L(., D) ¢ , ¢l = [Re (T g, )l = ololi.

Wegen Bedingung K ist dim A, < oo, woraus wie in A ein Widerspruch
zu folgern ist.

C. Die Wertemenge R(T") von 7T~ ist abgeschlossen: Sei nidmlich
{T"w} mit {w} c DT")NN(T")* eine Cauchyfolge in R(T7).
Nach (2.2) ist dann {w,} eine Cauchyfolge in D(T"); wegen der Abge-
schlossenheit von 7'~ konvergiert {w;} gegen ein w € D(T") und gleich-
zeitig {7 w;} gegen T w.

Fir y e H\(@) gilt (y,T w), = 0 fiiralle w e D(T") genau dann,
wenn ¥y € N(T*) ist. Also ist N(T*) = R(T")! und wegen der Abge-
schlossenheit von R(T~) auch R(T™) = R(T ) = N(T*)L.

D. Weil nach C die Relation D(T*) N N(T*)* ¢ R(T") gilt, gibt
eszu jedem y € D(T*) N N(T*)! ein w € DT )NNT Y mit T"w=1y.
Nach (2.2) erhalt man

Wl = 177wl = T"w, T"w), = (T*y , w),

[IA

1 -
17* yl, lwl, = o 7 yl, 17w,

1
< ; 17* yl, Iy,

und folglich
T*yl, = 7lyl, firalle y € D(T*) N N(T*)".

Ahnlich wie in C folgt hieraus R(T*) = N(T" ).
E. Sei z € Hy(G) . Die Gleichung

T*v = z
hat dann und nur dann eine Losung v € Hy(() , wenn

(z,w), = 0 firalle weNT")

gilt.
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3. Eine verallgemeinerte Gardingsche Ungleichung

3.1. Peter Hess hat in seiner Arbeit [7], Lemma 3.4, S. 15, auch gezeigt,
daB im Falle eines beschrinkten Gebietes G die Giiltigkeit von Bedingung
K garantiert ist, falls gilt

Bedingung GU. Der in G erklirte Differentialoperator L(., D)
sei stark 2t -koerzitiv, d.h. es gebe zwei Konstanten Cy >0 und Cy, =0
derart, daf die verallyemeinerte Géardingsche Ungleichung

(31) Re(L(.,D)g , ¢) = Cilgli — Caligle fur alle ¢ € CP(G)

qilt.

Wir geben jetzt einen direkten Beweis fiir

Satz 3.1. Sei G eine offene Menge, fir die die Einbettung von Hy(G)
in L2(Q) kompakt ist *). Weiter nehme man an, daf} der Differentialoperator
L(., D) Bedingung GU erfillt. Dann gelten die Behauptungen von Satz 2.1.

Beweis. Nach Definition von 7 und 7'~ folgt aus (3.1)

(3.2) Re (T~w,w), = Oy |w|? — Cy w3 fir alle w e D(T").

Es gilt dim N(77) < oo . Andernfalls gibe es eine unendliche in
H!(®) orthonormierte Folge {w;}c N(T"). Weil die Einbettung von
Hi(@) in L%G) kompakt ist, existiert eine in L2(G) konvergente Teil-
folge {wjﬂ} . Nach (3.2) ist

0 ”wjﬂ - wij? < G ”ij - wjv”g —- 0 fir u,v >,

im Widerspruch zu [w; — w;l, = 212 filr p =+ .
Wir zeigen dann die Existenz einer Zahl y > 0 derart, dal

1T w|, = y|w|, firale w e DT )NNT )"

gilt. Als Antithese nehmen wir an, es existiere keine solche Zahl. Ks
gibt also eine Folge {w;} ¢ DT )N NT™)* mit Jw), =1 und
17w, ~0 fir j—oo. Wieder enthdlt {w;} eine in L¥@) kon-
vergente Teilfolge {wjﬂ} . Wegen (3.2) ist

2 -~ ~ ~ 2
o ”wj” - wjvut =T Wy, T u}jy”t ijﬂ - w,-ng + G, “ij - “’j,,”o
< 2 (]]T"‘wjﬂﬂ, + 177w )l) + Oy oy, — w; I »
4) Dies bedeutet, daf fur H’O(G) der Rellichsche Auswahlsatz gilt: Aus jeder
in HtO(G) beschrinkten Folge kann eine in L2(() konvergente Teilfolge gewihlt

werden. Hinreichend dafir ist z. B. Beschrinktheit der offenen Menge . Man
vergleiche Franz Rellich [22]—[23] oder etwa Agmon [1], Theorem 8.3, 8. 99—-101.
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und fiir x,» — co strebt die rechte Seite gegen 0. Folglich gibt es ein
w e Hy(G) derart, daB lw—w J,—~0. Es gilt w eN(T™ )L und
Jwl, =1. Wegen T~wjﬂ—>0 und wegen der Abgeschlossenheit von
T~ ist andrerseits w e N(T"), also w € N(IT")N N(T™)t = {0}, im
Widerspruch zu Juw|, = 1.

Wie in den Teilen C—E des Beweises von Satz 2.1 folgert man dann
die iibrigen Aussagen.

4. Aquivalenz der Bedingungen

4.1. Aus dem Beweis von Lemma 3.4 von Peter Hess [7], S. 15, kann
man folgern: Falls fiir die offene Menge ¢ die Einbettung von H(G) in
L2(G) kompakt ist, folgt aus der Giiltigkeit von Bedingung GU, daB
Bedingung K erfiillt ist. Jetzt werden wir eine Umkehrung dieser Tatsache
beweisen:

Satz 4.1. Sei G eine offene Menge, fir die die Einbettung von H.(G)
wm LAG) kompakt ist. Weiter nehme man an, dafy der Differentialoperator
L(., D) Bedingung K erfullt und mit einer reellen Zahl m der Ungleichung

(4.1) Re (L(., D) g , ¢)y = mlgly far alle ¢ e CF(6)

geniigt. Dann st Bedingung GU erfallt.

4.2. Wir werden diesen Satz zuerst im Fall m > 0 beweisen und
dann den Fall m < 0 mit Hilfe des nachfolgenden Lemmas darauf zu-
riickfiihren.

Lemma 4.2. Sei G eine offene Menge, fir die die Einbettung von
Hy(@) in LXQ) kompakt ist. Weiter nehme man an, daf fir den Differen-
tialoperator L(., D) Bedingung K mit einem 6 > 0 erfullt ist. Mit einer
reellen Zahl n set L,(., D) durch

L@, D) p@) := Lz, D) g@) + nol) firale ¢ eCg(@)

erkldrt. Dann gilt Bedingung K fir L,(., D) mit jeder positiven Zahl &, < & .
Beweis. Als Antithese nehme man an, zu einer positiven Zahl ¢, < ¢
existiere eine unendlichdimensionale lineare Menge 3/, c C(G) derart, daB

Re (Zy(., D) g » @)] < 6,lgl? firalle ¢ M,

ist. Dann gibt es eine unendliche in bezug auf das Skalarprodukt ( , ),
orthonormale Folge {y}c M;. Weil {y} in H{(@) schwach gegen
das Nullelement kovergiert und weil die Einbettung von Hi(@) in L*G)
kompakt ist, gilt [y,— 0. Somit gibt es zu jedem j ein »(j) derart,
daf
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0—0,
ll%(])llo = 97 (|n]+1)

und »(j+1) > »(j) gilt. Wir setzen ¢;:= v, . Die lineare Hiille /A von
{g;} ist unendlichdimensional. Sei

k
= zoc](p] e A
i=1

Dann ist
k
@9 = 3 5]l 10y (Zlaumno>
k k 0—0; = 1
é ]Zlf l Z |(le0 = z I ]|2177I+1 z 21
B 0—0, )
= ] +1 el -
Also gilt

Re (L(., D) ¢ , @)yl = [Re(Ly(., D)o , @)l + [0l (@, @)
< Syl + (=69 el = 6 lelf

fiir alle ¢ € 4. Nach Bedingung K ist / endlichdimensional, was einen
Widerspruch bedeutet.

4.3. Wir beweisen jetzt Satz 4.1.
A. Sei m > 0. Sei T der durch (1.1) definierte Operator. Man
erkliare auf D(T) = CF(G)

1
8= 5 (T+T%).

Dann gilt D(S) = CQ(G) < D(S*) und S* ¢ =S¢ fir alle ¢ € D(S).
Weil
Se,9) = Re(L(.,D)g , ¢) firalle ¢eCp(d)
ist, folgt aus (4.1)
(4.2) S, = mlgly fir alle ¢ e CP(@).

Sei D, die Menge aller solchen Elemente w aus Hy((), fir die je
eine Folge {y,} C OF(G¢) mit den Kigenschaften [w—y,[,—0 und
S (w,—w),yp,—w,), — 0 fir u,v — oo existiert. Die Einschrankung
Sp von S* auf D(Sp) := D(S*) N D, ist eine positive selbstadjungierte
Fortsetzung von § (die Friedrichssche Fortsetzung; man vergleiche
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z. B. Riesz—Sz.-Nagy [24], S. 328 —333). Insbesondere gibt es zu jedem
w € D(Sy) eine Folge {¢,} C CF(G) derart, daf

(43) (SF w, w)t = hm (S (p,u ’ (pu)t

H—>0
ist. Wegen (4.2) und (4.3) gilt

Spw,w), = m|wZ firalle we D(S,),

und folglich ist N(S;) = 0.
Wir zeigen die Existenz einer Zahl y > 0 derart, daf}

(4.4) I8pw|, = yw|, fiiralle w e D(S,)

gilt. Als Antithese nehmen wir an, dall es keine solche Zahl gibt. Sei x
eine beliebige positive Zahl, die wir spéter festsetzen werden. Nach Lemma
2.2 existiert eine unendliche in bezug auf das Skalarprodukt (, ), ortho-
normierte Folge {w;} C D(S;) mit [, w;], < /27!, Nach der Defini-
tion von Sy und nach (4.3) gibt es zu jedem j ein ¢, € OF(Q) derart,
daB

X
=@l = 55

und

Vg
(4.5) [(Sk w; , wj)t all Dj s ‘Pj)tl = 9i+1

ist. Ks gilt
»?
[(Sk w;, w)| = |Sp wil, lwl, = 9it1
und daher nach (4.5)
%
(Se @)l = 9
Weil S positiv ist, folgt hieraus nach der Schwarzschen Ungleichung

2

X
(4'6) [(S (77] ’ %)z]z g (S (pj ) (pj)t (S D1 (pl)t g 2] 2[ ‘

Sei /A, die lineare Hiille von {w;} und A, die lineare Hiille von {9} .
Wie in 2.3.A erklaren wir die Abbildung 1: A, — A, . Ist

& k
wi= Yow € A und ¢ 1= Aw) := 2.% %
i=1 s

so hat man wieder
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1
(4.7) ol = 7= Il -
Weiter ist nach (4.6) und (4.7)

(S, @)l

Il

k
) ZZI % % (S ®j 5 P
ji=

I\

k [‘le 2 k ,
P z oIl < %Z ||
j=1 j=1

I

wlwlf = g It

Jetzt wahlen wir die Zahl » > 0 derart, daf}

gilt. Somit hat man
S, = dlgli firalle ¢ €d,.

Nach Bedingung K ist /4, endlichdimensional, woraus sich wie in 2.3.A
ein Widerspruch zur Antithese ergibt.

Daher ist (man vergleiche 2.3.C) insbesondere die Wertemenge R(S})
abgeschlossen und = N(Sp)* = H((¢). Zu ¢ e (Cf(G) existiert genau
ein v € D(S;) mit Spv = ¢ . Esist nach (4.4)

1 A S
ISp vl = ;II??IIt-

[(Spv,v),| < ISE ol v, < —y— |

Folglich erhalt man wegen der Positivitit von S,

A

1
”‘PH? = (Spv, ?7);2 < (Spv,), (S, @) ; ”‘P”tz Se, ).

Gemall der Definition von S ist daher
Re (L(.,D)p , ¢)y = S¢,q), = v [i(pl[? fur alle ¢ € CP(6G),

und somit gilt Bedingung GU mit C;:= y >0 und C;:=0.
B. Es bleibt der Fall m < 0 zu behandeln. Wir setzen fiir ¢ € 0f(()

Ly(.,D)g := L(.,D)p + (Im|+1) ¢ .
Dann ist
Re (Ly(., D) g , @)y = gl fir alle ¢ e CF(@).
Nach Lemma 4.2 ist Bedingung K fiir L.(., D) mit jeder Zahl o,,
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0 <6, <o, erfiillt. Nach Teil A des Beweises folgt dann Existenz
einer positiven Zahl y so, daf}

Re (Ly(., D) g , ¢)y = yleli fir alle ¢ € CF(G)

ist. Hieraus folgt
Re (L(., D) ¢ , ¢)y = Cylgli — Collpls  fir alle ¢ e CP(@)
mit C;:= 9y und Cy:= |m|+1.

5. Zur algebraischen Charakterisierung

5.1. Wir haben bislang die stark 2 ¢ -koerzitiven Differentialoperatoren
L(., D) durch Abbildungseigenschaften charakterisiert. s entsteht noch
die Frage nach Bedingungen fiir das entsprechende Polynom L(., &) von
& € R*, deren Giiltigkeit das Bestehen von Bedingung GU garantiert.

Im folgenden werden wir nur den linearen partiellen Differentialoperator

LID) := > a,D°
lol=7
mit konstanten komplexen Koeffizienten «, betrachten.

In unserer fritheren Arbeit [16], Satz 1.2, S. 5—8, haben wir gezeigt,
daB im Falle ¢ = R* der Differentialoperator L(D) der verallgemeinerten
Gardingschen Ungleichung

(5.1) Re (L(D) ¢ , @)y = Cylol; — Cylply  fir alle ¢ € OF(G)

mit Konstanten C; > 0 und C, > 0 dann und nur dann geniigt, wenn
zu dem entsprechenden Polynom L(§) von & e R" zwei Konstanten
E > 0 und R > 0 derart existieren, daf3

(5.2) Lp (&) := ReL(() = Re > a,&
lol=7
> E £ firalle £ e R" mit [§] > R

ist.

Sei jetzt G eine beschrinkte offene Menge in R". Auch in diesem
Fall ist Bedingung (5.2) hinreichend fiir das Bestehen der verallgemeinerten
Gérdingschen Ungleichung (5.1). Sogar der Beweisgang dieser Tatsache
bleibt im wesentlichen unverdndert (man vergleiche [16], Satz 1.2, Be-
weisteil A, S. 6—7). Diesmal konnen die Verfasser nichts iiber die Not-
wendigkeit von (5.2) behaupten.

5.2. Um Kriterien anderer Art im Falle einer beschriankten offenen
Menge G stellen zu konnen fithren wir den Differentialoperator
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QD) := > D*

TI=t
ein.
Falls die verallgemeinerte Gardingsche Ungleichung (5.1) gilt, so folgt
fir v e (@) und fiir ¢ := D'y mit |7] <¢
(5.3) Re (L(D)y, D y), = Cy D" yl} — Co D"yl .
Da
lolf = @D)g,q) {firalle ¢elP(@)

ist, folgt aus (5.3) durch Summation iiber alle 7 mit [z <1
Re (L(D)y, QD) p)y = C11Q(D) ylg — C (w , QD) ), -

Vermoge der Schwarzschen Ungleichung und wegen 2ab < ea? + ¢10?
(a,b,e eR , e¢>0) folgt fiir e >0 und 7> 0

C, 1Q(D) i
< £ 1OD)YIE + —— 1LeD) 92 + Cy QD) yiE + Cy [l
= 2 ”Q( )V’Ho + 2 e ” Re( )1/)”0 + 2 9 ”Q( )W”o + 2 2 77 W”o °

Mit := 0,/2 und 5:= C,/(2C,) folgt
C 1 C:
(5.4) 5 QD) v} = G- 1adD) vl + - I -

Fiir jedes Polynom P(&) von & e R" vom Grade s erklaren wir die
Funktion
~ 12
SCEN > D7 PO
lol=s
Nach einem Resultat von Lars Hormander [9], Theorem 2.2, S. 178 — 180,

folgt aus (5.4), daB mit einer geeigneten Konstanten ¢ > 0 die Un-
gleichung

(5.5) Q (&) < C Lg(&) firalle & e R

gilt. Somit ist (5.5) eine notwendige Bedingung fiir das Bestehen der
verallgemeinerten Géardingschen Ungleichung (5.1).

Aus (5.5) folgt insbesondere 2¢ < r.

Ist umgekehrt (5.5) erfiillt und ist zusétzlich

(5.6) Re L(§) = 0 fir alle £ e R",

so folgt ebenfalls nach Hérmander [10], Theorem 3.2.6, S. 71, die Giiltig-
keit der verallgemeinerten Géardingschen Ungleichung (5.1). Es lassen
sich aber leicht Beispiele von Polynomen L(&) konstruieren, die Abschét-
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zung (5.5) erfiillen und fiir die die verallgemeinerte Gardingsche Un-
gleichung (5.1) gilt, bei denen jedoch Bedingung (5.6) verletzt ist, ja sogar
die Menge { & e R"| Re L(£) << 0} unbeschrankt ausfallt.

Es ist den Verfassern bisher nicht gelungen, eine der verallgemeinerten

Gardingschen Ungleichung (5.1) vollig éaquivalente Charakterisierung
vermoge der Eigenschaften des Polynoms L(£) anzugeben.
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