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DAS RANDWERT.NIORMPROBLE,M TIJN
EIN FASTTII{EAR.E,S ETTIPTISCF{ES
SYSTEM IJND E,INE ANWENIDUNG*)

HEINRICH BEGEHR ANd ROBERT P. GILBERT

Herrn Professor R. Neuanlinna zum 80. Geburtstag gewidmet.

An die Ergebnisse von Bers [4] und Yekua [16] tiber lineare elliptische Differen-

tialgleichungssysteme erster Ordnung, in Hilbertscher Normalform gegeben durch

Lt"-Uy: au*bulc
ur*ur: q.u+ Pa+^l

bzw. in komplexer Schreibweise als

wz: Aw*BwlC,

haben sich viele Untersuchungen und Verallgemeinerungen (vgl. [5], [6], [7], [10],

[13]) angeschlossen. Die funktionentheoretischen Eigenschaften der Lösungen sol-

cher Systeme sind bis hin zur Nevanlinnaschen Wertverteilungstheorie (121, [4], [11],

[2], [16]) entwickelt und entspringen dem auf Bers und Vekua zuriickgehenden

Ähnlichkeitspinzip.
Randwertprobleme ftir obige Systeme werden ausfrihrlich in [10], [16] und in

[17], [18], [19], behandelt. Wie in [10] und [17] ftir den linearen Fall werden in [3]
die Greenschen Funktionen erster und zweiter Art dazu benutzt, das Randwert-

Normproblem ftir die fastlineare Gleichung

(0) wz: f Q, w)

zu lösen. Hier werden wie in [3] Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen ftir dieses

Problem unter einer abgeschwächten Lipschitzbedingung ftir die Funktion/gemacht
und die Ergebnisse zu einem sehr einfachen Beweis der einen (komplizierteren)

Richtung des Ähnlichkeitsprinzips genutzt.

Mit anderen Methoden (Einbettungsmethode) ist (0) unter andersartigen Vor-

*) Diese Arbeit entstand, während sich der zweitgenannte Verfasser durch die Alexander

von Humboldt-Stiftung mit dem ,,Senior U.S. Scientist Award" ausgezeichnet imJahre 1975 an der

Freien Universität Berlin aufhielt.
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aussetzungen (zweimalige stetige Differenzierbarkeit von f nach u, und w) in [19]
behandelt worden. Neben den verallgemeinerten analytischen Funktionen sind die
approximativ analytischen Funktionen (vgl. [4], [15], [l]) Lösungen von Differential-
gleichungen des Typs (0).

1. Vorbereitende Betrachtungen. Ist @ eine konforme Abbildung des einfach
zusammenhängenden Gebietes D der komplexen Ebene C mit mehr als einem Rand-
punkt auf den Einheitskreis, so sind

ct((, z) ': -!los 1-o(?:99-l «, =e»),2n "lr-o(Ooe)l
G,, ((,,), : - {rcs l(o 1q1 - o 121X1 - @ (0 @ (4)l G, z (D)

die Greenschen Funktionen erster und zweiter Art fiir D. Ijrat D einen glatten Rand
åD, so existiert eine Konstante c,

(r) ",:1;!!olffiål=1,
so da8

IGE(I, z1t= I I =,f;'(?,, I = .2n liD(o-o(z)l - 
^ä 

((' z€D; k: I' ID'

Mit Hilfe dieser Funktionen läBt sich das Randwert-Normproblem

(2) w, : f (2, w), Re wl22 : 9, [tmw(Old@(Ol : 2nC

unter den Voraussetzungen

f : bxC * C,,f(.,w1))<r.,1b1 (wcc(b), D:: Dv0D)

E(c(AD), c€ R

in die Fredholmsche Integralgleichung

(3) w(z): -0(z)+(gw)(z) (z(D),

o(z) :: I EG)V,,cr-idctl(L :)- ic (z( D),
AD

(Bw) (,) : : 2 I {f G, w (0)tct€ + G,[\G, 4 +fri@lcä - Gl']((, r)] & a,tD 
G: t+i4, z(D)

umwandeln (vgl. [l0], 10.4) und eine Lösung dieser Integralgleichung ist Lösung
(eventuell im verallgemeinerten sinn (vgl. tl6l)) des Randwert-Normproblems.

Genrigt/einer Bedingung der Form

(4) ltQ,w)-f(z,a)l <* (tlc)g(z,lw-c»l) (z€D; w,ot(C)
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mit einer geeigreten, in DX[O,.r--) deflnierten, nichtnegative Funktion g und c
aus (1), so lassen sich aus Eigenschaften von g Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen
fiir die Lösung von (3) herleiten.

2. Existenz einer Lösung. Die Funktion g in (4) sei in der zweiten Veränder-
lichen stetig und in x:0 gleichetradig bezriglich z(D linksseitig stetig, g(2,0)=0
in D und es existiere eine positive Konstante k, so daB

(5) g(2, x) = g(2, k) (z€b, 0 =- x = k)
und

(6) l0(z)l+[{,lf{e,0)l+s((,k»#+=k k(D).
D tr -l

Da dann -0+I] eine stetige Abbildung der kompakten, konvexen Menge

,n :: 
{w 

: we C(b), Ma1 lw(;)l = k. Re }r'laa - *, ,{r^w(Oldo(Ol: 
zncl

des Banachraumes C(D) in sich darstellt, gibt es nach dem Schauderschen Fix-
punktsatz in A eine Lösung von (3).

3. Eindeutigkeit der Liisung. Die Eindeutigkeit der Lösung in ,4 kann unter
folgenden Voraussetzungen gesichert werden :

(7) g(2, 0) = 0, g(2, x) = g(2, y) (rCD, Ci = x = !).

(8) [ s«, zk) !-5-!!- 
= P (,<D).

i lr- zl

(9) Der auf der Menge der in D stetigen, reellen Funktionen durch

(sx)(:) ,: {sG,.@)# Gcb)
D

gegebene Operator 5 hat auf

Ck;: {x: xcC(b),0 < -x(z) = k (zcb)\
nur den Fixpunkt -r:0.

Sind nämlich u' und a zwei Lösungen der Inte-eralgleichung (3) in A, so folgt
mit (4)

lur-coi < 5lrv-rr;1.

Wegen (7) bis (9) hat diese Ungleichung nur die Lösung lu.,-rol:0. Eine Funk-
tion g, die den unter 2. und 3. gestellten Forderungen gentigt und die die Eindeutig-
keit der Lösung in ganz C(D) ergibt, ist (Lipschitzbedingung!)

g(2, x) :: go(z)x, O =- go@) QeD), soq-Lo(D) (2 = p),

(10) [ s,«l 
qS-U- -< | Qeb).

,! l\- zl
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Gilt auBerdem noch f(2,0):0 in D, so ist mit den obigen Aussagen das Randwert-
Normproblem frir approximativ analytische Funktionen gelöst.

Die in (6), (8), (10) enthaltenden Integralbedingungen sind bei gegebener Funk-
tion / fiir gentigend kleine Gebiete D erftillbar, so da8 die Ergebnisse lokale Aus-
sagen darstellen.

4. Anwendung. Die vorangegangene Existenzauss ageläBtsich zu einem neuen
Beweis des zweiten Teils des folgenden auf Z. Bers [4] und I. N. Vekua [6] zuriick-
gehenden Ähnlichkeitsprinzips nutzen :

(0 Jede Lösung der Differentialgleichung

(ll) wz: a(z)wtb(z)w (a, be rr1»1, 2 = p)

kann mit Hilfe einer geeigneten analytischen Funktion / durch

(12) * : fe'
dargestellt werden, wobei co eine beschränkte und Hölder-stetige Funktion ist, die
etwa durch

a (z) : : { {a feXet + e'il «, 4 + a 0 rcl - el']«, z)) d ( ctry,
D-

Q(z):: a(z)+bG)!9 @€D)w\z)
gegeben werden kann. Hieraus folgt

lw(z)l: lf (z)l (z(0D).

(ii) Zujeder in D analytischen Funktion f kann eine Lösung von (11) gefunden
werden, die zu / in einer Beziehung der Form (12) steht.

Während der erste Teil dieses Prinzips einfach zu beweisen ist, bereitet der
zweite Teil einige Miihe (vgl. [3]. § 17 und [10], 11.5). Verlangr man, da8 zu vor-
gegebener, in D analytischer Funktion f eine Lösung von (11) in der Form (12)
existiert, so muB o der nichtlinearen Differentialgleichung

(13) az: F(2, co), F(2, o) :: a(z)*b'JHexp [-2tIm a;]

gen[igen. Es gelten

lF(2, a)l = lrQ)i+lb(z)l (z(D, a(C),

lF(2, a)- F(2, ö)l : 2lb(z)l lsin Im (a-ö)l @€D; a, ö€C).

Fiir (13) ist das Randwert-Normproblem nach 2. in ,4 lösbar, wenn k>0 so gewählt
wird, daB

lo(z)l+c I(la(01+ bOr.ffi = * keD).
D
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Die Eindeutigkeit der Lösung kann unter der Bedingung

z, [brey#4=rI "'' lc-zl

gesichert werden. Da in diesem Fall $ ein kontrahierender Operator ist, kann der
Banachsche Fixpunktsatz angewandt und die Lösung iterativ bestimmt werden.

Ftir den zweiten Teil des Ähntichkeitsprinzips reicht der Existenznachweis.
Beschränkt man sich noch auf die homogene Randvorgabe

Re ola, : 0,

von (11)

= lf Q)l Q€ 0D),

ersten Teil des ÄhnHchkeitsprinzips angegeben
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