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DAS RANDWERT-NORMPROBLEM FUR
EIN FASTLINEARES ELLIPTISCHES
SYSTEM UND EINE ANWENDUNG?)

HEINRICH BEGEHR and ROBERT P. GILBERT

Herrn Professor R. Nevanlinna zum 80. Geburtstag gewidmet.

An die Ergebnisse von Bers [4] und Vekua [16] tiber lineare elliptische Differen-
tialgleichungssysteme erster Ordnung, in Hilbertscher Normalform gegeben durch

u,—v, = au-+bv+c

Uy +v, = ou+po+y
bzw. in komplexer Schreibweise als

w: = Aw+Bw+C,

haben sich viele Untersuchungen und Verallgemeinerungen (vgl. [S], [6], [7], [10],
[13]) angeschlossen. Die funktionentheoretischen Eigenschaften der Losungen sol-
cher Systeme sind bis hin zur Nevanlinnaschen Wertverteilungstheorie ([2], [4], [11],
[12], [16]) entwickelt und entspringen dem auf Bers und Vekua zuriickgehenden
Ahnlichkeitsprinzip.

Randwertprobleme fiir obige Systeme werden ausfiihrlich in [10], [16] und in
[17], [18], [19], behandelt. Wie in [10] und [17] fiir den linearen Fall werden in [3]
die Greenschen Funktionen erster und zweiter Art dazu benutzt, das Randwert-
Normproblem fiir die fastlineare Gleichung

©) ws = f(z, w)

zu 16sen. Hier werden wie in [3] Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen fiir dieses
Problem unter einer abgeschwichten Lipschitzbedingung fiir die Funktion f gemacht
und die Ergebnisse zu einem sehr einfachen Beweis der einen (komplizierteren)
Richtung des Ahnlichkeitsprinzips genutzt.

Mit anderen Methoden (Einbettungsmethode) ist (0) unter andersartigen Vor-

*) Diese Arbeit entstand, wéhrend sich der zweitgenannte Verfasser durch die Alexander
von Humboldt-Stiftung mit dem ,,Senior U.S. Scientist Award‘‘ ausgezeichnet im Jahre 1975 an der
Freien Universitdt Berlin aufhielt.
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aussetzungen (zweimalige stetige Differenzierbarkeit von f nach w und W) in [19]
behandelt worden. Neben den verallgemeinerten analytischen Funktionen sind die
approximativ analytischen Funktionen (vgl. [4], [15], [1]) Losungen von Differential-
gleichungen des Typs (0).

1. Vorbereitende Betrachtungen. Ist @ eine konforme Abbildung des einfach
zusammenhédngenden Gebictes D der komplexen Ebene C mit mehr als einem Rand-
punkt auf den Einheitskreis, so sind

20—-2(2)
27t 1-2()®(2)

G"(¢, 2) 1= —5log (B (O~ @) (1~ FOD()| (& =€D)

G'(( z) = (¢, zeD),

die Greenschen Funktionen erster und zweiter Art fiir D. Hat D einen glatten Rand
0D, so existiert eine Konstante c,

2 P'(2)C—2)]| _
o | MR Ay T et
so daf3
| _ 1 QO |__ ¢ o
GEC 2) = 5~ FO-00)| = 77 (¢ z€D; k =L 1I).

Mit Hilfe dieser Funktionen 148t sich das Randwert-Normproblem

@ we=f(zw), Rewlp=9, [Imw(©ddQ)|=2rC
unter den Voraussetzungen *
fiDXC ~C, f(-,w(-)EL,(D) (weC(D), D:=DuoD)
@€C(dD), CeR
in die Fredholmsche Integralgleichung
3 w(z) =—0(2)+(Bw)(2) (z€D),
0@ = [0Qd,6'-idd")¢, 2)=iC (zeD),

(Pw)(2) := 2 f {fC w©)IGL+GN(E, 2)+f (T wD)[GI—GFIC, 2)} dédn
(. =¢+in, zeD)

umwandeln (vgl. [10], 10.4) und eine Losung dieser Integralgleichung ist Losung
(eventuell im verallgemeinerten Sinn (vel. [16])) des Randwert-Normproblems.
Genligt f einer Bedingung der Form

4 [z w—f(z o) = (/g w-o0l) (26 D; w, 0€C)
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mit einer geeigneten, in D X[0, 4-<-) definierten, nichtnegative Funktion g und c
aus (1), so lassen sich aus Eigenschaften von g Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen
fir die Losung von (3) herleiten.

2. Existenz einer Losung., Die Funktion g in (4) sei in der zweiten Verdnder-
lichen stetig und in x=0 gleichgradig beziiglich z€D linksseitig stetig, g(z, 0)=0
in D und es existiere eine positive Konstante k, so daB

) g(z,x) =gz, k) (z€D,0=x=k)

und §

©) 0@ [ e/ 0 +¢C D} =k (z€D)
D

Da dann —0+°P eine stetige Abbildung der kompakten, konvexen Menge

A= {w :WEC(D), Max w(2)! = k. Re wlap = 0, M[Im Ww(O)ldd ()] = 2nC}

des Banachraumes C(D) in sich darstellt, gibt es nach dem Schauderschen Fix-
punktsatz in 4 eine Ldsung von (3).

3. Eindeutigkeit der Losung. Die Eindeutigkeit der Losung in 4 kann unter
folgenden Voraussetzungen gesichert werden: ‘

Q] g(z,00=0, g(z,x)=g(zy) (26D, 0=x=y).
. dédn _ A
®) D/g(C, 2W)m =k (D).

(9) Der auf der Menge der in D stetigen, reellen Funktionen durch
o~ . déd R
@)= [2l6x@) = (zeb)
D s 1
gegebene Operator J hat auf
C,:={x:xcC(D), 0= x(z) = k (z¢D)}
nur den Fixpunkt x=0.

Sind ndmlich w und w zwel Losungen der Integralgleichung (3) in 4, so folgt
mit (4)

w—w =3Jw—o

Wegen (7) bis (9) hat diese Ungleichung nur die Lésung |[w—w|=0. Eine Funk-
tion g, die den unter 2. und 3. gestellten Forderungen geniigt und die die Eindeutig-
keit der Losung in ganz C(D) ergibt, ist (Lipschitzbedingung!)

g(z, %) 1= go(2)x, 0=go(2) (z€D), g<cL,(D) (2<p),

(10) Ja0E% <1 ep
D i 1
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Gilt auBerdem noch f(z, 0)=0 in D, so ist mit den obigen Aussagen das Randwert-
Normproblem fiir approximativ analytische Funktionen gel6st.

Die in (6), (8), (10) enthaltenden Integralbedingungen sind bei gegebener Funk-
tion f fiir geniigend kleine Gebiete D erfiillbar, so daB3 die Ergebnisse lokale Aus-
sagen darstellen.

4. Anwendung. Die vorangegangene Existenzaussage 148t sich zu einem neuen
Beweis des zweiten Teils des folgenden auf L. Bers [4] und 1. N. Vekua [16] zuriick-
gehenden Ahnlichkeitsprinzips nutzen :

(1) Jede Losung der Differentialgleichung

(11) w;=a(z)w+b(2)% (a,beL,(D), 2 < p)
kann mit Hilfe einer geeigneten analytischen Funktion f durch

(12) w = fe”

dargestellt werden, wobei w eine beschrinkte und Holder-stetige Funktion ist, die
etwa durch

o(z):= [{2OIG+GHE 2) + 2O [Gt—GEIC, 2)} dédn,
D
w(2)

Q(2) :=a(2)+b(2) W)

(ze D)
gegeben werden kann. Hieraus folgt

w@)| = [f(2)] (z€aD).

(ii) Zu jeder in D analytischen Funktion f kann eine Losung von (11) gefunden
werden, die zu f in einer Bezichung der Form (12) steht.

Wihrend der erste Teil dieses Prinzips einfach zu beweisen ist, bereitet der
zweite Teil einige Mithe (vgl. [3], § 17 und [10], 11.5). Verlangt man, daB zu vor-
gegebener, in D analytischer Funktion f eine Ldsung von (11) in der Form (12)
existiert, so muB @ der nichtlinearen Differentialgleichung

iG]

(13) ws; = F(z,w), F(z,0):=a(2)+b(2) [E)

exp [—2iIm w]

geniigen. Es gelten
[F(z, 0)| = [a(2)]+b(2)] (26D, w€C),

[F(z, 0)—F(z, ®)| =2[b(2)||sinIm (w—®)| (z€D; o, ®<C).

Fiir (13) ist das Randwert-Normproblem nach 2. in 4 18sbar, wenn k=0 so gewihit
wird, daB
dédy

T =k (ED)

0@1+e [ (@ +po)

D
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Die Eindeutigkeit der Losung kann unter der Bedingung
2e [ -2 <1
P Tzl

gesichert werden. Da in diesem Fall ¢ ein kontrahierender Operator ist, kann der
Banachsche Fixpunktsatz angewandt und die Losung iterativ bestimmt werden.

Fiir den zweiten Teil des Ahnlichkeitsprinzips reicht der Existenznachweis.
Beschrankt man sich noch auf die homogene Randvorgabe

Re w|sp =0,
so gilt fiir die Losung w=fexp w von (11)
w(@)| = If(2)] (z€0D),

eine Bedingung wie sie auch im ersten Teil des Ahnlichkeitsprinzips angegeben
wurde.
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