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ZTJR KORREKTHEIT
ELLIPTISCHER FASTLINEARER

GEMISCHTER RANDWERTAUFGABEN IN R'

VEIKKO T. PURMONEN

Einleitung

In dieser Arbeit untersuchen wir, in einzufiihrendem Sinne, die Korrektheit
nichtlinearer gemischter Randwertaulgabe

t Au*.il(u):f in a
Lry"+ay@): si auf i-*,

wobei O ein glattes Gebiet des euklidischen Raumes R2 mit dem Rand I:f +urf-
ist. Unsere Aufgabe wird als fastlinear bezeichnet, weil ihre Nichttinearität gering ist.

Die allgemeine Aufgabenstellung fiihren wir in I aus (Aufgabe (F bd)). Die
Lösungsmethode beruht, insbesondere die Nichtlinearität betreffend, auf elliptischen
fastlinearen Abbildungen in (komplexen) Hilberträumen. Diese Abbildungen fiihren
wir zu Beginn von II ein. Sie sind Spezialf?ille der im Sinne von A. V. Babin [2]
quasilinearen Abbildungen in (reellen) Banachräumen; die Hilbertraum-Situation
bringt jedoch sowohl einige Vereinfachungen als auch weitere Zrjge mit. Wir stellen
ferner in II eine elliptische fastlineare Aufgabe in Hilberträumen (Aufgabe (g))
und untersuchen dann ihre Lösbarkeit von der Korrektheitsforderung ausgehend.

In III zeigen wir zuerst, daB die da genau zu formulierende gemischte Rand-
wertaufgabe (g bd) unter gewissen Voraussetzungen fastlinear und elliptisch ist.
Dann können wir Aufgabe (gbd) als eine Realisierung von Aufgabe (.4) lösen.
Am SchluB finden sich einige ergänzende Bemerkungen, enthaltend auch ein Beispiel
tiber die Nichtelliptizität quasilinearer, parametrisch elliptischer gemischter Rand-
wertaufgabe.
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I. Allgemeine Aufgabenstellung

L. Grundberiffe und Bezeichnungen

1.1. Fiir einen Multiindex p:(pr,...,pn)(N" setzen wir lpl::pr+...*P,,
ep i: CIL . .. <p" frir (:((r, . .. , (,) € R' und Dp :: D!,... DX" mit Do: - i 0l0x*.

1.2. Ein beschränktes Gebiet ocR' (n=_2) heiBt glatt, falls sein Rand /'
eine (n-l)-dimensionale c--Mannigfaltigkeit ist, d.h. eine c--Koordinaten-
iiberdeckung (einen Atlas) besitzt. Wir setzen voraus, daB der Rand l- glatt zer-

gelegt ist: Es gilt f :,1-+ul--u,l-o fiir offene (und zusammenhängende) l-* und

r- mit I *af -:0 derart, daB lo:f *n'F- eine (n-2)-dimensionale C-'
Mannigfaltigkeit ist.

Fiir alle s(R (s>0) fiihren wir die (komplexen) Sobolevräume ä"(O), ä"(i-)
und fI"(i-*) ein und bezeichnen ihre Skalarprodukte und entsprechenden Normen

mit (.1.)",o bzw. ll.ll",rr, usw.; speziel gilt .Ho(O):L'(Q). Der Spuroperator

(der Ordnung 0) sei mit yo bezeichnet. (Wegen der expliziten Deflnitionen siehe

man J. L. Lions-E. Magenes [9], Kap' l; vgl. auch [15].)

1.3. Eine Funktion heiBe glatt, falls sie eine C--Funktion oder eine Hölder-

funktion mit hinreichend groBem Exponent ist (vgl' [1], S. 9-12). Ist k€N, so

gilt ä"(o)c Co(A) f:irr s>k+n/2; deshalb kann man mit jedem u(H"(Q) die

Funktion 01,(u): Q-CG) mit den Komponenten D"u, lal=k, verkniipfen, wobei

(k)::Zvt=ol ist. Daher ist etwa ftir eine in AXC<k> definierte Funktion a der

Ausdruck a(x,0/u)) stets wohlerklärtftir u(H"(Q) mit s>k*n12.

1.4. Von nun an sel eln

fixiert. In diesem Fall besteht

den Rand f zerlegen.

glattes Gebiet O in Rz

die Menge fo:^F* n^F-

2. Aufgabe (g bd)

mit glatt zerlegtem Rand f
also aus zwei Punkten, die

2.1. Es sei
A : A(x, o) : 

,n,4r^ao(x)De

ein linearer Differentialoperator der Ordnung 2m mit m--1, definiert in O, und

fiir 7-0, ...,m*l seien

Bf - Bf (x,D) - bfr(*)!oDP

lineare Randoperatoren der Ordnungen m! mit 0=m!=2*-1, definiert auf .f*.
Vorausgesetzt sei, daB ar€C* (O) und bieec*(Fi gilt; wir können tatsächlich

auch bfncC-(l-) annehmen.

z_
lpl=mf



derma8en:

Aufgabe (fr bd). Gegeben seien Funktionen

f (. n'-Zm (r2)
und

g,f e Hs-*f -'t'(r *), i -
Untersucht ist die Lösbarkeit der Aufgabe

(Au+,il(u) -f in O(2.1) )
Iriu*sf (u)-sf auf r*,
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Weiter sei ,il ein nichtlinearer Differentialoperator der Ordnung 2m-l in
O und 0!, i:0,..., m-1, nichtlineare Randoperatoren der Ordnungen *!-l
auf ,l-* derart, daB die Beziehungen

und
M (u) - .il (x , D)(u) - o(* , 0r*-, (r))

sf (u) - gf (x, D)(u) - bf (*, To0^i-r(r))

(2.B. ftir u<H'z-(O)) mit wie oben glatten Funktionen a und år* gelten; hierbei
ist yo å._+ -, (a) natrirlicherweise definiert.

2,2. Die in dieser Arbeit zubetrachtende Aufgabe formulieren wir jetzt folgen-

0, ... , m-1.

,l : 0, "', m- 1

in folgendem Sinne:
(i) Aufgobe (2.1) soll filr eine ,,hinreichend umfangreiche" Menge '// der

Funktionen f und Sf latbo, in einer Menge 0tcH"(Q) sein;
(ii) Durch Einschrönkung auf eine Teilmenge uon Qt kann man die Eindqtig-

keit uon Lösungen der Aufgabe (2.1) gewinnen;
(ii, ,,Beliebig kleine" Änderungen in den Anfangsbedingungen sollen nur ,,beliebig

kleine" Änderungen in der Lösung uerursachen.

Mit anderen Worten, wir untersuchen die Korrektheit der Aufgabe (1.1) in dem
später durch Prtizisierung der Forderunsen (i)-(iii) zu definierenden Sinne.

Unser Begriff der Korrektheit läBt sich aus den allgemeinen Prinzipien der
Hadamardschen Korrektheit herleiten und ist mit dem Begriff der Tihonovschen
Korrektheit verwandt (man siehe J. Hadamard [5], §§ 15-27, M. M. Lavrentiev
[7], § 1, A. N. Tihonov-Y. K. Ivanov-M. M. Lavrent'ev [18]; vgl. auch F. John

[6], § 4.5, H. M. Lieberstein [8], Kap. 5).
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If. Eiliptische fastlineare Aufgaben in Hilberträumen

3. Yorbemerkungen

3.1. Fiir zwei (komplexe) Banachräume X und Y sei 9(X; I) der Banach-

raum der linearen Abbildungen X*Y.
Es sei L(9(X;Y). Illit rf (D bezeichnen wir den Kern, mit A@) die

Wertemenge des operators L; a(L):dim.f (L) sei die Dimension von llr@)
und B(I):codim fr(L) der Defekt von fr(L) in L Als Index von Z definiert

man dann die Zahl x(L)::u(L)-fi(L), sofern mindestens eine von den beiden

Zahlen q(Z) und f (l,) endlich ist (vgl. [4], S. 102).

3.2. Wir sagen, daB zwei separable (komplexe) Hilberträume ä und Ho

ein Raumpaar lH,Hl bilden, falls es eine kompakte Einbettung H*Ho gibt.

3.3. Sind .4t und ,[ zwei Teilräume eines Hilbertraumes ä, so bezeichnen

wir ihre orthogonale direkte Summe mit ,&@-{; fiir einen abgeschlossenen Teil-

raum ,[ gilt dann H:ff@,ffL, wobei -4rt das orthogonale Komplement von

$ ist.

4. Elliptische fastlineare Abbildungen

4.1. Es seien H, Ho und Ir separable Hilberträume, deren Skalarpodukte

mit (.1.), (.1.)o bzw. «.1.» undentsprechendeNormenmitll'll, ll'llo bzw.

lll .lll bezeichnet werden. Uber die Räume fI und äo setzen wir voraus, daB sie

ein Raumpaar bilden.
Wir setzen

Definition 4.1. Eine Abbildung

T: H T II

heifitfastlinear bezilglich des Raumpaars lH, Hof, falls T eine Abbildung der Gestalt

T(u): Lu* S(u), uCH,
so ist, da§ gilt:

t) L<9(H; It),
2) S: H-II genilgt der Lipschitzbedingung

(4.1) llls(a)-s(u)lll = c(llallo, llullo)llu-ullo, u,uQH'

Dabei haben wir die auch im folgenden oft vorkommende Bezeichnung

C(., ...) fiir eine nichtnegative Funktion reeller Veränderlichen mit der Eigen-

schaft benutzt, daB sie beschränkt in beschränkten Mengen bleibt'
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Definition 4.2. Eine beziiglich des Raumpaars lH, Hol fa*lineare Abbildung

T: L*S: H * II

hei,Bt elliptisch, fatls ihr linearer Teil L ein Fredholmoperator (Noetheroperator)
ist, d. h. falls gilt

a(L) <.*, p(L) -.*.
Bemerkung 4.3. a) fr(L) ist abgesctrlossen; ein Fredholmoperator in Ba-

nachräumen ist nåimlich normal lösbar (vgl. [4], S. 101-103).
b) 0Q): dima(L)t.

5. Elliptische fastlineare Aufgabe (9)

Eine beziiglich des Raumpaars lH,Hol fastlineare Abbildung T:H*II sei

elliptisch. Wir stellen dann

Auf gabe (F). Untersucht ist, fttr welche hCII die Gleichung

(5.1) T(u): 11

lösbar in H in folgendem Sinne der Korrektheit ist:
Gesucht ist eine derartige Schar der Paare uon Teilmengen uon II und H, dafi

filr sie Gleichung (5.1) korrekt ist, d.h. im gewöhnliclten Sinne lösbar wird und der
Forderung der stetigen Abhtingigkeit genftgt.

6. Vorbereitende Uberlegungen

Um die Lösbarkeit der Aufgabe (9) zu untersuchen und das Resultat explizit
zu formulieren gehen wir von einigen Hilfssätzen aus; die nötigen Beweise werden

in § 8 durchgeftihrt.

6.1. Wir bezeichnen d.en von einer Menge .{/ cH aufgespannten abgeschlosse-

nen Teilraum von H rnit l,$).
Fiir den Operator I setzen wir

us:: u(L), Bo:: p(L), xs:: x(L).

Es sei (eo)cll eine orthonormale Basis vort H, die man so wählen kann, daB

rf (L) : le1,lfto=r:: [{ro}i'=J

gilt. Die abgeschlossenen Teilräume -,1) und .r{-n werdenjetzt durch

.,fi:: leofft=, bzw. $-ni:rY;r : le*)f=,+r
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fiir alle or€N+ erklärt; insbesondere gilt also 4":r{(L). Die entsprechenden

Orthoprojektoren seien

Q*: H *ff, bzw. Q-*: Io-Qo: H *tf-n,

wobei 1o die identische Abbildung in ä ist.

Dann hat man

Lemma 6.1. a) ll0"ll : 1, llQ-"ll: l.
b) Es gibt eine positiue Funktion e(a) mit den Eigenschaften

Jim e(«) : 0

und
llQ -"ullo = e(a)llQ -,ull, r.t ( H.

6.2. Es gilt (man siehe J. Peetre [2])

Satz 6.2. Es seien E, F und G reflexioe Banachräume, und es gebe eine

kompalcte Einbettung E*F. Fi)r einen Operator g€g(E;G) sind die folgenden
Aussagen (i) und (ii) dann tiquiualent:

O Die Wertemenge fr(6) ist abgeschlossen in G und dim.4r(G) =*,
(ii) Es besteht die Ungleichung

Ilall, = C(ll€ulle+llull'), uCE,

mit einer positiuen Konstanten C.

Daraus ergibt sich

Lemma 6.3. Es existiert eine Konstante Co>O derart, doJ3

llull = C.llJarrlll, uc-.[-n,

mit jedem a>ao gilt.

Die Einschränkung des Operators Z auf -t-n, a.>-ao, besitzt also den inversen

Operator, der mit L-1, bezeichnet werde,

L-f,: LQf-") - fi-,.

Wir haben auch (vgl. [4], S. 104)

Lemma 6.4. Fi)r jedes a>ao ist L(rf-) ein abgeschlossener Teilraum uon

II mit dem Defekt a-xo, d. h.

dim L(lf-,)r : d'-xo.

Es sei P-,: II-L(,.t-) der Orthoprojektor von II auf L(.,f-,), so daB

llP-"ll:l ist'
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6.3. Fiir a€N* undfiirpositiveZablen r, r-, Q erklärenwirdieabgeschlosse-
nen Kugeln

B(r):: {ue nlful = r} c H,

Bo(r):: {"<ftlllull = r} c.,f,,
B-,(r-)= {u(rr-"lllull = ,-} c -,f-,,
x-,(s) :: {he L(.,|r) llllalll = o} c r,(,,tr-,1

und den Zylinder
Z_"(g):: E_,(Q)tL(N_,)r c I/.

Nun gilt

Satz 6.5. Gegeben seien r>0 und r->0. Dann gibt es a(r, r-)€Na so, da,8

filr jedes u>-u(r, r-) die Abbildung T die folgenden Eigenschaften hat:
(i) Filr alle w, zQB(r) und alle u,o(B-o(r*) besteht die Ungleichung

(6.1) llu-ull = C(r, r -)llw - zll+ClllP -"r(w *u)-P -"T(z+u)lll;
(ii) Die Einschränkung uon T auf die Menge w*B-,(r-),

T : w I B -.(r -) - T(w + B -*(r -)) c II,
ist ein Homöomorphismusfilr alle w(B(r);

(iir) Filr alle w(B(r) gilt

P - "(T 
(w) + Z-,(e)) c P -,7 (w * B-,(r-))

mit q=r-1129o1.

Folgerung 6.6. Filr gegebene Q=0 und r=0 existieren r-(q,r)>0 ynl
d(Q, r, r-)€N+ derart, dafi mit r-=r-(e, r), a>a(q, r, r-)

Z -,(d C P - oT (w + B - "(r -))fiir alle w€B(r) ist.

Bemerkung 6.7. Die Abbildung S: H*II genilge statt (4.1) der gleichmö,9i-
gen Lip s chit zb edingung

(6.2) llls(a)-s(u)lll = Cllu-ullo, u,ts(H.

Dann gibt es a'qN* so, dat|filr jedes a>a' gilt:
O Filr alle w,zQH und alle u,u(,[-o ist die Abschätzung

(6.3) llu-ull=C(llw-zll+lllP-,7(w*u)-P-"7(z+u)lll)
effillt;

(ii) Die Einschränkung uon T auf w*.tf-n,

T: w*N-n*T(w*N-o) C II,

ist ein Homöomorphismus filr alle w€H;
(iii) Fiir alle w€H ist

P - "T 
(w * -,{- ) : L(r{- 

").
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7. Lösung der Aufgabe (.4)

7,1. Zuerst leiten wir fiir die Existenz einer Lösung der Gleichung (5.1) eine

Bedingung her, die der bekannten Orthogonalitätsbedingung des linearen Falls

entspricht.
Es sei also h(II vorgegeben. Dann gilt h(Z-"(d mit geeignetem q, und

aus Folgerung 6.6 und Satz 6.5 ergibt sich, da8 die Gleichung

(7.1) P-"T(u): P-nh

eindeutig lösbar in der Menge w * B -"(r -) mit gegebenem w€B(r) ftir hinreichend

groBe r- und a ist. Daraus folgt

T(u)-h€L(rr-)',
so daB u€w*B-o(r-) eine Lösung der Gleichung

T(u):7
genau dann ist, wenn

(In- P)(r@)-h): s
gilt.

Die mit den gegebenen hCZ-,(e) und w(B(r) verkniipfte Lösung von (7.1)

werden wir mit u-n,*(h) bezeichnen. Somit besitzen die Gleichungen

(7.2) T(u):7, Qnu: w

eine Lösung uCB,(r)+B-o(r-), falls die Beziehung

J(r(u-,,*(h))-h) : 0
besteht, wobei

J: L(/r-)t + Qu-xs

ein isometrischer Isomorphismus ist.

Definieren wir nun eine Funktion

iD,: B,(r)xZ-,(Q) * c"-*o
durch

iD n(w, h) :: J (T (u -,, *(h)) - h),

so erhält die Bedingung ftir die Existenz der Lösung von (7.2) schlieBlich die Gestalt

iD,(w, h) : $.

7.2. Die Funktion @o wird charakterisiert durch

Lemma 7.1. Mit gegebenen q>0 und r=0 seien r-(p, r)>0 und

a(Q,r,r-)€N+ wie in Folgerung 6.6. Dann hat die Funktion

iD,: B,(r)XZ-"(p) + Qa-xn

fiir r-=-r-(Q, r) und d>a(Q, r, r-) folgende Eigenschaften:
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(r) Filr alle w,z(Bo(r) und alle h,g(Z-"(e) gilt

liL "(w, 
h) - ifr 

"(2, 
g)l = c (r, r -) (llw - zll + I I I 

å - g 
I I D ;

(iD Fiir jedes w(B,(r) und jedes F(Cn-"o bildet der Projektor P-n die

Nioeaumenge
?o,*(e):: {h(Z-"(s)l@,(w, h): p}

homöomorph auf die Menge

P-"(9*,-k)): r-'(s) c LQ'r-)
ab.

Bemerkung 7.2. Im Falle uon Bemerkung 6.7 läfrt sich die Funktion (0, in
./r"Xn filr alle u>u' erklären, und es gilt:

(i) Es besteht die Abschätzung

li»,(w, h) - iD,(r, s)l = c (llw - zll + I I I 
l, - gl 

I l)

filr alte w,z€Q und alle h,gCII;
(ii) Der Projektor P-n ist ein Homöomorphismus uon

9u, n :: {h €II liD,(w, h) : p)

auf LQlr-) filr jedes w(fi und jedes pqCn-"o.
Es sei /.(p)::90,*k) bzw. 9*::520,- geschrieben.

1.3. Wir geben jetzt die Lösung der Aufgabe (9), formdiert wie folgt:

Satz 7.3. Mit den Bezeichnungen oon Folgerung 6.6 gelte es r->r-(q, r) und
a=a(Q,r,r-) mit uorgegebenen Q=0 und r=0. Dann ist Aufgabe (9) korrekt
gestellt filr die Schar der Mengenpaare

9*cII , w*B-,(r-)cH, w(Bo(r),

d. i., filr die Gleichungen

(7.3) T(u): fi, Qou: w

mit gegebenen h(Z-,(d und w(Bn(r) gilt:

(r) Es gibt eine Lösung u€8,(r)+B-"(r-) filr (7.3) genau dann, wenn

iDn(w, h):Q is1'

(ii) Die Lösung u(B,(r)*B-n(r-) uon (7.3) ist eindeutig bestimmt;
(iit) Filr alle u,u(BnQ)*B-.(r-) gilt

llu - vll = C lllr (u) - T (t:)lll + C (r, r -) llQ 
"u - Q 

"oll 
.

Beweis. Behauptung (i) ergibt sich aus 7.1 und Behauptung (ii) aus Satz 6.5.

Sind z, u(8"(r)+B-o(r-), so hat man

u: Qou*Q-nu bzw. u: Q,u*Q_,u.
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Unter Benutzung von Satz 6.5 erhalten wir dann

llu _ oll = llQ"u _ Q"ull * llQ _ 
"u 

* Q _ 
"ull

= llQ 
"u - Q 

"oll 
+ c (r, r -) llQ 

"u - Q "oll
+ c lll P - "r 

(u) - P - "r 
(u)lll

= Clllr@)-T(r:)lll+ C(r, r -)l\Q"u -Q"ull.

Um (i) in Satz 7.3 anders zu gestalten frihren wir eine orthonormale Basis

QilcII im Raum II ein, und zwar so gewählt, daB

LQ4r-St : [nilft-=io
ist. Insbesondere gilt also

fr(t1t : L(tf-,,)L :lqolf"=r.
Hiernach haben wir

Satz 7.4. Die ,,uerallgemeinerte Orthogonalitätsbedingung" iL,(w, h):Q in 1;1

aon Satz 7.3 ist tiquiualent der Bedingung

((r @-,,*(h))l,rJ) : ((Uril), k : t, ..., &-xo.

Bemerkung 7.5. Im Falle uon Bemerkung6.T ist Aufgabe (3) korrekt ge-

stellt filr die Schar der Mengenpaare

9*c II, w*tf-oc H, w([,,
filr alle a>a'.

8. Beweise

8.1. Beweis uon Lemma6-1. Die erste Behauptung gilt bekanntlich.
Existiere jetzt eine Folge (u;)cä mit

llu;ll : l,

ui(ff-n, fiir ein diz i,
(8.1) lluillo=ä fiireinä>0, J:1,2,....
Dann besitzt die Folge (ui) eine Teilfolge (u), aie schwach gegen ein u(H kon-
vergiert. Speziell gilt also fiir jedes k€N+

]tg-(:uild: (ule*),

woraus man
(ul 

'*) 
: 0, k : 1,2, "' ,

schlieBt; deshalb strebt (r,;) schwach gegen 0 in H. Folglich konvergiert (uj)
gegen 0 in Ho, im Widerspruch zu (8.1).
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Bemerkung. Die Behauptung ergibt sich wie oben auch daraus, daB eine

(orthonormale) Basis eines Hilbertraumes zusammenschrumpfend (,,shrinking"; man

siehe [0], [7], S. 267-279) ist.

8.2. Beweis uon Satz 6.5 .

8.2.1. Bevor wir diesen Satz beweisen, ftihren wir einige Hilfsbetrachtungen

durch.
Ist a>cs, so können wirfiir w(H eine Abbildung

F-: Fo,.: ,,rtr|-r* lf-,
durch

F-(u) :: L-f, P-"(T (w +u) -T (w)), u€ tf- n,

deflnieren. Dann gilt
F-(u) -- u+K*(u),

wobei die Abbildung
K*: Kr,*: rf-o*rl'-,

durch
K.(u) :: L-r, P-,(S(w*u)-.S(w)), u( ff-o,

erklärt wird.
Wir haben jetzt

Lemma 8.1. Es seien r=0, r-=O und 0<ö<l gegeben. Dann existiert

a(ro r -, ö) €N* derart, dafi mit u>-a(r, r -, ö) die Ungleichungen

(8.2) llK*(u)-K-(u)ll = allu-ull
und
(8.3) llK,(u)ll = ällull,

wobei u und u in B-*(r-) liegen,filr alle w€B(r) bestehen.

Beweis. Mit a>46 hat man

K.(u) - K-(rs) : L -L P - "(S1w 
+ r'r; - S(w + u))

und folglich wegen 4.1 und Lemma 6.3

llK*(u) - K.(u)ll = C.ll Js(w +a) - §(w +o)lll

= C(r, r _)llu-ollo.

GemäB Lemma 6.1 gibt es a(r, r-, ä)€Na so, daB

e(u)C(r,r-)=ö

fiir alle a>a(r, r-, å) gilt. Somit erhält man

llK.(u) - K*(u)ll = ä llu - ull

fiir diese a, und analog

Ilr*(a)ll = Collls(w +u) - s(w + u)lll

= C(r, r-)llallo = ällull.
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Lemma 8.2. Filr gegebene r>O und r->0 gibt es a(r, r-)(N+ derart, da,B

mit a>a(r,r-) gilt:
(i) Die Einschränkung oon Fn auf B-,(r-) ist eine bijektiue Abbildung

F-: B -n(r -) * B -"(r -12)
filr jedes w(B(r);

(it) Filr alle w,z€B(r) und alle u,o(B-o(r-) ist

llu - ull = C (r, r - ) ll w - zll e * 2 ll F - (u) - F, (u)ll.

Beweis. A. Unter Anwendung von Lemma 8.1 wählen wir

a(r, r-): q,(r, r-, l12).

Die Injektivität der Abbildung f. ergibt sich jetzt aus der Abschätzung

llF _(u) - F_(u)ll < llu - oll + llK, (u) - r_ (u)ll

= (312)llu-ull.

Um die Surjektivität zu zeigen, sei x(.8-o(r-12) gegeben. Hat die Gleichung

x: F*(u): u*K*(u)

eine Lösung z(B-,(r-), so ist
u: x-K*(u),

d.h., u ist ein Fixpunkt der Abbildung

x-Kn: x+B-o(r-12) * x+B-"(r-12).

Fiir diese Abbildung gilt

il (x-r.) (a) - (x-r.) (u)ll = 0 l2)llu - ull,

so daB sie kontrahierend ist und folglich, in der Tat, einen Fixpunkt besitzt. AIso
existiert uoQx * B -o(r-) mit

oder 
(x-K*)(u): vo

x : uoiK*(us): Fn(ui.

B. Mit Hilfe von Lemma 8.1 erhält man

llu - ull = ll F*(u) - F*(u)ll + llK. (u) -r.(u)ll

= ll F*(u) - F-(a)ll + Q I 2) llu - ull,
woraus folgt

ll u - ull = 2ll F-(u) -r.(u)ll
< 2ll F.(u) - F,@)ll + 2llF*(u) - 4 (u)ll.

Da jetzt

llF *(u) - F 
"(u1 

11 
: 

| | 
z: l r-, (S1w + u) -,S(z + u)) - (S(14,) - s(z))) 

I I

= C(r, r-)llw-zllo
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ist, so haben wir
llu - ull = C (r, r -) ll w - zll o * 2 ll F * (u) - F 

"(u)ll.

Bemerkung 8.3. Geniigt die Abbildung ,S: H*II der gleichmäBigen Lip-
schitzbedingung

Ills(u)-s(u)lll = Cllu-ullo, u,u(H,

so existiert a'€N+ derart, daB mit a>a' gilt:
(D Frir jedes w(H ist

Fn: ,.'f-o * .t-o
eine bijektive Abbildung;

(ii) Es besteht die Ungleichung

llu-ull = Cllw- zllo-t2llF*(u)- F.(u)ll

ftir alle w, z(H und alle u, u(-il^-n.
Wie man analog zum Beweis von Lemma 8.1 einsehen kann, gibt es niimlich

d(ä)(N* so,daBdieAbschätzungen (8.2) und (8.3) ftir jedes a>a(ö) und ftir alle
w€ä und alle u,u(Jr-, gelten. Setzt man nun d':: a(112), so erhält man die
Behauptungen wie diejenigen von Lemma 8.2.

8.2.2. Wir kommen jetzt zum Beweis von Satz 6.5.

A. Es sei a(r, /-)€N+ wie in Lemma 8.2. Mit a>-u(r, r-) gilt also

ll a - ull = C (r, r-) ll w - zll e * 2 ll F*(u) - F,(u)ll.

Wegen der Identität

F.(u\ - F,(u) : L--L P -,(r 1w + u1 - r Q + o))

-L--LP -,L(w - z)- L-!P-,(s1w;-S1z)
folgt daraus

llu - oll = C (r, r _) llw - zll + cs cfl w ll., ll zll o) ll w - zll o

+2colllP -"T(w*u)- P -,7(z+u)lll

= c (r, r -) llw - zll + c lllP - "T 
(w * u) - P -,7(z + u)l 

| | .

B. Die Behauptung (ii) ergibt sich aus den Ungleichungen

llu-oll = ClllT(u)-7(o)lll = C(r, r_)llu-ull,

die aufgrund von (i) und Definition4.l fiir alle u,uCw*B-,(r-) bestehen.
C. Wir wollen nun Behauptung (iii) beweisen. M.it h(P_,(Z_,(d):»_"k)

hat man dann wegen Lemma 6.3

llL-Lhll = c.llll,lll =- CoQ = r-12

frir q=r-/(2Co), und somit
L_lh( B-,(r -12).
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Nach Lemma 8.2 existiert deshalb UQB-"(r-) mit

L -L,h 
: L -! P - "(T 

(w+ u) - f (w)).
Folglich ist

hQ P -.(T(w * B-,(r -))-r(w)).
Es gilt also

p 
- "(z - "(d) 

c r - *(r (w + B - "(r -)) - T (w))
und damit auch

P -.(T (w) + Z-,(e)) c P -"7 (w -f B -,(, -)).
8.3. Beweis oon Folgerung 6.6. Es sei w€B(r). Fiir r- >0 hat man dann

nach Satz 6.5
P - "(T 

(w) + Z-,(e')) c P -,7 (w *a-, (r-))

fijr q'=v-1(2Co) und a>u(r,r-). Nun gilt

Z-"(d c T(w)*Z-,(q')

fiir hinreichend groBes Q', oder genauer gesagt, frir q'>q*lllP-"f(w)]ll, wobei

lllr-,7(w)lll = (llzll + c(r)) lllvll + llls(0)lll

ist. Also, wenn man jetzt

r _(Q, r) = 2co(e + fl Lll + C (r)) r +llls(o)ll l)

wählt, so erhält man
P - "(Z - "(p)) 

C P - oT (w + B -,(r -))

fiir alle r --r -(q, r) und alle a>u(g, r, r -).
Beweis uon Bemerkung 6.7. Wählen wir a'€N+ gemäB Bemerkung8.3,soer-

geben sich die Behauptungen aus Bemerkung 8.3 in der dem Beweis von Satz 6.5

in 8.2.2 ähnlichen Weise.

8.4. Beweis aon Lemma 7.1.

A. Zuerst erhält man

lifr,(w, h)-Q,(2, g)l : lt(rg-,,,(h))-h)- J(r@-,,,.u,»- s)l

= lllr (u - ", 
*(h)) -r (u -,,, fg)l I I + Illa - gl ll .

Schreibt man jetzt
u-,,.(h) : w*tt, u€B-*(r-),

u-,,"(g) : Z*ut u(B-,(r-),
so gilt

P-,7(wfu): P-nh,

P -,T(z*u) : P-ng,
und damit nach Satz 6.5

ll" -,rll = c (r, r-) ll w - zll + c lllP -.h - P - " slll.
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Daraus folgt

liDn(w,h)-iD,(2, dl = llll,-glll +lllL(w- z)+ L(u-u)lll+llls(w+a)-s(z+u)lll

= llll, - glll + llzll (llw-zll + llu -ull)
* C (r, r _) (llw - zll o+ ll z - ull o)

= lllå - glll * C (r, r -)llw - zll * C(r, r -)llu - ull

= c (r, r _)|lw _ zll+ llla _ sllD.

B. Aus Satz 6.5 ergibt sich, daB die Einschränkung von P -o auf T(w + B -"(r -))
ein Homöomorphismus ist. Wie man leicht einsieht, gilt

g*k) c. T(w + B -o(r-)).
von P -o auf 1@) un(d folglich auch auf 1,*k)

man

1,*(q) - g*(q)-J-rtt

@o(w,h+S)

frir g e LQf-o)t . Hieraus folgt auch

P-,(zr,*@)): r-,(s).

Beweis uon Bemerkung 7.2. Die Behauptungen lassen sich aus Bemerkung 6.7
und aus 7.1 analog zum vorigen Beweis von Lemma7.1 schlieBen.

III. Elliptische fastlineare gemischte Randwertaufgaben

9. Elliptische lineare gemischte R.andwertaufgaben

Daher ist die Einschränkung
ein Homöomorphismus, weil

hat. Es gilt nämlich

(e.t)

9.1. Der lineare Teil der Aufgabe (g bd) bildet eine lineare gemischte Rand-
aufgabe, und zwar die Aufgabe

1Au: ) ao(x)Dpu:f
J lPl=zn
I
lBfu : 2 _bfi(x)toDlu : gi, j :0,...,ffi-1.

tpl=^f

Wir bezeichnen die den Hauptteilen der Operatoren ,4 und ,Brt entsprechen-
(charakteristischen) Polynome mit Ao(x, O und nfr@,0, also gilt fiir (€R2

Ar(x,O: Z ao@)?,
lPl:2m

Bio@, O: Z bi,(x)(,.
lpt=^f

wert

den
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Die Eigenschaflen ,,A echt elliptisch" und ,,Randoperatoren tiberdecken A",
mit denen die Randwertaufgabe bei stetigen Randbedingungen elliptisch heiBt, defi-

niert man wie folgt:
(I) Der Operator ,4 heiBt echt elliptisch, falls es gilt:

O Das Polynom Ao(x, E) gentigt der Beziehung

Ar(x, O * o

ftir alle €*0 aus R2 und alle x(A;
(ii) Gegeben seien x(§ und zwei linear unabhängige Vektoren F,v€Rz.

Dann besitzt das Polynom Ao(x,l.r*zv) der komplexen Variablen z genau m
Nullstellen z{,...,2} mit Imz[=0.

(ID Das System {,Arn} tiberdeckt den Operator I auf f *, falls es gilt:
Gegeben seien x(,Fn und zweiVektoren p,vQ.Rz, pll tangentialund vlO

normal zu -I' im Punkt x. Dann sind die Polynome

Bfi(x, lt* zv), .l : 0, ... , ffi-1,

der komplexen Variablen z linear unabhängig modulo des Polynoms

r[,Q - 't (x; r', u)) ,

wobei zo+(x) F,v), k:1,...,m, die Nullstellen von Ar(x, tt*zv) mit positivem

Imaginärteil sind.

9.2. Es bezeichne I1"(O):7"1A;m,m!) den durch

I/'(O) :: Hs-zn (Q)x II. n"-^f-rlr(i-t)

erklärten Hilbertraum mit dem Skalarprodukt «.l.))",o und der entsprechenden

Norm lll .lll",e,

lllåll13,, :: ll,f ll3-a,, o* å,lls;*ll3-.,' -uz,r r, h : U, si)eil"(o).
Setzen wir weiter

L"tt :: (Au, Bf u), u(H"(Q),

so erhalten wir einen linearen Operator

L" : L"(D) C g (H" (A) ; I/"(O)).

9.3. Es sei so:: max pf +112, wobei prt die ,,normale" Ordnung des Opera-

tors -Brt bezeichnet. Dann gilt (man siehe J. Peetre [3])
Satz 9.1. Die Bedingungen (I) und (II) seien erfilllt. Dann existieren reelle

Zahlen o1,...,o, (l=2m) derart, da§ die Koerzititsitätsungleichung

llall",o = C(lllz"ulll","allull"-r,o), u( H"(Q),

filr alle s>so mit sToomod I (k:1,...,1) besteht.
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9.4. Eine reelle Zabl s heiBe zulässig, falls sie den Bedingungen in Satz9.l
gentigt, d. h., falls s=so und slol,modl (k:1,...,1) gilt.

Aufgrund der Sätze 6.2 und 9.1 erhalten wir

Satz 9.2. Es seien die Voraussetzungen uon Satz 9.1 erfillt und s€R zultissig.

Filr den Operator
L" : H" (Q) * II" (O)

gilt dann:
(i) a(L'): dim.'[(L") < -;
(iD fr(L") ist abgeschlossen in II"(Q).
Ferner gilt (man siehe J. Peetre [14])

Satz 9.3. Unter den Voraussetzungen uon Satz 9.1 hat Q(L,) fiir zulässiges

s einen endlichen Defekt,
fr(L") : codim fr(L") = *.

Bemerkt sei, daB dies Ergebnis nicht im Falle n=2 gilt.

10. Die Fastlinearität des Operators 7" : T"(D)

10.1. Um die Gleichungen (2.1) im Rahmen von II zu betrachten, definieren

wir die Abbildung
T": T"(D) : ä"(o) * 17"(o)

durch
((u) :: Z,u*^S"(a), u(H'(Q),

wobei
s" : s"(D) : ä"(o) * rr"(o)

die durch
S"(u) :: (g(u), oaf (u)), u(H"(Q),

erklärte Abbildung ist. Hierbei sei angenommen, daB s >2m ist.

10.2. Zuerst haben wir

Lemma 10.1. Die Hilberträume H"(Q) und H"-L(Q) bilden ein Raumpaar

[ä"(o), F1"-'(O».
Es gilt nämlich (vgl. [9], S. 99)

Satz 10.2. Der Hilbertraum H" (Q) ist separabel, und die Einbettung H" (Q)-
H"-"(Q) ist kompaktfilr jedes e>0.

10.3. Nun beweisen wir

Satz 10.3. Die Abbildung

T": T"(D) : I1"(o) * II"(o)

istfastlinear bezilglich des Raumpaars lH"(Q),ä'-'(O)l filr s>2m!1.
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10.3.1. Im Beweis benötigen wir einen Hilfssatz, den wir zunächst formulieren.
Essei &€N*. Diesobolevräume H"(Q; Ck) und H"(f ;Ct) von Ct-wertigen,

in Q bzw. auf l- erklärten Funktionen lassen sich ähnlich wie die Räume H"(Q):
:H"(Q;C) bzw. Hs(f):I{s(7;91 definieren. Wir bezeichnen die Norm von
H"(Q;Ct) mit II.ll,,o,*,

(l0.l) llull3,o,r ,: 5 W,l?,o, (J : (ur, ..., uo)E H"(Q; Ck),
i:1

und die Norm von H"(l;C&) mit ll.ll"...n,

(10.2) llull3,r,r ,: i ilr,llj;,r, (J : (u,,, ...,u*)( H"(r; Ck).

Wir lassen A aus Indizes l, *or.., weg, wenn dies keine Unklarheit verursacht.
Es gilt jetzt

Lemma 10.4. Es seien

a:QxCk*C
und

b:fXCk*C
glatte Funktionen, wobei k€N+ ist. Dann hat mqn:

a) Ist s>1, so gilt

ll a (x, U) - a (x, V )ll 
", 

a = C(ll U ll 
", 

o, k, llV ll 
". 

o i llU - V ll,, o, r

filr alle u, V ( H"(Q; Ck).

b) Isr s=112, so gilt

llb (x, U ) - b (x, V )ll 
", 
r = C(ll U ll 

", 
r, r,, llV ll,, r, r) llU - V ll 

". 
r, r

fi)r alle U, V < H" (l; Ck) .

Der Beweis des Lemmas benutzt die Banachalgebra-Eigenschaft des Raumes
H" (Q), s=1, bzw. H' (f), s=1f2, sowie den ZusammenhangderSobolevnormen
und der Besovnormen. (Wegen des Beweises siehe man Babin [2], S. 446-450, und
vergleiche auch Adams [], S. 208-214, 223-225, Lions-Magenes [9], S. 52,

Nikol'skii [l], S. 159-162; das Resultat auf l- erhält man durch Lokalisierung,
vgl. [1s].)

10.3.2. Beweis uon Satz 10.3. Wegen

L"€g(H"(Q); il',(O))

genrigt es zu zeigen, daB die Ungleichung

(10.3) llls"(u)-s"(u)lll","=C(llzll"-r,o,llull"-r,Jlla-ull"-r,o

fiir alle u, o ( H" (Q) besteht.
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Aus Definitionen folgt zuerst

(10.4) llls"(r)-s"(r)lll3,o : lla(x, 0,^-{u))- a(x, 0,^-r(u))ll3-,-,o

+ 2 llt f (*, y o 0 
^ i - r@)) - b i (*, y o 0 - f-, (u)) 

| l3-.,. - tt z, r t.t,i
Aufgrund von Lemma 10.4 erhält man hier

1, :: lla (x, 0 2^ _ r(u)) - a (x, 0 2* _ r(u)) | | 
" 
- r,, n

= C(ll0r*-r(r)ll"-r-,o,llår.-r(u)ll"- r-,o)ll0r^-r(u)-\r*-r(u)ll"-2,,o,
wobei wegen (10.1) beispielweise

ll år- -, (u) ll 3- r^,, :, 
r,1* _ rll 

D' ull? - r-. a = c llull? - r. a

gilt (vgl. [9], S. 44). Folglich ist

I" < C (llull 
" -r,o, ll ull"-r, o) ll u - ull"-r, o.

Im zweiten Glied der rechten Seite von (10.4) erhält man mit Hilfe von Lemma 10.4

entsprechend (vgl. auch [5])

rb = llbt(*,yol*f -,(u))-bf (*, yol-f -r(u))ll"-.-t-y,,11

= I I 
brt (*, y o 0 *! - r(")) - bt (*, y o 0 *f-, (r))l l"-.,* - vr,.

= c (lW o 0 *;- t (u) ll 
" 
-.,* - L t z, r ; lly o 0 -f - r(u)ll 

" 
-.r+ - 17r,.)

X 1176 å.r+ - r(r) - y o 0*,+ -. (u)ll"-.rt -u2, r.
Hierbei gilt nach (10.2) und Spurtheoremen (vgl. [9), S. 4l-42)

llvo0.i-r(u)ll3-.r* -r1z,r 
: Z llvoDo ull?--f -rtr,,

lol=m; -r

=C Z llDoull?_^f,a
lPl=^f -r

= Cllull3-,,o.
Man hat also

Iu = C (llull 
" 

-r, o, ll ull,- r, r,) Il a - ull 
" 
- r, o,

was den Beweis von (10.3) und dann auch den Beweis des Satzes vollendet.
Bemerkt sei, daB wir oben die Glattheit von år+ beziiglich x auf .l- benutz-

ten, und zwar im ersten Schritt der Abschätntng von 1r. Setzt man dies jedoch
nur auf f* woraus, so muB man die Sobolevräume H"(la;Ct) einfrihren und
eine der letzteren Ungleichung von Lemma 10.4 entsprechende Abschätzung nach-
weisen (am einfachsten mit Hilfe der genannten Ungleichung; vel. [5]).

Bemerkung 10.5. Man nehme an, da/3 die den Operatoren il und 0! zu-
gehörigen Funktionen gleichmäl|ig den Abschätzungen uon Lemma 10.4 gentrgen (wie
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ist der Fall, wenn

lo(x, zt)-a(x, zr)l= Clrr-zrl,

lbf (* , zr) - bf (x , zr)l = C lr,,- zrl

gilt). Dann besteht die Ungleichung

llls, (u) -Å(u)l ll,,.e s Cllu- ulls-1, o :

und Satz 10.3 gilt "filr alle s>Zm.

11. Elliptische fasflineare gemischte Randwertaufgabe (Fbd)

11.1. Wir werden nun Aufgabe (fr) auf das Lösen der Aufgabe (g bd) anwen-
den. Zu diesem Zweck nehmen wir als die zugrundeliegenden Hilberträume 11,

Ilo und Z die Sobolevräume H"(Q), H"-'(Q) bzw. II"(Q) an, undbenutzen
hiernach auch Bezeichnungen von II sachgemäB modifiziert.

Speziell sei also (ee)c.F/"(O) eine orthonormale Basis von fI"(O) mit

,rG) : [eÅft"=,.

und (40)cI1"(Q), qu:(Eo,rl,fi), eine orthonormale Basis von II"(O) mit

L(.rY'-,,)t : ?loffzr, §": d"-x"

wobei or":a(L,), §":§(2") und x":x(r") ist.

11.2. Als Zusammenfassung der Ergebnisse von §§ 9 und l0 haben wir zuerst

Satz 11.1. Sinddie Bedingungen (I) und (ff) erfillltundist s>2m*l zulässig,

so ist der Operator
T,: T,(D): H"(Q) *2"(O)

eine elliptische fastlineare Abbildung bezt)glich des Raumpaars lH"(Q),1{"-t(P)].

Wir können also Aufgabe (fr) anwenden und erhalten dadurch die folgende

Lösung fiir Aufgabe (F bd):

Satz 11.2. Die Bedingungen (I) und (II) seien effillt und die reelle Zahl
s>2m*l sei zuldssig. Weiter seien g>0 und r=0 gegeben-

Dann existieren r-(g, r)=0 und u(q, r, r-)(N + derart, dar$filr r->r-(q, r)
und u>a(p, r, r-) gilt:

Aufgabe (gbd) ist korrekt gestellt filr die Schar der Mengenpaare

9-(p) c I1"(O), w*B-,(r-) c ä"(O), wCB"(r) c ä"(O),
mit

9.(d: {hcz-,(q)lo,(w, h) :91,'
dies bedeutet:
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Die Aufgabe

(1 1.1) I T,(u) - h

le,r: w

I Ts(u) - h

t(, lr*),:1r, k- 1,...,a

mit gegebenm h€Z-"(d und w€B,(r) genilgt den Åussagen:

(r) Åufgabe (11.1) besitzt eine Lösung u€8,(r)*B-n(r-) genau dutn, wmn
i[o(w, h):Q is1;

(ir) Die Lösung u€8,(r)*B-,(r-) der Aufgabe (11.1) ist eindeutigbestimmt;
(iii) Es besteht die Ungleichung

ll u - u ll 
", 

o = C lllr,@) - 2l (u)l 
| 1", e + C (r, r -) llQ nu 

* Q noll 
", 

a

fiir alle u, u( Bn(r) * B -"(r -);
oder mit Hilfe der orthonormalen Basen ausgedrilckt:

Filr die Aufgabe

(1 1.1')

mit gegebenen h€Z-"(d und l:()q,...,).)€Cn, lll=r, gilt:
(i') Es gibt eine Lösung u(8"(r)*B-,(r-) fiir (11.1') genau dann, wmn die

Beziehungen
((7"1u -,,, -, *(/r)) I r*))"," : ((1, I zJ),,o, k : l, ..., a - x",

erfilllt sind;
(ii') Die Lösung u(8,(r)*B-,(r-) r:on (11.1') ist eindeutig bestimmt;

(iif) Filr alle u,uQBo(r)*B-"(r-) gilt

ll u - oll 
", 

o = C 
| | lzi (u) - 7i (u)lll",'? + C (r, r -)11 - pl

mit ),:JQnu und p:JQno.

Aufgrund der Bemerkungen 7.5 und 10.5 erhalten wir noch

Bemerkung 11.3. ll'enn die Bedingungen (I) und (II) effillt sindund s>2m
zulässig ist, so ist Aufgabe (gbd) im Falle uon Bemerkung 10.5 korrekt gestelltfilr
die Schar der Mengenpaare

9* c II"(A), w*Jr-oc H"(Q), w€4,
fi)r alle a,>-d', wobei d,'€N + nach Bemerkung 6.7 gewählt l'st. (Beispiele ftir diese

Situation kann man mit Hilfe der Beispiele von Peetre U3], S. 349, und Babin [2],
S. 441-442, konstruieren.)

12. Ergänzentle Bemerkung

Die natiirliche Frage nach Verallgemeinerungen sei noch kurz behandelt werden.

12.1. Der Fall ,,Hs'p(d)\". Anstatt der oben zugrundegelegten Räume

H"(g):H*2191 und Z'(o):2"'2192; seien die Sobolevschen Banachräume
g*e(Q) und II''P(O) betrachtet. Dann gelten den in § 9 erreichten entsprechende
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Ergebnisse fiir zulässige s>2m mit slllp,2lpmodl frjrr p*2 (man siehe
E. Shamir [16]).

Ist ein solches s eine ganze Zahl, so lassen sich die vorigen Resultate ohne
wesentliche Schwierigkeiten ftir die Räume H", (Q) und Z",P(O) verallgemeinern.
Der Raum H'p(Q) besitzt näimlich dann eine (Schaudersche) Basis (vgl. [3]), und
ist kompakt in ä"-l'P(O) eingebettet (vgl. [1], S. 144). Infolge der Tatsache, daB
eine Basis reflexiven Banachraumes zusammenschrumpfend ist (vgl. [10], [17],
S. 278-279), bilden die Räume H",o(Q) und I1'-1'P(O) also ein zulässiges
Raumpaar im Sinne von Babin [2] (vgl. 8.1).

Versucht man diese, als natiirlich scheinende, Behandlungsweise auf den Fall
s(N anzuwenden, so stöBt man jedoch auf zwei, soweit der Verfasser weiB, noch
ungelöste Fragen, und zwar, erstens auf die Frage nach der Kompaktheit der
gs'r(O)-Einbettungen (vgl. jedoch Shamir [6]) und zweitens auf diejenige nach der
Existenz einer Basis im Raum H'p (Q).

12.2. Der Fall ,,Quasilinear". Die im Sinne von Babin [2] quasilinearen, ge-

mischten Randwertaufgaben mit parametrisch Fredholmschem Operator sind (im
allgemeinen) nicht elliptisch.

Als Beispiel betrachten wir ftir s>2 die Abbildung

T 
" 

: H' (R2*) * n' (Rl ) : ä" -, (R'* ) X Ii's - 3/2 (R +) X F/" - 8/2(R 
- ),

T,(u):: (,1u, B+(u)u, B-u),

wobei I der Operator
A:: D?*DZ

ist und die Randoperatoren B+ und -B- durch

bei festem u €. H' (R'*) ,

bzw. durch

t\- dö t: Io6
y, y drei Yektoren in R', und zwar sei

B*(r): - cos (+Uloull s-Btz,o.) yr*

Fsin (+Uroull,- Btz,R.) ,, *

erklärt sind; hierbei bezeichnen F ,

t,*?å,i), v:(fr'#)' ? - (0, l).

quasilinear beztiglich des

gilt nämlich die Lipschitz-

u, u, w €. ä'(R1),

Nun ist die Abbildung T, im Sinne von Babin l2l
Raumpaars [ä'(R'*) , H'-'(R'*)] (vgl. Definition 4.1). Es

bedingung

ll(r*(u) - B*(r))rll,-B/p,R+ s Cllu-wll,-r,Ri ll ull,,E2* ,
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(sogar mit einer von u und w unabhängigen Konstanten C) woraus die Quasi-
linearität von I sich folgern läBt.

Die Abbildung T" ist jedoch nicht elliptisch beziiglich des Raumpaars

[ä"(R'*), ä"-'(R'*». In der Tat, bei festgelegtem u€ä"(Rl) findet man (vgl.

Peetre [3]), daB s>2 mit

I 
- 

I 
,, ,,,r^ ,Ilt =? 2ttIUulls-3/2'R* 

modI

ein exzeptioneller Wert, d. h. nicht zulässig ist.
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