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EINE BEMERKUNIG
UBER QUASIETLIPTISCHE TINEARE

D IFFERENITIAL O PERAT O REN

VEIKKO T. PT,JRMONEN

Neulich haben V. G. MazJa und I. V. Gel'man [5] als eine Folgerung ihrer
tibrigen Resultate notwendige und hinreichende Bedingungen ftir die Abschätzung

ll Ä (D) a ll' = C (ll P (D) ull'z + 2 ly oQ i @) ullr - t i - q"t ), a € Co- [Ri ],

gewonnen, wobei P(D) einen quasielliptischen Operator und R(D) einen Opera-
tor, der nicht stärker als P(D) ist, sowie Qi@) Randoperatoren bezeichnen.

Das Ziel dieser Note ist, einen direkten Beweis fiir dieses Ergebnis unter Be-
nutzung der Methoden von Schechter [6], [7] geben, mit denen auch Matsuzawa
4l ein ähnliches Resultat fiir die Hinlänglichkeit in einem Spezialfall erhalten hat.

l. Problemstellung

1.1. Fiir zwei Punkte !:(!r,...,!,) und 4:(qr...,q) des euklidischen
Raumes R' setzen wir (y,rl):yrqr+...*!,4,, und es sei Ri:{y(R'lyr=O},
Ei:{yen'l%=0}. Im weiteren ist zweckmäBig 7:(x, t):(xr, ...;xn-tt r) und
tt:(t,€):(€r,...,(n-r,O zu schreiben. Mit Hilfe der Fouriertransformationen
9* in. R'-1 und 4 in R werden fiir eine geeignete Funktion u von y die
partiellen Fouriertransformierten durch

bzw.
(4u)(C, t) : Tcn-, I ,-i('' E)u(x, t) dx

(%u)(x,0 : n, t e-fte u(x, t) itt

definiert (vgl. [3], S.24), wobei no:(2n)-ot', k:1,2,... , ist.
Mit C,-[fii] bezeichnen wir die Menge der Einschränkungen von Co-(R)-

Funktionen auf f,|. Die Restriktion you von z(Co-[Ei] auf R'-1 wird durch
(t su)(x) : v?c. 0) erklärt.

1.2. Es seien ganze Zahlen ffix>|, k:1, ...,n, festgelegt, und sei

/:Dax {moll=k=n} sowie g*:Ulmr, k:1,...,n, und q:(q',qo):
:(4t, ..' , Qo-t, 8n),

koskenoj
Typewritten text
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Eine in R\{0} definierte Funktion h:q:(4,O-h((,0 nenntman q-homo-
gen vom Grad s(R und schreibt degoh:s, falls fiir alle t>0

h(te41 : hQe' 1, fl"o : t'hG, a : f h(q)
gilt, wobei

94 : (te' (, fl.A : (tor(r, ..., f"-t(,-r, f.o
geschrieben ist; analog definiert man fiir eine Funktion g:(*g(O die 4'-11o-o-
genität vom Grad s(R, degog:s.

Ferner setzen wir
/ a-r rUP

(6): [2 l<-l'.J , c€r.,-',

und erklären in Co-(R'-l) ein Funktional 1.1", s>0, durch

l"l? : { (0'"1(4u)(01' d(, z€co-(R'-1).

Die Norm des Raumes Lz(N+) wird mit ll .ll bezeichnet.

1.3. Wir betrachten einen partiellen Differentialoperator

P(D): P(D*,D): ) arDe : ) arDllDl"

mit konstanten Koeffizienten ao(Ci hierbei ist p ein Multiindex p:(p',ro1-
:(Pr, ...,Pn-r,Po)(N" und Dp:D!'D!":Dlt...[0"-tpo" mit D:(D,, D):
:(Dr, ..., Dn-L, Do), D*: -i 0l0y*. Das entsprechende Polynom hat die Gestalt

pQD : p(t,0 : Z aoy, : ) ao{'(e",

wobei 4e-(e'(efr:(11...(X\1ry" ist; die Ordnung des operators P(D) stimmt
also mit dem Grad ord P(4) von P(4) iiberein.

Wir setzen voraus:
a) P(<,O ist ein q-homogenes Polynom mit degnP:p.
b) P((,0 ist quasielliptisch vom bestimmten Typ K+>l:
(i) es gilt PG,O+0 fiir ((,Oen\{O} oder äquivalenterweise (vgl. [3],

s. 103)

lp(C,0 = co«()u+l|,r, ((, 0€R,,

mit einer Konstanten Co-D;
(ii) fiiralle (61'-t\{0} besitztdieGleichung P(4,2):0 genau K+ Lösun-

gen z:((e) mit positivem Imaginärteil Im((O>O.
För 6€R'-1\{0} seien die verschiedenen Nullstellen des Polynoms P(e,z)

mit ("(O und die zugehörigen Ordnungen mit k,(4) bezeichnet. Dann stellen wir

Bedingung (§. Filr a*B gilt

c,G) * hG), ((R',-\o),
d. h. die Ordnung k"(O hängt nicht uon ( ab.
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Man kann nun annehmen, daB mit gewissen Zahlen l=)j<^ fiir die Index-

mengen
I : {1, ...,1), tl+ : {1, ...,1*\, z{- : z1\21+

die Darstellung
PG,A:,II (C-QG)Y"

besteht (dies bedeutet keine wesentliche Beschränkung, YEl. P), S.239) und die

Beziehungen
Im (,(O > 0 f:ur a€A+

und
Im (,(O = 0 fij;r a€A-

gelten. Frir das durch

P*(t, O : ,!1,«-("(€))o"

erklärte Polynom P*(€,O ist dann die (-Ordnung ord,P*((,O:h*...*
lkx*:K+.

Es sei jetzt R((,O ein q-homogenes Polynom mit degoft:p und M((,o
(mit 1 als Hauptkoeffizient von () der gröBte gemeinsame Teiler der Polynome

P*(€,O und R((,0. Wirschreiben

P'*G,0: P*(€,)|MG,C)
und stellen

Bedingung (B). Der Grad uon P'a(40 in ( ist positiu und bleibt konstant

,fzr ((R'-'\{0}.
Demzufolge können wir voraussetzen, daB eine Zahl 1' , I < 1' < )'+ , so existiert,

da6 mit i':{1,..., }")
P;(C,O:.II (?Q«))u

gilt, wobei %n=k, und z1* ..-l%t:%:ordtP'*((,()=t ist.

Noch sei %,:k, för a€21\21' und Qo: {0, ..., %n- 1} fiir uQl gesetzt.

1.4. Das Ergebnis von V. G. MazJa und I. V. Gel'man, dem wir hier einen

direkten Beweis geben wollen, lautet nun wie folgt (vgl. [5], 5.254):

Satz 1.1. Es seien P(C,0 ein q-homogenes quasielliptisches Polynom oom

bestimmtm Typ und Å((,0 ein q-homogenes Polynom mit degoP:degoR:P
derart, da,$ die Bedingungen (A) und (B) erfitllt sind, otdEPiG,$:x- Ferner seien

QiG,0, i:1, ..., x, q-homogene Polynome mit deg, Qi:lti€trt-q,'
Die Abschätz*tg

(1.1) llrR(D)ull, = c(llP(D)uilr+ § woQi@)ul1-pt-s^t), u(c0-[ni],
j-r
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gilt dann und nur dann, wenn die folgenden Bedingungen (I) und (II) filr alle
(€R'-\{0} erfilllt sind:

(D Filr jedes i, l=j=x, ist Q1({O:0 mod M((,O.
Q\ Die Polynome Qi(LO, i:1,...,x, sind linear unabhängig rnodulo

P*((,O.

2. Die Hinlänglichkeit der Bedingungen

2.1. Die Bedingungen (I) und (II) sind hinreichend, falls mit den Bezeichnungen

P'(e ,O: P(t,01MG,0,
R'(€,O: R((,01M(C,0,

QjG,0: Qi((,01MG,0, j : l, ...,x,
gilt:

Satz 2.1. Unter den Voraussetzungen uon Satz 1.1 besteht die Abschötzung

(2.r) llR'(D) ull, = c (llp' (D)ull, + § woQi@) r:l!r-,, -,r), u ( co- [f;i],j:1

falls die folgende Bedingung (III) filr a//e (€R'-\{0} effillt ist:
(III) Die Polynome Q'jG,$, j:1,...,x, sind linear unabhd.ngig modulo

P'*((,O.

In der Tat, aus den Bedingungen (I) und (II) folgt Bedingung (III) und fiir
a€Co-[Ai] ist o:M(D)u€CflR'+1, so daB Abschätzung (1.1) sich aus (2.1)

ergibt.

2.2. Es sei (€R'-t\{0}. Wir setzen

P:(C,0:((-(,((»-*"P'((,O fidir a(A'vtL-,
pi,((,o : (?C,G))-*P;(€,O f:iir a(tt',

P-,(€,O : (?QG))-."P-(4,0 fiir a€21-.

Dann gibtes einsolches ro(O undsolche Polynome (in O R*((,O und R-((,O,
daB die Formel

R((,0 _ _ tE\, R*((,0, R_((,o
VG6 -'ot''' -7IGD- F -G:6

und folglich
R'((,0 - - t?\, R'*(8,0, A-(('o
F@ -' o rs t - VlG, § - 

-p 

J.', O
gilt, wobei

und 
R'(C,O: R((, )lM((,C)

R;((,0: l?* (€,01MG,0
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geschrieben wurden. Mit Hilfe der verallgemeinerten Lagrangeschen Interpolations-
formel (Lagrange-Sylvester-Formel) erhält man jetzt

!S*: ro(o* z z,lpG)(?(,G)1t-'"P'(C,q ""' ' 
"7et 

pä"

*,ä 
uå.r;eG)G-Q(0)o-*

mit

Q.2) rtre(o:;({F#t!;1,:,.n,, aQ,," n€Qn,

und

(2.3) rip(t\:;(#w, 
"rr;J|,:,,u,, 

a(A-, §ce,.

Somit gilt
(2.4) R'((, O : ro(O P'(C, 0

+ Z Z rtreG)(?C"G))oP:(C,0
a€.A'0€.ec

*,å,?,.r;p (o(? c,(€))F P;(<, 0.

2.3. Zunächst wird der Fall n:l besonders untersucht. Formel Q.4) hat
dann die Gestalt

(2.s) R'(O : roP'(O*,ä 
nä_rleG-Q)PP:(o

+ Z Z rAG-Q)PP:(O.
a€ Å- 0 €e"

Hiermit ist ftir E€C; [E*]

R'(D,)Q : roP'(Dr)q

*,å, 
uä,rlp 

(D, - U)o P:(D,) 0

+ Z Z r,,(D,-Q)PP:(D,)Q,
a€A- I €on

wobei q die Nullfortsetzung von E ftir /<0 bezeichnet.

Setzt man
P'(D,)EQ) fi,ir r=0

(2.6)

(2.7) f (t) : P'(D,)'Q@: { 0 fiir , = 0,

so gilt (man siehe 4.1)

Lemma 2.2. Wenn E(Cf lP*l und f durch (2.7) erklört ist, dann besteht

fiir alle a€l'v A-, fr(e, die Gleichung
x.- A

s,((D, - ( )p p:(D ) 0) @ : (c - Q)F - 
*" 

@, fl «) - i 
", Å' G - t )k -," + 0 - L w k

mit
VI/,e : y o(D, - ( )tu - k pi@ ) q (t).
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Mit Hilfe von Lemma 2.2 erhalte.l. wir aus (2.6)

s,(R'(D)0)(0: ro(4fl(O

+ Z Z ,[tG-Qt-."(s,fi(o
aEÅ'0€0"

+ Z Z ,;aG-QP-*@,fiG)
ce^- 0€e"

-int Z Z ,le-f'G-,;.o-xs+P-twd.
a€.,{ B€0" &=1

xn-0

-'n',å- u?,J'o 2 G-Q)r-x'+o-Lwk'

Daher gilt wegen (2.5)

(2.8) E(R',(D,)O) (0 : ffi @,fl(o
x"- A

-ir, Z Z rtre 2 (?Qr-h+f-Lwat
e€Ä'AEec lc:l

x"- A

-'n',ä- u?*"u z (c-Qr-84+o-Lwk'

2.4. Unter Beriicksichtigung der Parsevalschen Gleichung folgt aus (2.8)

:(z.s) [ ta'{o),tt'dr = c(sunlffil' _i trf o,

x'- f
*"å'u?"'r|-" l'loPl'*P I #=*"
*,å_,ä."20 nrd, tw*p I F*-;

Fiir die Behandlung der rechten Seite von tZ.ql U.noti;rn wir zwei Lemmata (man

siehe 4.2).

Lemma2.3. Fiir jedes s:|,2,... ist

f d( _ ,- (2(s-r))! I

lFt,;*:zz(s-l)TFlI*f'
Lemma 2.4. Ist a€l-, so gilt filr jedes k:1, ..., xn

wox:T.1 f T '"='g or.J «-()o



Mit Hilfe der vorigen L,emmata und der Schwarzschen Ungleichung erhält man
jetzt in dem zweiten Glied der rechten Seite von (2.9)

Y*iFffi=m
="Iw,td(ir%im

t7
=c6p _l VPat,

und folglich gilt

(2.r0) i t^'<r)*tzdt < c(*rl#81' _i vpo,

1r-0 
1

*,ä, 
oä, ?__ Vkp lWÅ, 1r^7nwr+a

16fu_ivro)
2.5. Wir gehen auf den allgemeinen Fall zuriick. Mit festem (€R"-r\{0} hat

man nach (2.10)

(2.1 1) J lR'(€ , D)(9,r:)(( , t)12 dt
o,

= c('ynffi#f { v'G,D)(4u)((, t)tzdt

+ z z 
.5u 

v[eG)l'lw,o(01' #oä, e4, €, tt a§ \r) t t77 ak \b/l 
1tm 5" ( (11ztx"- t -k+ttz)

I : 
)(4r:)(t, r»Pd4*,ä ,å.|,;o3)l' J lP'(4,D,i,

mit
w*(0 : y o(Dt- L(0)*- r p:G, D) (4a) (1, t).

Aufgrund der Voraussetzungen gilt hierbei

ryplffil =* ftiratte ((R'-'\to)
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mit einer Konstanten G =0, und

(2.t2)

(2.13) (, ist q'-homogen (in O mit de;q,(o: Qn
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infolge der Bedingung (§. Wegen der Stetigkeit schlieBt man aus (2.13), daB

(2.14) ltm(,(01 =- Cr(€),", 66n'-'1{0},

mit einer Konstanten Cr>0 gilt.
Noch haben wir (man siehe 4.3)

Lemma 2.5. Es existierm Konstanten Cs=O und Cr>O derart, dafi die Un-
gleichungm

lrip@l = Cr((){*"-a)a"
und

lr;u <Clt = c n((){*,- ile^

filr alle (€R'-1\{0} bestehen.

Berticksichtigt man Q.lz), (2.14) und Lemma2,5, so erhält man aus (2.11)

(2.ts) J lR'((, D,)(g.u)(( , t)12 dt
o-

: , ({ lP,(€, D,)(Ta)((, t)12 dt

+ Z. "Z l<C>G"- 
a -uz\n"w,,,,- pG)l')'

ae.1, §€0"

2.6. Wir wenden uns nun an die Polynome QiG,(), j:1,...,x. Es sei

(€R'-\{0}. DannexistierenPolynome (in O Qi*G,O und Qi-(1,0 mit

QtG,O - Qi*((,O *Qi-G,0P(€,0 - P*((,0 ' P_((,C)'
und folglich ist

Oi«, f;l - Qi*G, O - Qt-G, o

mit w - TG:§--PJ('a

Daher girt.(vgr. 2,2) Qi*G' o : Qi*G' olM(E' c)'

(2.16) QjG, o : ,Z*, oä.qi"eG)(?("(o)FP:((' o

+ z z qi,ag)((-(,(€))pPiG,0

mit den Bezeichnungen

' Lr(0u QJ*G,Alt(2'17) qi"eG): Tlwffilt:tnG), a(/L', §(Qn,

und

(2.r8) qt,eG):i(#?#)l=*G), a€A-, fi(p..
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Somit findet man infolge von (2.16)

(2.19) yoQj((, D)(s,o)(t, r) :,ä 
o2*"oi"a@WL.*"-p(o

*,å_ 
oä.s t"eG)W,,."- tG).

Es gilt (man siehe 4.4)

Lemma 2.6. Die Funktionen qie und qlu sind q'-homogen (in O mit

degn,qt p: pr-p*(x,-fl)qn, a(A', §(Qn,
und

dego'qt,o : 1tt- p*(xn- fl)qn, aQl', fl€Qo.

wendet man jetzt die Lemmata2.3,2.4 und 2.6 an und benutzt die stetigkeit

von qr-no, so ergibt sich aus (2.19)

qqyu - u, - t 
"r 

z | ) Z q i,e G)W.. 
"_ a 

(01 <_ (()u - r,' - e "t, ly oe:j ((, D ) (4o) ((, t)l
' eC.Ä, 0€on

* , ( -[ vp d,)',' ,å_ u?o.G)*,-'-""," 
(g,o 

6 19 f,--,=)"'.
Damit haben wir wegen (2.14)

Q.zo) 117l-l'-o"nl) Zqi,e(OW,,"-a3)l'a(^,0€p.

= (()u - a ; - t 
^t, ly oQli (E, D,) (4u) (€,r) I + C 

1 i I 
r', «, D,) (9,u) (€, iP d4''' .

2.7. Es sei (€R'-1\{0}. Wir behaupten, daB ein Vektor o):(cDo.),ett,,0ec,

aus C' den Beziehungen

,ä uä,lf"p(€)a\p:0, i : r, "',x,

nur dann genrigen kann, wenn o:0 ist. Sonst hätte man nämlich

å "iqf,BG) 
: o, a(i', fr(Qo,

J:r

mit gewissen Zahlet ci€C, i:1,.'.,x. Dann wäre jedoch gemäB (2.16)

xX

2,tQ;G, o : Z "t Z Z qi"eG)(?("(€))0P:((,o
j-:r ' i:r - a€A' q€oc

+ å,, Z Z qneG)(e -QG)YP\G,Oj:r eei- p€e"

: (,å- 
Fz-G -,,G))§p-,((,o å qq*o(t))r;6,g,

im Widerspruch zu Bedingung (III).
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Frir alle €(R"-'\{0} gilt somit

Q.2t) 2l1!ztu-a'tl 2 Z qi.a()r,el, = 0, r»: (a"p)(c,\{0}.
j:r 'e<tl'f€0"

Es sei nun Q:(Qop\oe,y,p€0,€C\{0}. Setzen wir

@op: @op($ : (()@-')e"9nu,
so ist nach (2.21)

x

Q.22) 21172<p-rt,tl Z- Z qf"e(O3)Q-*)n"Q,pl, = O.
i:L 'de.^' 

0 €e"

Der Ausdruck auf der linken Seite von (2.22) ist quadratisch in bezug atfi die Q,o

derart, daB die Koeffizienten qahomogen in ( vom Grad 0 sind, was sich aus

Lemma 2.6 folgern läBt. Demzufolge existiert aufgrund der Stetigkeit von qfi, ein
solches Cs=O, da8 die Ungleichung

Z (C>zQ,-pr, I Z Z qie@G)@-Q,"e,ul, = cu
j:r e(A'0€a.

fiir alle (<R-r, (():t, und O:(Oop)(C', l()l:1, besteht, und somit gilt

Z <E>'zh'-,) 1 2 Z qj"e@G7<F-x)o"9,ulz = culQlz : Cu Z ) lQ,pl'
j=t 'a€Ä' A€on aeA, p€a.

fiir alle (€R'-1\{0} und O:(Onp)(C'. Wählt man

Qnp : Q,a(4) : ((){u"- B -'t»q"W,,,,- p (4),
so findet man

(2.23) Z Z l<q@"-P-'t'\n"Wn,*"-p(1)l'a€t A€0"

=- c ; <C>z(t!-t'r-cntz) | Z Z qi,e6)w,,*.-aG)lr.
j:r 'a(A' A€s. -

2.8. Die Beziehungen (2.15), (2.20) und (2.23) zusammen liefern

+ å- <C>ur- rr-s^tz\ lyoeiG , o)(4o)(( , 0l) .j:r

Falls wir hier iiber R!-1 integrieren, erhalten wir nach Anwendung der Parseval-
schen Gleichung Abschätzung (2.1), womit Satz2.l bewiesen ist.

,f lR'(( , D)(s.u)((, t)lz dt = c(! lp'(c, D,)(Tu)((, /)lz dt
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3. Die Notwendigkeit der Beilingungen

Ein direkter Beweis der Notwendigkeit der Bedingungen (I) und (II) fflr das

Erfiilltsein von Abschätzung (1.1) läBt sich durch geringe Modifizierung von den

in [5] benutzten Methoden fiihren. Deshalb werden wir nur die wesentlichen Schritte
geben.

3.1. Es sei (€P-'\{0}. Falls man als u in (1.1) die durch

u (x, t\: (*)t'-"", (f) "n' 
u, <,t

erklärte Funktion nimmt, wobei g(Co-(R'-'), u(Co-[[*] und h>O ist, und

å*@ gehen läBt, so findet man

i t^tc, D,) r:lz d t = c ( i lp ((, D,) ulz dt + å 1q7'<, 
- t i - c-t 2') 

ly oQ {1, » ul)

rti, a'r. o€c'-[f,+]. 
", 

,"rlor, also den rutt ):1, d. h. die Abschätzung

(3.r) [ ln@)rpa, =- c(f p(D,)ulzdt* f,Woe,{o,)ul,), u€co*[a+],

,o b.t.uåt"o. 
o

3.2. Man kann voraussetzen, da8 mit eiaem A', 0<1"=1', gilt: (" ist eine

Nullstelle des Polynoms M(O mit der Ordnung /n genau fl0rt 1"=a=,1+. Wir
setzen tl":{|, ...,1"} fiJtr 1"=0 und A":A f:'jr }'"":O und haben dann

, _ I k,-%n fiir a(zl\zl"
'n - I kn fiir a€u1+\21'.

Falls man weiter

sn : {0, ..., ,"- l} fidrr a(A* : /+\/"
und

I Q, fidrr a(A"
on : I {r,, ... , k,- rl fiir a ( .,r\.,{"

setzt, so läBt die allgemeine Lösung der Gleichutg P*(Dr)z:0 sich in der Form

z(t): x(t)+y(t):,?n, 
uå,x,uz,p(t)t nZ u.Zu"l"rra?)t 

xept lnp€c,

darstellen, wobei
zaQ) : (it)F s'('"t

ist. Nun gelten die Beziehungen

(3.2) R(D)x:0 genau fiir x,F:O, a(Ä', P€on,
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und
(3.3) R(D)y : a fiir alle lnp, aQtL*, fr€sn.

Noch bemerken wir, da8 Abschätzung (3.1) auch ftir z besteht (vgl. [1], S.682).

3.3. Wir zeigen zuerst, da8 Bedingung (I) erfiillt ist. Aus (3.1) und (3.2) ergibt
sich, daB

(3.4) toQi(D)x : O, i : l, ..., x,

dann und nur dann gilt, wenn x,p:O fiir alle a(l', §Qoo ist. Die Gleichungen
(3.4) können mit Hilfe der Leibnizschen Formel (vgl. [3], S. l0) als Gleichungs-

system

Z Z QSP)G)*"0:0, i : 1,...,x,
de_^, f€ac

in den Veränderlichet xa. geschrieben werden, wobei Qf):(iD)PQi ist. Nach
obigem ist die Koeffizientenmatrix dieses Systems nichtsingulär.

Somit kann man x(r) in der allgemeinen Lösung z(t):v111ay(r) stets so

auswählen, da8 die Gleichungen

yoQi(Dr)z : O, j : l, ..., %,

erftillt sind; diese Gleichungen sind nämlich dem System

(3.s) 2 ZQSUt(C")*.p:- Z ZQSr\((")y"p, i:r,...,x,
a€A' 0€o. d€A+ P€sn

äquivalent. Aus (3.1) folgt dann wegen (3.2) und (3.3), daB xnp:O f:d;r alle a(A',
P(on ist, und somit hat man gemäB (3.5)

,ä uä"Q\F)(()v,p:0, i : r, ..',x.

Aber dies kann der Fall nur dann sein, wenn fiir alle i:1,...,x
QSrt(():0, uQA*,0€sn,

ist. Also eilt Qi(0:-0 mod M(O, i:1,...,%.
3.4. Wir zeigen noch, daB auch Bedingung (II) erftillt ist. Zuerst bemerken

wir, daB Abschätzung (3.1) frir alle u€Co-[E*1 dann und nur dann gilt, wenn die

Ungleichung
;,;x(3.6) ! ln'to)rl,at = c([ lp'(D,)wlzdt+ ålt,ei(o)wl,)o j:1

fiir alle )r(Co-[R+] besteht; jedes w(Co-[Ra] läBt sich nämlich in der Form
w:M(D)u mit u€Co-[R*] darstellen (vgl. [], S.684).

Die allgemeine Lösung der Gleichung P'+(O)z:O hat die Gestalt

z(t\: Z )c,uzou(t), cop€C.
q€Ä'§€ac
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Haben wir
YoQi(D)z : O, i : l, .--, x,

oder
(3'7) 

,a-,oz*,Q'r'u'(t)',u:g, 
j:1,"',x,

so folgt aus der (auch fiir z geltenden) Ungleichung (3.6), daB cou:O fiir alle
a€i', §€Q, sein muB. Gleichungssystem (3.7) besitzt also nur die triviale Lösung,

und folglich sind die Polynome Q:j(O, i:1,...,x, linear unabhängig modulo
P'+(.O, woraus Bedingung (II) sich ergibt.

4. Nachträgliche Beweise

4,1. Beweis oon Lemma 2.2. Es gilt

@,fi«): n, I e-i'eP',(D)QQ)dt : n, f e-t'e 1D,-Q*"P;(D,)EQ)ilI-

FiJ,r zQC, g€C.-[R+] und s:1,2,...findetman

+i Z ((- z)r-'Yr(D,- z)-ttg(t)

und somit

(grfl«) : ((-(,)'"-P g,((D,-QP P'"@)q)G)

+ t nr' §p G - C )r -' y o(D, - 6 S" - F - k (D, - (,)F Pi(D t) E G),

woraus die Behauptur, ;;
4.2. Beweis uon Lemma 2.3. |n der Tat, man hat das Residuum

Res - 
(- 1)l-1(2(s- l))!r\wrz=66k_t»e_E)' (G_l)!), (L-E),"-,'

Beweis uon Lemma 2.4. Nach Lemma 2.2 erhält man mit §:xn-k

@rn@ 
- artrrt r \x -kD,r^\,ti 

k

Gffi : 4((D,-()',"-o P;(D)Q)G)+i"' z G-()"-o-'w*'

Da die erste Funktion auf der rechten Seite sich analytisch fortsetzen läBt, folgt
hieraus

f gT l dc: inJ-2niw"): nt'Lwr,'
J l\E-94/

! 
e-it€(D,- z)'s(t) dt - ((- ,)' ! e-it( g(t) dt
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4.3. Beweis oon Lemma2.5. Das folgende, leicht nachzupriifende Lemma ver-

allgemeinert eine bekannte Charakterisierung homogener Funktionen.

Lemma 4.1. Einein q\{0} differenzierbare Funktion T (oder eine Distribu-
tion T in Rl istgenaudann q-homogenmit degnT:s, wennsiederoerallgemeiner-
t en Eulers chen G leichuttg

* qr,tr{: ,r&=1 04*
geniigt.

In diesem Falle, wmn T au§erdem (fi+l)-mal stetig differenzierbar tu q\{0}
ist, ist (010n)8 T q-homogm tsom Grad §- f qn.

Die in den durch Q.2) bzw. (2.3) erklärten Ausdriicken rfi(€) bzvr. rAG)
vorkommenden Polynom" P'*,(e,q, Rl*(€,$ und P-n({C), R-((,fl sind q-ho-

mogen, und wenn man deg, P* mit p* bezeichnet, so gilt

degrP'*, : lt+ - ffier- xnQ,

degqiR'+ : lt+-ffiQn,

degoP-o: p-lt+-xnQn,

degn R- : lt- lt+,

wobei rn:ordrM((,O ist. Es sei ietrt (€Ffl-t\{0}. Aufgrund von (2.13) und
Lemma4.l erhalten wir dann fiir l>0

rte@'t):!(L-W''- il \a( P;,(t'' E, )')lc:e,«* e»: 
{2"-a\c"r:P(<)

und analog
r;f (tc' e) - {x"- i)e" r-u 1q7.

Die Behauptungen lassen sich hieraus wegen der Stetigkeit schlieBen.

4.4. Beweis oon Lemma 2.6. In den Definitionen (2.17) bzw. (2.18) vor. q(f,ro
bzw. qlr(O sind auch die Polynome 8'j*(€,,0 und Qi-(40 q-homogen, und
zwar mit

und 
d"goQt*: Fi-P+P+-mqn

degrQi-: pi-lt+.

Die Behauptungen können danach mit Hilfe von (2.13) und Lemma 4.1 gewonnen

werden (vgl. 4.3).
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