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) EINE BEMERKUNG
UBER QUASIELLIPTISCHE LINEARE
DIFFERENTIALOPERATOREN

VEIKKO T. PURMONEN

Neulich haben V. G. Maz’ja und I. V. Gel’'man [5] als eine Folgerung ihrer
iibrigen Resultate notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Abschitzung

IRD)ul* = C(IP(DYull*+Z [ Q;(DYulf-p;-q,2),  u€CS[RY],

gewonnen, wobei P(D) einen quasielliptischen Operator und R(D) einen Opera-
tor, der nicht stirker als P(D) ist, sowie Q;(D) Randoperatoren bezeichnen.

Das Ziel dieser Note ist, einen direkten Beweis fiir dieses Ergebnis unter Be-
nutzung der Methoden von Schechter [6], [7] geben, mit denen auch Matsuzawa
4] ein dhnliches Resultat fiir die Hinldnglichkeit in einem Spezialfall erhalten hat.

1. Problemstellung

1.1. Fir zwei Punkte y=(y;,...,»,) und n=(,, ..., n, des euklidischen
Raumes R" setzen wir (y,#)=yn;+...+y,n,, und es sei R’ ={ycR"|y,>0},
R" ={y€R"y,=0}. Im weiteren ist zweckmiBig y=(x, t)=(xy, ..., X,_1, ¢) und
n=(, =, ..., ,-1,{) zu schreiben. Mit Hilfe der Fouriertransformationen
Z, in R*™' und &, in R werden fiir eine geeignete Funktion u von y die
partiellen Fouriertransformierten durch

(’g';u)(f’ t) = 7":n_l‘/‘e-i<x"§>u(x, t) dx
(g’;u)(xa C) = nlfe_itgu(x, t) dt

definiert (vgl. [3], S. 24), wobei m,=(2n) X%, k=1,2, ..., ist.

Mit C;°[R"] bezeichnen wir die Menge der Einschrinkungen von C;°(R")-
Funktionen auf R”.. Die Restriktion you von u€C;°[R%] auf R"~! wird durch
(o) (x)=wu(x, 0) erklart.

bzw.

1.2. Es seien ganze Zahlen wm=1, k=I1,...,n, festgelegt, und sei
p=max {m|l=k=n} sowie gq,=p/m, k=I1,...,n, und q=(q’,q,)=
=(q1’ cevs Qn—1; qn)
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Eine in R™\ {0} definierte Funktion #A:n=(¢,{)~h(¢,{) nennt man g-homo-
gen vom Grad s€R und schreibt deg, h=s, falls fiir alle =0
h(tin) = h(t &, 1) = £h(E, ) = t*h(n)
gilt, wobei
1 = (@0 E 1) = (1108, oy tin-18y_y, 100)
geschrieben ist; analog definiert man fiir eine Funktion g:&—>g(¢) die g’-Homo-
genitit vom Grad s€R, deg,g=s.

Ferner setzen wir
n— 1/p

@=(Z ) cerm

und erkldren in C;°(R*™") ein Funktional |-|;, s=0, durch

ulg = [(O*I(Fuw)@OPRdE,  ueCsR™Y.
Die Norm des Raumes L?(R") wird mit | -] bezeichnet.

1.3. Wir betrachten einen partiellen Differentialoperator
P(D) = P(D,, D) = 2> a,D? = 3 a,Dy D}~

mit konstanten Koeffizienten a,€C; hierbei ist p ein Multiindex p=(p’, p,)=
=(p1, - Pn-1,P)EN" und DP=DIDIr=DI..Di»51DE» mit D=(D,, D)=
=Dy, ..., D,_,,D,), D,=—i 0/dy,. Das entsprechende Polynom hat die Gestalt

P =P =2 an’ =2 a,lr{m,

wobei 11”26"'{"'-:5{’1...5,',’:11(”" ist; die Ordnung des Operators P(D) stimmt
also mit dem Grad ord P(y) von P(n) iiberein.

Wir setzen voraus:

a) P(,{) istein g-homogenes Polynom mit deg, P=pu.

b) P(&,0) ist quasielliptisch vom bestimmten Typ K+t =1:

(i) es gilt P(E =0 fir (& ER™N{0} oder dquivalenterweise (vgl. [3],
S. 103)

IPE, Ol = G +[™), (& DeRT,

mit einer Konstanten C,=0;

(i) firalle €R"~1\ {0} besitzt die Gleichung P(&, z)=0 genau K*+ Losun-
gen z={(§) mit positivem Imaginérteil Im {(&)=0.

Fir £€R*~\{0} seien die verschiedenen Nullstellen des Polynoms P(¢, z)
mit {,(¢) und die zugehorigen Ordnungen mit k,(¢) bezeichnet. Dann stellen wir

Bedingung (A). Fir a=p gilt
GO # p(8),  EeR™1\{0},
d. h. die Ordnung k,(€) hingt nicht von & ab.
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Man kann nun annehmen, daB mit gewissen Zahlen 1=A+=4 fiir die Index-
mengen
A={l,..,A} AT ={l, ..., A%}, A= = A4t

die Darstellung
P(€9 C) =a£ (C—Ca(é) e

besteht (dies bedeutet keine wesentliche Beschrinkung, vgl. [2], S.239) und die

Beziehungen

Im{,(¢)=0 fir acd*
und

Im{,(¢) <0 fir a€d™

gelten. Fir das durch

P+(€a E) =a€]1¥+ (C_Ca(é) e

erklirte Polynom P, (§,{) ist dann die (-Ordnung ord, P (¢, )=k +...+
+k,.=K*.

Es sei jetzt R(£,{) ein g-homogenes Polynom mit deg, R=p und M(¢,{)
(mit 1 als Hauptkoeffizient von () der groBite gemeinsame Teiler der Polynome
P.(£,0) und R(¢, (). Wir schreiben

P&, D =P DIMED
und stellen
Bedingung (B). Der Grad von P (¢,) in { ist positiv und bleibt konstant
fiir £€R*N\{0}.
Demzufolge kénnen wir voraussetzen, daB eine Zahl 1/, 1=1"=4"*, so existiert,
daB mit A’={l, ..., 4"}
P;(és C) = GIIA’ (C—Ca(é))xa

gilt, wobei %,=k, und x;+...+x,=x=ord, P, ({,)=1 ist.
Noch sei »,=k, fir acA\A" und @,={0,...,%,—1} fir a€A gesetzt.

1.4. Das Ergebnis von V. G. Maz’ja und I. V. Gel’'man, dem wir hier einen
direkten Beweis geben wollen, lautet nun wie folgt (vgl. [5], S.254):

Satz 1.1. Es seien P(£,0) ein g-homogenes quasielliptisches Polynom vom
bestimmten Typ und R(E,() ein q-homogenes Polynom mit deg, P=deg, R=p
derart, daf3 die Bedingungen (A) und (B) erfiillt sind, ord, P, ({,{)=x. Ferner seien
Q;(,0), j=1,..., %, g-homogene Polynome mit deg, Q;=p;=pu—qy,-

Die Abschitzung

(1. |RD)ul? = C(IP(D)ul*+ é 70Q;(D)ulieyy—ge),  uECS[RL],
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gilt dann und nur dann, wenn die folgenden Bedingungen (I) und (II) fiir alle
EERIN{0} erfiillt sind:

()  Fir jedes j, 1=j=x, ist Q;(& {)=0 mod M(, ).

(Il) Die Polynome Q;(&,0), j=1,...,%, sind linear unabhingig modulo
P, 0).

2. Die Hinldnglichkeit der Bedingungen

2.1. Die Bedingungen (I) und (II) sind hinreichend, falls mit den Bezeichnungen
P&, =PEOIME, D,
R, 0 =R(E DME, D,

Q;(éa{)'__QJ(é’C)/M(é,C)’ j: 1)-“,%9
gilt:

Satz 2.1. Unter den Voraussetzungen von Satz 1.1 besteht die Abschditzung

@1 R Dl = C(IPD)vl*+ é 0@ (DY0lims—qus),  VECTIRL],

falls die folgende Bedingung (III) fiir alle E€R"-IN\{0} erfillt ist:
(III) Die Polynome Q;. &0, j=1,...,%, sind linear unabhdngig modulo
P 0.

In der Tat, aus den Bedingungen (I) und (II) folgt Bedingung (III) und fiir
ueCy[R,] ist v=M(D)ucCy [R%], so daB Abschitzung (1.1) sich aus (2.1)
ergibt.

2.2. Essei E€R"1\{0}. Wir setzen
P&, ) = (L) =P (&, fir acA’v A",
Pra@, ) = (@) ™PL(,0) fir acd,
P =) =P (£,0) fir acar.

Dann gibt es ein solches ry(¢) und solche Polynome (in {) R, (&,() und R_(¢, ),
daB die Formel

RED R.(ED R0

G0 O R E DTG D
und folglich

RED R.ED R0

PED O E ot PLED

gilt, wobei

R(E,0=REIME, )
R0 =R OME, D)

und
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geschrieben wurden. Mit Hilfe der verallgemeinerten Lagrangeschen Interpolations-
formel (Lagrange—Sylvester—Formel) erhilt man jetzt

RED _ + _ B e
P’(é , C) ro(‘f) +aEZA" MZQ; raﬁ (é)(c Ca(é))
+ 3 2 ragp@E—C Q)P
. a€A~ Peeo,
mit
e 1(& RLED ,
2 50~ (3p LN )‘;=;,<g>’ weds Peew
und
_ . L R_(D -
- 50 =g (T D 247 P
Somit gilt
(2.4) R(E,D=r@PE D

+ 2 3 rhOU-LOPEE O
+ 23 aOC-LOPEE .

2.3. Zunichst wird der Fall n=1 besonders untersucht. Formel (2.4) hat
dann die Gestalt

2.5 R =r PO+ EZA' MZ’ =P P(0)
+ 2 2 ra}(C—Ca)ﬂP;(C)'
a€A” BEQ,

Hiermit ist fiir ¢€Cy[R,]

(2.6) R'(D)¢ =roP'(D)$
+ 2 2 r;ﬂ(Dt_Ca)ﬂPa:(Dt)ﬁa
ac A’ Bee,
+ 2 Z ra_B(Dt_Ca)ﬁP;(Dt)@’
«€A- BEe,
wobei @ die Nullfortsetzung von ¢ fiir #<0 bezeichnet.
Setzt man
, . P'(D)ep(t) fir t=0
@7 @ =P0)en =1, oo

so gilt (man siehe 4.1)

Lemma 2.2. Wenn @€Cy [R.] und f durch (2.7) erklirt ist, dann besteht
fiir alle ac A’V A=, B€g, die Gleichung
”a"ﬂ‘
Z((D,— L Po(D)P) () = (=L (FANHO)—im kgl' (S i Al 7
mit
W = 70(De=Ly="*Po(D) 9 (1).
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Mit Hilfe von Lemma 2.2 erhalten wir aus (2.6)

F(R(D)B)©) = ro(£N)O)
+ 2 2 i *=(FNO

acA” BEey

+2 Z' (=L (F Q)

a€Ad~ Pe€e,
x—B
—in 3 Sl 3 QL
acA’ BEe,
=B
"in1a€ZA ﬂz@ Tap 2 (S e it (/99
Dabher gilt wegen (2.5) )
Co)  FROIDO = pp FENO
%y —B
mim 3 3l 5 QL
acAd’ BeEey
*,— B
im 3 5 S G,
«€A- Beo, k=1

2.4. Unter Beriicksichtigung der Parsevalschen Gleichung folgt aus (2.8)

(2.9) f |R'(D)p?dt = C(sup

P ()
- bd dC
+anA ﬁg, ; “”lle“"lz_[ = [Fra-F=F+D

oo

v 3 3 S Wl [ ).

a€A” fee, k

- oo

Fiir die Behandlung der rechten Seite von (2.9) bendtigen wir zwei Lemmata (man
siehe 4.2).

Lemma 2.3. Fiir jedes s=1,2,... ist

d. ., Q=D 1
J TP (= DY Tmi P

Lemma 2.4. Ist o €A™, so gilt fiir jedes k=1, ..., %,

FEHO © 4
¢- Ca)"
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Mit Hilfe der vorigen Lemmata und der Schwarzschen Ungleichung erhilt man
jetzt in dem zweiten Glied der rechten Seite von (2.9)

oo

dg
|I'Vak]2 f |C_Ca|2(x,—ﬁ—k+1)

=c [\ [ e f T

1 oo
= Crme o S Ifiar,

— o0

und folglich gilt
©o , R,(C) l2 ©o
2.10 R/(D, 2dt§C(s LS9} 2 gy
(2.10) 6[| D)ol R dbzre _£ Il
1
+¢€ZA' MZ; 2 ]raﬂ[ (Wl Im C[Z(““'” 19

+ 2 2l TIm—{lzm_f lflzdt)-

acA~ PEe,

2.5. Wir gehen auf den allgemeinen Fall zuriick. Mit festem ¢€R*~'\ {0} hat
man nach (2.10)

@1) [ IRE D)(F0)E, e

= ¢ [sur| 2D V)&, ) dr
2 2 1
+a‘€Z/{ ﬂEZtI; 2 lraﬂ(‘f)‘ lu/azk(é)] lI C(f)P(”“ F—k+1/2
+a€24'_ ﬂé; Ir“_ﬁ(é)[ [Imc (é)lz(x, [2(xe—B) f IP (C D,)(f U)(f t)izdtJ

mit
Wi (&) = 1o(D, = L (O ="*Po(¢, D) (F)(E, 1).

Aufgrund der Voraussetzungen gilt hierbei

R(E, 0
P, 0

mit einer Konstanten C;=0, und

(2.12) sup ’ =C, fir alle é€R1N\{0}

(2.13) s ist g’-homogen (in ¢) mit deg, {, = ¢,
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infolge der Bedingung (A). Wegen der Stetigkeit schlieBt man aus (2.13), daB
(2.14) Mm (O] = C(O)*,  LeRN{0},

mit einer Konstanten C,>0 gilt.
Noch haben wir (man siehe 4.3)

Lemma 2.5. Es existieren Konstanten C;>0 und C,>0 derart, dafj die Un-

gleichungen
Irds (O] = Co(&)t==P1n

und -

e ()] = Cy(&HPn
fiir alle £€R"~I\ {0} bestehen.
Beriicksichtigt man (2.12), (2.14) und Lemma 2.5, so erhilt man aus (2.11)

oo

215 [ IRE D)FEDE, ndr

0

= C|( f |P’(¢, D) (F0)(E, DPdt

+> |<5>(”“_ﬂ_1/2)q"W;,xa—ﬂ(f)lz]-
acAd” BEe,
2.6. Wir wenden uns nun an die Polynome Q;(¢, (), j=I1,...,x. Es sei
¢€R"-IN\{0}. Dann existieren Polynome (in {) Q;.(£,{) und Q;_(£,{) mit

0,60 _ 0G0
PED ~ PLGD

Q]—(C9C)
P_(&0”

und folglich ist

QD _ 00, 0-CD
PED T PLEGD T PLED

Qi+ (&, D=0 DIME, D).

mit
Daher gvilt‘(vg]. 2.2)
2.16) Q& D=3 = ai@C-LEOYEE
43 3 qm@OU-LOPPED
acA- BeEe,

mit den Bezeichnungen

+ . 1 aﬁ ,'+ (é’ C) ’
@17 9jap (8) = 737(5{7 %]L%(o’ wed’s feos,

1 (0% Q,-(,0 _
—BT[a_C*’ Pi,({,{))lc#,(g)’ xed”,. Beo,.

und

@18) TG
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Somit findet man infolge von (2.16)

(2.19) %05, DY(F0)(E, D) = 2/ Z 98 OWe a5 (©)
+a€2'_ 2 qjaﬂ(é)W *a— ﬂ(f)

Es gilt (man siehe 4.4)
Lemma 2.6. Die Funktionen g}, und g, sind q’-homogen (in &) mit

degyqfp = pj—u+0e,—B)q,, a€A’, BEa,,
und

deg, qiup = wy—p+(,—B)qs»  2€A™, PEg,.

Wendet man jetzt die Lemmata 2.3, 2.4 und 2.6 an und benutzt die Stetlgkelt
von gj,,, so ergibt sich aus (2.19)

@] 33 akp Wy O] = O 100 (E DYE0)E D)

r 2 1.)1/2 (%, —B—1/2)q 1 vz
[ 1rra 5 3 ot ey )
Damit haben wir wegen (2.14)
(2.20) (EPHm 2| 2 2 Gp (OWi, -5 (9

acA” B€o,
1/2

= (R, 03, DYFE)E, D] +C ([ 1P/E DYF0)E, DEdr)

2.7. Es sei EER*N\{0}. Wir behaupten, daB ein Vektor @=(Wup)scr,pco,
aus C* den Bezichungen

2 2 ahsQw, =0, j=1,...,%,

a€A” BEQ,

nur dann geniigen kann, wenn w=0 ist. Sonst hdtte man nimlich

ZC qjaﬂ(é) a aé/l,, ﬂEQa,

mit gewissen Zahlen c¢;€C, j=1, ..., ». Dann wire jedoch geméiB (2.16)

Zc 0;¢, 0= 201 Z Z QIS A (3) 9 A(¥9)

j=1

+ ; ¢ ;_ ﬂZ 3 (O =LY PE, )

=( 3 S (-6LOPP.ED Zc T () P4 (€, )

a€A” PeEe,

im Widerspruch zu Bedingung (III).
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Fiir alle £€R"IN\{0} gilt somit

(2:21) é; (&yHu=ny | gA ﬁé Gp (D02 >0, @ = (0,9)€ C\{0}.

Es sei nun Q=(Q,p),c 4, 5¢,, €C\{0}. Setzen wir

waﬂ = Wyp (é) = <6>(ﬁ—xa)qn Qap’
so ist nach (2.21)

(2.22) 3 €=t | 3 gp ()P Q2 > 0.
j=1 acA’ BEeg,

Der Ausdruck auf der linken Seite von (2.22) ist quadratisch in bezug auf die Q,;
derart, daB die Koeffizienten g¢’-homogen in ¢ vom Grad O sind, was sich aus
Lemma 2.6 folgern 14Bt. Demzufolge existiert aufgrund der Stetigkeit von g}, ein
solches C;>0, daB die Ungleichung

é <é>2(”_"j) LGZA'/ ﬁé’ qﬁﬁ(éxa(ﬁ—xa)qngaﬂlz =c,

fir alle £eR*Y, (&)=1, und Q=(R,)€C* |Q|=1, besteht, und somit gilt

2 <5>2(“—”f)1 2 2 q};ﬁ(é)<€>(p_x“)q"91ﬁlz =2GIRE=C5 3 3 Q42
Jj=1 acA B€Eo, acA B€o,
fir alle £€R"-™N\ {0} und Q=(Q,)€C*. Wihlt man

Qaﬁ = Qaﬂ (é) = <€>(xa—ﬂ—l/2)q” VVG, Ku—ﬁ(é)’
so findet man

(223) GGZA, ,32 KPP0 s (O

€0
=C 3@ 3 3 gra W 4O
Jj=1 acA” BeEo,

2.8. Die Beziehungen (2.15), (2.20) und (2.23) zusammen liefern

oo oo

[ IR€ DY(F0)E, nlFdt = C( [ P/, DIF0)(E, n2dt

+ 3@ ), DY(F0)E 0.

Falls wir hier {iber R;™' integrieren, erhalten wir nach Anwendung der Parseval-
schen Gleichung Abschitzung (2.1), womit Satz 2.1 bewiesen ist.
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3. Die Notwendigkeit der Bedingungen

Ein direkter Beweis der Notwendigkeit der Bedingungen (I) und (II) fiir das
Erfiilltsein von Abschitzung (1.1) 148t sich durch geringe Modifizierung von den
in [5] benutzten Methoden fiihren. Deshalb werden wir nur die wesentlichen Schritte
geben.

3.1. Essei ¢€R*\{0}. Falls man als » in (1.1) die durch

(n—1)/2
=) s oo

erklirte Funktion nimmt, wobei g€Cy>(R™™Y), v€C;[R.] und h=0 ist, und
h—oo gehen 14Bt, so findet man

[ IRE, Dyvpar=c( [ |P(¢,D,)v|2dr+j2’: (&)Xr=4=9:0D |y, 0, (&, Dy)ol?)
0 0 =

fiir alle v€C;°[R,]. Es geniigt also den Fall n=1, d.h. die Abschitzung

G [ IROoldr= C(f POYordrt 3 inoQ,@)oF).  veCTIR.,

zu betrachten.

3.2. Man kann voraussetzen, daBl mit einem A7, 0=A"=1", gilt: {, ist eine
Nullstelle des Polynoms M ({) mit der Ordnung /, genau fir A"<a=Ai*. Wir
setzen A”={l,...,A”} fir A”>0 und A”=@ fir A”=0 und haben dann

I =

{k,—xa fir ae ANA"
k, fir acAN\A".
Falls man weiter

s =1{0, ..., l,—1} fir acA* = AN\ A"
und
fiir a€cA”

G ={{l,,..., k,—1}  fir a€ANA"
setzt, so 148t die allgemeine Losung der Gleichung P.(D,)z=0 sich in der Form

Z(t) = X(t)+y(t) = Z 2 'xaﬂzaﬂ(t)+ 2 2 yaﬁzaﬂ(t)’ xaﬁa yaﬂec’
a€A” BeEa, a€A* BEs,

darstellen, wobei
2,5(0) = (it
ist. Nun gelten die Beziechungen

(3.2 R(D)x =0 genau fir x,; =0, a€A’, Béa,,
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und
3.3) R(D)y =0 fir alle y,;, a€A*, BEs,.

Noch bemerken wir, daBB Abschétzung (3.1) auch fiir z besteht (vgl. [1], S. 682).

3.3. Wir zeigen zuerst, daB Bedingung (I) erfillt ist. Aus (3.1) und (3.2) ergibt
sich, daB3

G4 200;D)x =0, j=1,..,%,

dann und nur dann gilt, wenn x,,=0 fiir alle ac€A’, Bca, ist. Die Gleichungen
(3.4) kéonnen mit Hilfe der Leibnizschen Formel (vgl. [3], S. 10) als Gleichungs-
system

2 20PUxy =0, j=1...%,

a€A” BE€a,

in den Verdnderlichen x,; geschrieben werden, wobei Q¥ =(iD,)’Q; ist. Nach
obigem ist die Koeffizientenmatrix dieses Systems nichtsingulér.

Somit kann man x(¢) in der allgemeinen Losung z(¢)=x(t)+y(¢) stets so
auswihlen, daB die Gleichungen

7%00;DYz=0, j=1,..,%

erfiillt sind; diese Gleichungen sind ndmlich dem System
(3.5) 2 ZOPWxg=—2 ZO0PLIyy =1 ...x%,
a€A’ pEo, a€A* BEs,

dquivalent. Aus (3.1) folgt dann wegen (3.2) und (3.3), daB x,,=0 fiir alle acA’,
B€a, ist, und somit hat man gemaB (3.5)
2 ZQ?)(Ca)Yaﬂ=O; ]= 19“-9%-

a€A* BEa,

Aber dies kann der Fall nur dann sein, wenn fiir alle j=1, ..., %

P () =0, acd®, BEs,,
ist. Also gilt Q;({)=0 mod M (), j=1, ..., %.

3.4. Wir zeigen noch, daB auch Bedingung (II) erfiillt ist. Zuerst bemerken
wir, daB Abschitzung (3.1) fiir alle v€C;°[R,] dann und nur dann gilt, wenn die
Ungleichung

oo oo

(3.6) J IR @ywede = C( [ IP'(DYwPdi+ 3 1305(D)w)
1] 0 J=
fir alle weCy[R,] besteht; jedes weCy[R,] 1Bt sich ndmlich in der Form
w=M(D,)v mit v€Cy [R,] darstellen (vgl. [1], S. 684).
Die allgemeine Losung der Gleichung P’ (D,)z=0 hat die Gestalt
Z(t) = 2 2 caﬁzaﬁ(t)s caﬁEC'

acd” Bee,
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Haben wir

200;(D)z=0, j=1,..,%
oder
(37) 2 2 Q}(ﬂ)(ca)caﬂ = Oa ] = 1, A

acd” pee,

so folgt aus der (auch fiir z geltenden) Ungleichung (3.6), daB c,,=0 fiir alle
a€ A’, B€g, sein muB. Gleichungssystem (3.7) besitzt also nur die triviale Losung,
und folglich sind die Polynome Q}({), j=1, ..., %, linear unabhéngig modulo
P’ ({), woraus Bedingung (II) sich ergibt. '

4, Nachtrigliche Beweise

4.1. Beweis von Lemma 2.2. Es gilt

FENO=m [P DY)t =m [ e D~L)=Pi(D)p()dt.
— oo )

Fir zeC, g€Cy[R,] und s=1,2, ... findet man

oo

f e_itg(Dt_Z)sg(t)dt — (C—-Z)S fe—itig(t)df

0

+ik_2l (=2 yo(D,— 2 *g (1)
und somit

(ZNQ) = =Lyt F((D,~ L) Pu(D)B) ()
xy—B
+iﬂ1k§ (=L 90D =Ly =" H(D,— ()P P (D)o (1),

woraus die Behauptung folgt.

4.2. Beweis von Lemma 2.3. In der Tat, man hat das Residuum
1 _ (=11 (2(s—D)! 1
z={o (z—Ca)s(z—fa)‘ ((S—l)!)z (Ca—fa)zs“ .
Beweis von Lemma 2.4. Nach Lemma 2.2 erhédlt man mit f=x,—k
(CAPI(9)
(C - Ca)k

Da die erste Funktion auf der rechten Seite sich analytisch fortsetzen 1aBt, folgt
hieraus

Res

k
= Z((D,~Ly="*P,(D)®) () +im ,ZZ’I(C—Cu)S"“lW;r

[ %%f)i,?d@ iy (= 2miW) = 7 W
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4.3. Beweis von Lemma 2.5. Das folgende, leicht nachzupriifende Lemma ver-
allgemeinert eine bekannte Charakterisierung homogener Funktionen.

Lemma 4.1. Einein R:',\{O} differenzierbare Funktion T (oder eine Distribu-
tion T in Ry) ist genau dann q-homogen mit deg, T=s, wenn sie der verallgemeiner-
ten Eulerschen Gleichung

n oT
Z Mk 3_ =sT
gentigt.
In diesem Falle, wenn T auferdem (B+1)-mal stetig differenzierbar in Ry\ {0}
ist, ist (0/on,)! T gq-homogen vom Grad s—fq,.

Die in den durch (2.2) bzw. (2.3) erklirten Ausdriicken r} (&) bzw. r;(§)
vorkommenden Polynome P’ (£, {), R, (£,() und P_,(&, (), R_(£ () sind g-ho-
mogen, und wenn man deg, P, mit u, bezeichnet, so gilt

deg, Plq = py —MGy—%,Gy,
deg, R, = py—mgq,,

deg, P, = fh— s — XG>
deg, R_ = p—p,

wobei m=ord, M(£,() ist. Es sei jetzt {CR*~'\{0}. Aufgrund von (2.13) und
Lemma 4.1 erhalten wir dann fiir =0

# R,(7¢,0)
() = B ( oct PM(tqé,C))I@c,(ﬂ'c)

= (%P0l ()

und analog
rap(t7 &) = t*=Paurg (8.

Die Behauptungen lassen sich hieraus wegen der Stetigkeit schlieBen.

4.4. Beweis von Lemma 2.6. In den Definitionen (2.17) bzw. (2.18) von ¢( M,é)
bzw. ¢;,,(8) sind auch die Polynome Q74,0 und Q;_(§() g-homogen, und
zwar mit

deg, Q)+ = pj—p+p —mg,
und

deg,Q;- = pj—p+.

Die Behauptungen kénnen danach mit Hilfe von (2.13) und Lemma 4.1 gewonnen
werden (vgl. 4.3).
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