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1. Einleitung

1.1. In der vorliegenden Arbeit wird zuerst eine Definition einer Fundamental-
lösung eines linearen partiellen Differentialoperators mit konstanten Koeffizienten
als Distributionl) gegeben. AnschlieBend wird von einigen konkret gegebenen

Distributionen gezeigt, daB sie Fundamentallösungen gewisser Differentialoperato-
ren sind.

Im zweiten Teil der Arbeit wird dann eine Fundamentallösung des Laplace-

operators durch Penalisierung und Fouriertransformation gewonnen: Die Fourier-
transformation liefert eine Fundamentallösung von /,-4nze2. Der Grenziibergang

e10 ergibt eine Fundamentallösung von Åo. Ebenso kann man Fundamentallösun-
gen etwa des Wellenoperators oder des Wärmeoperators ermitteln.

Im dritten Teil wird eine von L. Schwartz [2] angegebene Beweisskizze des

Malgrange-Ehrenpreis-Theorems iiber die Existenz einer Fundamentallösung eines

linearen Differentialoperators mit konstanten Koeffizienten unter Benutzung von
Ideen von F. Treves [14] ausgearbeitet. Dieser Beweis verwendet keine funktionen-
theoretischen Hilfsmittel, im Gegensatz zu dem urspriinglichen von B. Malgrange

[9]. Etwas abgeändert findet man den Beweis von Malgrange noch in Hörmander

[6], S. 64-66, und Rudin U 11, S. 195-197.
SchlieBlich wird die Existenz von schwachen .Lz-Lösungen linearer partieller

Differentialgleichungen untersucht.

1.2. Ist O eine offene Menge in P, so sei d(O) der Raum der unendlich oft
differenzierbaren Funktionen, versehen mit der Topologie der gleichmäBigen Kon-
yergenz beztiglich aller Ableitungen auf allen kompakten Teilmengen von O. Ist

1) Benutzt wird die Distributionentheorie von L. Schwartz, wie sie in vielen Lehrbiichern
dargestellt ist; gegebenenfalls wird auf Sätze der Monographie [15] von F. Treves hingewiesen.
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f(c0) kompakt, so sei 9*(Q) der Raum jener Funktionen aus d(O), die ihren
Träger in I(haben. Der Raum 9*(A) werde mit der von E(A) induzierten Topolo-
gie versehen. Ferner sei 9(A) der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funk-
tionen mit kompaktem Träger, versehen mit der Topologie des induktiven Limes der
Räume 9*(A).

Die Räume E'(Q) and 9'(Q) der linearen und stetigen Funktionale afi E(A)
und 9(A) werden mit der starken Topologie versehen. 9'(Q)heiBt Raum der Dis-
tributionen in O. Der Raum E'(Q) kann mit dem lJnterraum jener Distributionen
aus 9'(Q) identifiziert werden, die kompakte Träger in O haben. SchlieBlich kann
der Raum Ll".(O) der Äquivalenzklassen meBbarer und lokalintegrabler Funktionen
mit einem Teilraum von 9'(Q) identifiziert werden. Die Elemente von 9'(Q) werden
gelegentlich auch als verallgemeinerte Funktionen bezeichnet, so daB symbolisch

{Funktionen} : 2,1"(tZ) c g'(Q): {verallgemeinerte Funktionen}

geschrieben werden kann. Den Raum der Äquivalenzklassen meBbarer und quadrat-
integrabler Funktionen bezeichnen wir mit L,(A). Es gilt L2(O):4""(O). Die
Norm in Lz(A) wird mit ll llz, die Norm in Z1(O) mit ll ll, bezeichnet.

Fiir O:R' wird d(R'):8,9(R"):9, L2{R"):L2, usw. geschrieben.

Fiir die Fouriertransformation benötigen wir noch den Raum I der unendlich
oft differenzierbaren Funktionen, die samt allen ihren Ableitungen schneller als der
Reziprokwert jedes Polynoms im Unendlichen gegen 0 gehen, versehen mit der
iiblichen Topologie [15], S. 92. Dann isl g' der Raum der temperierten Distribu-
tionen, der ebenfalls mit einem lJnterraum von g' identifiziert werden kann. Wir
haben dann 9c9cE und E'c9'c9'.

1.3. Die fiir den Beweis des Malgrange-Ehrenpreis-Theorems grundlegende

Ungleichung
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wurde in Schwartz [2] nur zitiert. Sie findet sich fiir Lz(A) mit beschränktem O

und daher ghne den Faktor eettxtt zum ersten Mal in der Dissertation von L. Hör-
mander [3], S. 183-185. Im folgenden wird diese Ungleichung nach einer Idee von
F. Treves [4], der den urspriinglichen Hörmanderschen Beweis modifizierte, in
R' bewiesen, wozu nach Hörmander die Einfiihrung des Faktors e'llxll nötig ist.

Fiir wertvolle Hinweise danke ich an dieser Stelle Herrn I. S. Louhivaara.
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2. Partielle Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten und

Fundamentallösungen

Sei P ein Polynom der Ordnung m a:uf N,

P:N*C, E*,.,2 aiti,

mit komplexen Koeffizienten ai(C und z(No (j:Ur,..., j,)€Nä, Ul:jr+ ...+j,).
Ferner sei angenommen, daB mindestens ein at mit lil:* von Null verschieden

ist. Ersetzt man ( durch 0:010x:(0f \xu ...,010x") und schreibt man

( å \i ltit ltitd':lu):Nt:T;1;.15*,
so ergibt sich danach

P(O)E : ,,ä",# fiir q< e
eine Abbildung

P(0):9*9, E*P(O\E,
die man einen linearen partiellen Differentialoperator (mit konstanten Koeffizienten)
nennt. Die Abbildung

P- (0): I * 9, r -,,äa/-t1tit #
heiBt der dem Dffirentialoperator P (0) adjungierte Dffirentialoperator.

Jeder Differentialoperator ist eine lineare und stetige Abbildung von I in 9.
Also existiert die Transponierte tP-(O) als lineare und stetige Abbildung von g'
in 9'. Sie heiBt der dem Differentialoperator P(å) entsprechende lineare partielle

Differentialoperator in 9' und wird wieder mit P(å) bezeichnet. Diese Bezeichnungs-

weise findet ihre Begrtindung in folgendem Konsistenzsatz: Ist feC^ und 71 die
zugeordnete Distribution, so gilt:

P(O)Tt:7u mit s:: P(O)f ,:,04^ri0if.

(Wegen C-cLlo.c0' wird in Hinkunft zwischen / und 7, nicht mehr unter-
schieden.)

lst T€9', so heiBt jedes ,S(9' mit

P(0)s : T,

eine Lösung der Differentialgleichung

P(O)X: T.

Sei ä die Diracsche Distribution. Eine Lösung der Differentialgleichung

P(0)x:6
hei0t Fundamentallösung des Differentialoperators P(å).
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Satz l. Sei T(E' und E eine Fundamentallösung des Differentialoperators P(0).
Dann ist die Faltung ExT eine Lösung der Dffirentialgleichung

P(0)X: T.

Aufierdem hdngt ExT stetig uon T ab (im Sinne der Topologien uon g' und E').

Beweis. Nach [15J, S. 294, Satz27.3, und S. 295, Satz27.5, ist

P(O)(Er\:,,V=_^a,0t(oxr1: (,,ä_a1Dt E)xT : 6xT : T.

Die stetige Abhängigkeit folgt unmittelbar aus [15], S. 294, Theorem27.6.

Bemerkungen. (l) Wenn 7 einen kompakten Träger hat, so reduziert sich

also das Lösen der Differentialgleichung

P(0)X: T

auf das Aufsuchen einer Fundamentallösung des Differentialoperators P(å).
(2) Die Lösung der Differentialgleichung ist keineswegs eindeutig: Fiir i€C'

mit P(1.):0 ist
) ai\r(e^): ( Z ar),)ex* : P(l)e^* :0

Ul=m Ul=D

und wegen der Linearität von P(å)

P61gxr+e^,): T,

so daB neben -ExI auch ExT+e^' eine Lösung ist.
(3) Ist E eine Fundamentallösung von P(å) und ist f€9, so liegt die Faltung

fxE nach [5], S. 293, Theorcm27.S, in E, und ist eine Lösung der Differential-
gleichung

P(»x:f.

3. Einfache Beispiele von Fundamentallösungen

3.1. Sei z:1. Die durch

Y.,R*c,.-{å il: :=: mit a€R

definierte Funktion Y,€IÅ". heiBt Heavisidefunktion. Nach [15], S. 251, ist dann

du_
E Yo: öo'

das heiBt Y::Yo ist eine Fundamentallösung des gewöhnlichen Differentialopera-
tors dldx (in 9'\.
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3.2. Sei n:2. Ferner sei

rl fiir x=d,. v>B
Yo:R2*C, (r,y)-tO.o*t, mit a:(u)ilen'.

Dann wird fr, E(.9

(tp,}'"rY,) : (}',re,r) : I t a',rw dx dy : E@, F) : (q, 6o)
aA

und folglich
0lrYo: öo,

das heiBt Y::Yo ist eine Fundamentallösung des Diferentialoperators ålr.
Aus diesem Beispiel IäBt sich unschwer eine Fundamentallösung des Wellen-

operators im R2 vermuten:

3.3. Sei n:2 und

Y-:R2*c, «,,r1-{å ::11 
x=lvl

Dann wird fid,r E€9

(E,0',Y- -03Y-> : (0?E*03E,Y-) : II a* avO?q-\\E)
rE lYl

: i ay i a*a'.,p* i on i a*a?v- i * i dyo1,p

-rovo-,

: - _.[ 
dy o*Ee y, y) - I dy O*EU, y)

- [ dx(or1(x,x)- ore(x,-x»

Mit O (t) i- E Q, t) und Y (t):- E (t, - t) ist

#(r) - (0*E*lrE)Q, t) und #(r) - (0*E-;,yE)Q, -t)-

Somit ergibt sich € €

(8,0'*Y--,JBY-)- - t #0,- I #dt-v(0)+@(0)

: ,;(p, o) : (*o,2ö>.

Also ist (ll2)Y- eine Fundamentallösung des Wellenoperators, 01-0?.

_ - { 
o,(a*E-\yq)(t, -t)- I dt(0*E+Lrv)(t,t).
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3.4. Sei wieder n:2, und sei

t1 r

s: R2 * C durch s(x, y) .:l; *+i' ftir (x' y) * (0'0)

[o flir (x, y) : (0, o)

definiert. Es gilt se .L,1*. Zum Beweis benötigt man folgenden Hilfssatz aus der
Integrationstheorie: Fiir eine positive und stetige Funktion F: (0, *)*p sind die
beiden Aussagen äquivalent:

(r) DieAbbitdung Rn*R, ,*{;tu.u' fi: ::', ist in R' intesrierbar.

(2) Das uneigentliche Riemannintegral i ,rr)t'-L dt existiert.

Erftillt F die Aussagotr, so gilt zusatzrr.;

wobei ar, der Oberflächeninhalt der n-dimensionalen Einheitskugel ist. Zum Beweis

vergleiche man Schwartz [3], S. 39.

Wir zeigen nun, daB s eine Fundamentallösung des Cauchy-Riemannoperators
(]l»(A-+ily) ist.

Fiir 9( I wird

I :: (E, Ql2)(0.s*i0r» : (- l/2) (O*E+i\rE, s)

:-{m f s(0,E*i0"E)itx.
z n+a [r[3vz

Nach Einfrihrung von Polarkoordinaten folgt

_ l-. ; 2n

t : -!z JA ,[ 
, O, 

! 
d,9s(r cos,9, r sin g)(O,E*i\rE)(r cos.9, r sin 9).

Es ist

s(r cos,9, r sin,9) : ,f, e-rc (r + 0).

Mit <D (r, ,9) :: g (r cos ,9, r sin $) wird

I r(ilxll) dx : @, f t7)t'-t dt,

(0,o +(ilr) ä, @) (r, 9) : e- 't(å, g + ilrv)(r cos .9, r sin ,9)

8
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und

,:-.},l,,g- i * i on1a,r*(itiosa)

: -*;,* (/" on,[ dro,i'+i 
,,f 

0,,, i" ona"r)

: * t*(i" *fOt*'tcose, (l/nr)sine)de- i ,i {a,b)to(r,22)-@(r,0)))

: * i" ,to,o'tas-fi t"- i Qtrlr)(EQ,0)-E(r,0)) : e(0,0) : (e, ä)'

SchlieBlich folgt

4. Gewinnung einer Funilamentallösung durch Fouriertransformation

In den angefiihrten Beispielen haben wir Fundamentallösungen einiger Dif-

ferentialoperatoren gefunden durch Anwendung dieser Differentialoperatoren auf

speziell gewählte Distributionen. Selbstverständlich ist dieses Verfahren zur Gewin-

nung von Fundamentallösungen nur sehr beschränkt brauchbar. Wir stellen uns

deshalb die Frage: Wie können Fundamentallösungen systematisch konstruiert

werden?

4.1. Wir wollen eine Fundamentallösung des Laplaceoperators durch Fourier'

transformati on in 9' ermitteln.
Zunächst nehmen wir an, es gebe E"(9' mit

4nzezE"-Å,8": ö

fiir e>0. Dann folgt aus [15], S.277,Theotem25.1,

- 4n2(e'+ ll(ll) frE, : 1,

also gilt

* ru-s + iåys) : ä.

4n2 * sE,*(2ni)'(å4) rn,

ftir jedes 0e g

Mit E(.9 ist

da

(4n'(e'+ ll(ll) t, frg,) - [ ,! aC-

I

,,TIiffi E€9,

+€ou
e2+llfll' ''



l0 Nonsrnr OnrNrn

gilt; Ona ist der Raum der Funktionen aus E, die mit allen Ableitungen im unend-
lichen langsam wachsen (vgl. [5], S. 275). Ftir

,l
V ::7r*1* o€9

ergibt sich

(E,eE"):# Iffi*or.
Mit

f"(1)::#TM
können wir auch schreiben

oder 
(E,4E") : (E, f )

9E": f" und trtrf": Ff".

Nach [15], S. 276, Theorem 25.6, lst I ein Isomorphismus in g' und wir haben

E": 9f,'
Sei nun umgekehrt E" durch diese Gleichung definiert. Dann ist E,(g', weil f"(g'
gilt. Weiter wird nach I15], S. 277,Theorcm25.7,

4nz ez 9f 
"- 

Å "(gI ) : I (4nz e2 f 
" 
* 4n2 (z f S : fr (l) : ö,

das heiBt E" ist die Fundamentallösung in 9' von 4n2e2-/n.

4.2. Als nächstes soll f berechnet werden:
Fiir z:l ist f"<Lr. Also gilt

:- I f ,orrq dtYry"\x): 
4n, I e--'. 

er+(r.

Nach [1], S. 135, (13.9.16) und [2], S. 406, Formel 3.72316, ist

17,1*1:! f y"r{: !r-z*etxt.z\.-, 4n, _! 
- ez*(z - 4te-

Fijrr n>2 sei x'::(xr, ..., x,-r), dx' ::dxr... dxn_, und llx' 11.: (fi =lx1),1r.
Mit E(9 wird

<E,sf): !I"r,oo(: # Iffisqc).
Durch zweimalige Anwendung von [], S. 203, (13.21.7), folgt

<E, Ff") : # I ac' [ ffi ! a*, I a*'",n,'Es(x).
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/w
Das Integral

existiert ffrr xn*O. Sei R eine Drehung des Raumes R!;r, die den Vektor x' in
die 4n_r-Achse des gedrehten Koordinatensystems 4r, ..., 4,-1 iiberfiihrt. Dann ist

ll('ll: ll,?'ll und €'x':qo-rllx'll. AuBerdem ist R ein Homöomorphismus in P-1,
uoå dur Bild des LebesguemaBes d('unter Å ist dq'. Nach [l], S. 122, (13.7.10),

ist daher

11

Da die Funktion
xn* t dx'e'"'*EE(x)

in Z1(R1) ist, gilt unter Beriicksichtigung von [1], S. 203, (13.21.7), und S. 204,

(13.21.g',),

<8, FL) : * I ar I a." I Afue2nix'e^ f dx'eznix'e' e(x).

Wegen

f _ "hnixat ,. fi .-zn1*^t{frIFJ6pg7at:ffie ." -

gilt nach tll, s. ;;, (13.e.16),

I - - -2*tr rrlFrrfF 
^

(E, sf): * J ac' J a*,ffi f dx'e'"i''e'*1*7

| ^ n -Zrtx:{vrifr - -.--' t' -: * J a<' J a*,fr4ffi 1e'+llE'll)r I dx'ezxix'E' q(x)'

hierbei ist
16' +1W ll\r ! ilx' eznix' E' 

E (x) ( I c L* .

Daher konvergiert frir gentigend groBe k (etwa ft:lnl2l*l; vgl. den Be-

weis von satz 3) das iterierte Integral absolut. wegen ul, s. 204, (13.21.g),und s. 203,

(13.21.1),ergibt sich

<E, sf) : * I o*, I or' ffi f dx' e'ni''<' tp1x1,

und fiir x"lQ sind weiters die Integrationen nach (' und x' vertauschbar:

(E,sf,) - * Io*, Io*'E',) [or'' '-znt*nttffi+2ni*'e'tM

r - I or' e-z" t.l ttffi:;t',,. -'n t n

tlM
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Fidr n:2 istnach [], S. 135, (13.9.16), und [2], S.498, Formel 3.961,2,

t :2Ko(2nellxlD,

wobei K" die modifizierte Besselfunktion der Ordnung t ist.
Fidrrn>2seianalog 4"::Qyr,...,4,-z),d4"::dnr...d4,-rund llry"llr:(Z]=ln3)','.

Folglich gilt

,Znfun- 1 llx' ll

1 
n-znelxl

4ne
eine Fundamentallösung uon

4nztz-f-
in y'.

:2f dq"KoQnYxlllmm.
Da die unter dem Integralzeichen stehende Funktion stetig und positiv ist (wegen

e>0 und x,*O), ist nach dem Hilfssatz aus 3.4

r : 2a,-z i o'-'xo(znllxll I e'z+ pl dp

und nach [2], S. 705, Formel 6.596,3,

t : 2.,-, ffiW K - a, a {2nellxll)

:'(ffi)"'' K'''-'{2nellxll)'

Somit haben wir

(,p,sI") : ) 1o*,1dx'E(x) (#)"'-'o ,,-,(2nellxll).

4.3. Mit den in 4.1 und 4.2 gewonnenen Funktionen definieren wir fiir z I

.t

k,(x) :: fi e-2""t't

und fiir z>2

k,(x) :-{*[#)'''-' *nt2-t(2nellxll) riir x * o

[0 fiir x:0.
Im Fall n-I ist k,€LL und ffi,:k,.

Also ist
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Wir werden zeigen, daB k"(LL auch ftir n>-2 gilt. Dazu wenden wir wieder

den Hilfssatz aus 3.4 an. Nach [2], S. 958, Formel 8.432,3, ist

l3

(#)'''-' *ntz- L(Znelt xll) -

:(ffi),l2_Lffi(zellxll),l,-,[,_2rellxll,(t,_1)(n_a)l2dt

r0l::&illz-1tn_,{g_2nellxll,(t,_1)(n_alr,dt,

also gilt k,(x)>O. Weiters ist ([2], S. 684, Formel 6.561, 16)

+ i #r-'|Kntz-LQnet)dt: @#r, i o't'K,,,-,(o)de
o,

: **zry 2trtz-t r (wy!y) r Pq!]:f1
f (nl2)2t2-t r@12): 
VVTzn"izV'rt 

: 
VTqn.z'

Also folgt aus dem Hilfssatz in 3.4

!n"a*:W-#,
womit k"(Lr gezeigt ist.

Daher ist k" auch ffir n=2 eine Fundamentallösung des Differentialoperators

4n2*-ln
in g'.

Ftir n -2 ist

k,(x): *Ko(2nellxll) (x *o1,

und ftir n:3 folgt aus der obigen Integraldarstellung

k,(x): *r1p)nltz, [ ,-znenxu, dt: ffi (x * 0).
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4.4. Als nächstes geben wir eine Abschätzung fiir k" im Fall n>3 an. Aus der

Integraldarstellung folgt (x*0)

k"(x):ffi** Ir-u'u'u" 
(t'?l-"" *

=Åhl'-znn'r"s'-srls
r]o-$t2f (n-2)

2r (@ -L)12)(2n llxll)'-'

nach Definition der Gammafunktion. Also gilt

(x) k"(x)=ffi:rilrfo @*o)'

Weiters folgt aus der Integraldarstellung

ro-srlz :
k"(x) : 

fu f e-z"n'tt{t + 
") (tz + 2te)@-$ tz dt

*(n-il12: 
ffi 

e-}tttxtt' f e- z"tt*w 
1tz I 2167<n -$lz 41'

Nach dem Hilfssatz in3.4, angewandt auf n:1, ist

ku^(*):ffi9-znllxll$lnlfe_2f,llxlllyl(y2+(2lm)lyl\b-s,t2dy,

woraus nach dem Satz tiber majorisierte Konvergenz ([t], S. 122, (13.8.4)) folgt

l11g 
kv,(r) : #h ! e-z*ttxnrtrlyl'-,dy.

Riickverwandlung in ein uneigentliches Riemannintegral nach dem Hilfssatz liefert

lT"ku^@) 
: ffi i e-zotr*ttt r-t dt

Tl(o-$tzf (n-2) B:ry:-11r1,*r'
Fnr rleg wird nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz

Ji* (f, k b) : l4 I n,,^{ dx : I qg-k1,^){r itx,

da wegen (x) (x#0)

k 1^@\lr!r(x)l = r(,råp" l(r +ilxlla)t(r)l)#)T,ll,*
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mit einer Konstanten K gilt. Auch ist

1

(r+ilxil5llrl,-(z''
Damit ist gezeigt, daB durch

E,(rl):: {ffiV* riir te s

eine stetige Linearform auf g definiert ist, das heifiti Eo(g'.

4.5. Aus der Gleichung

# <*, ku^) - (fu, a,ku^) : (*, ö)tn'
fnr te g folgt daher

t\# $' ku') - ly-<t"h ku') : <tL' ö>'

sowie
L*2

Jg # J'.11 
(t, k,r^)- Jgx (/^V, k,m) : (t, 6)

und

-/ fJ,g kttu) /,tL dx : (t, 6).

Daher ist

oder -</,'l', E,) : (t,6)

-<tL, Å"8"> : ({,ö).

Filr nZ3 ist - E, eine Fundamentallösung des Laplaceoperators in g'.

Bemerkung. Ftir die in (x) eingeföhrte Korstante.B findet man mittels

r (n -2) : r (2(n - Uz)) : I r 612 - t)r (@ - r)12)
Yn

nach [2], S. 938, Formel8.335, I, den Wert

IB: 
@4)a,'

4.6. In den Fällen z:1 und n:2 miissen wir etwas anders vorgehen, da die
Grenzwerte

ly-#e-z**,il und ty-+K,(#*u) @*o)

nicht existieren.

15
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Im Fall z: I ist

ty#(e-z*txtn-rl : -å hl.

Da

l#r-*,,u.-1;l =lwt
ist, folgt ftu t€9

ll, ar ff (e-zttxttm -r)l = + lxl I/(x)|.

Nach [15], 5.275, Theorem 25.5, und wegen ?cLL ist nlt(Lr.
Fir n:2 gestaltet sich die Betrachtung schwieriger: Wegen der Reihendar-

stellung von Ke nach l2l, S. 961, Formel 8.447,3, gilt

I<"(2nellxll): -(log nellxll) Io(2n tl,il) +ä pn,il*fi)u ffi
ftir xl0, wobei 1o die modifizierte Besselfunktion erster Art und Y die Psifunk-

tion sind. Es ist /o(0):1 und y(1): -C mit der Eulerschen Konstanten' C (121,

5.946, Formel8.367, 1). Also ist fijr x*0

liru (Ko(2ze llxll) +log e) - -los z-log llxll - Cslo
oder

lim (Kr(2ze llxll) *log e*l og n + C) : -tog llxll.
s+o

Als nächstes soll k" (x) abgeschätzt werden : Aus der weiter oben angegebenen Integral-

darstellung folgt

k,(x) : j xolznellx} : * i "-z,ettxttt +

:* [,**,#E (x*o)'

Wir zerlegen dieses Integral in 3 Teile:

k,(x) : *(! #. ! #** f # d,)

ftir 0<r<1. Der erste Summand wird

i dr , 1+yr-e'z

! l"-82 
v I
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Wegen

folgt

l= 
V-znuxnr- 1I = llxll r2n lr/

| 
0",r, +*(tog e * tog n *t) 

I

= *(,"*(r+ /G)+toe n*c+llxlt il-e'z+
,*2nllxll

2nllxll/;e' )

Speziell fiir s<ll2 folgt

lo"O, 
**(toge*tog n*c)l= *(toe2n+c+ttrff +-j- 

1.

Fit rL€? ist 
eog2n*c*llxll)f €r,

wegen [15], S. 275, Theorem25.5, und ?cLL. Weiters ist nach dem Hilfssatz in
3.a tlllxll€LL.

Wir setzen nun

und

Wegen der angeg

gig sind, gilt ftir

Weiters ist

l-# riir n

d^ i: 
1* ['"* ]*los *+c) riir n

[-*o, riir n-l
f (x):- {

t-*Ioe llxll fiir n:2.

ebenen Majorisierungen durch ll-Funktion
rlre g

Jg I Q',,*(x) + d*)V dx - [ fl' a*'

1
].

-1

en, die von m urLabhän-

ff<*,ku^)-('l',/,ku^): (/, ä) und Åna^:o'

Also wird

# rr, t, *) * # (,1, o^) - #,r, o-) - (t, Å,ku *) - (t, a,a^) : (r!, 6)

und

ff 1'l aXk,,-(x) +.1 a* -ff o*(t, r)

-[ tt",tD{i(kr,^(x)+a.)dx : (*, ö).



t8 NonsERr OnrNrn

Folglich ist

byr#)t rL@)I(x)dx-1g-(#*)<{,,r)-I u*nrdx : (*, ö)

und

I t,,Y1-1ax : (t, ö).

Im Falle n: I ist -f im Unendlichen schwach wachsend, also erhalten wir

f l.rlrefldx: (Åo{, -f) : <r!r, /,(-f)>
und

#(+):'
Fttr n:l ist eine Fundamentallösung des Laplaceoperators in 9' durch lxll2

gegeben.

Weil

iwo,:i? i+#0,* i#ol:i,
([2], S. ,rr, 

o"orro., 

4.231, t2)mit der 
"uru,uor]n.n 

Konstanten G ist, fotgt frir
n:2 und *€9 nach dem Hilfssatz aus 3.4

{lrosltxllurldx=-tlffil dx - cc,t, f #0,,
und folglich ist Er€9', wenn

E,({) :- * [ rorilxilr| dx

gesetzt wird. Es gilt somit

(lr,lrEr) - <Årr!, Er) - (l/, ö>.

Filr n-2 ist E, eine Fundamentallösung des Laplaceoperators in g'.

5. Die Existenz von Fundamentallösungen in g'

Neben Problemen der tatsächlichen Konstruktion von Fundamentallcisungen
wenden wir uns ie%t der Frage der Existenz von Fundamentallösungen im allgemei-
nen zu. Wir werden zeigen, daB jeder nichttriviale Differentialoperator mit konstanten
Koeffizienten eine Fundamentallösung in 9' besitzt.
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5.1. Zunächst ist klar, da8 fiir E(9' die Aussagen

P(O)E: 6

und
(q, P(0)E) : (q, ö): e(0) fiir alle E€ I

und - nach Definition der Transponierten -
(P- (0)E, E) : (P(-l)E, E) : E(0) fiir alle Ee I

äquivalent sind. Hat P(å) eine Fundamentallösung ,E, so gilt also

(1, E> : E(o)

för alle {r(9 der Form ry'::P(-|)E mit «p?o.

Daraus kann man leicht vermuten:

Satz 2. Falls die durch

L: P(-l)O * C, {/ - 9(0)

fi)r $:p1-0)E und <?€.9 auf dem (Interuektorraum Pe»Q (uersehenmit der

uon 9 induzierten Topologie) definierte Linearform stetig ist, existiert eine Funda'

mentallösung des Dffirentialoperators P (0).

Beweis. (l) Z ist wohldefiniert: Gilt frj'r Er, E2(9

rL = P(-l)Et: P(-|)qz,

so erhält man durch Fouriertransformation

P(-2niOF (qr-Er) : O.

Ist N die Nullstellenmenge der Funktion (*P(-2riO, so gilt

$(Er-Er):o in CN'

Da [If dicht in R'(vgl. [8], S. 11, 2.2.) und t-fr(E.',-E )(O gleichmäBrg stetig

ist, wird
fi(Er-E) :0,

woraus wegen der Isomorphieeigenschaft der Fouriertransformation

et: ez und speziell Er(0) : Er(0)
folgt.

(2) Ist I stetig auf P(0)9, so hat L nach dem Satz von Hahn-Banach eine

stetige Fortsetzung E auf ganz 9. Wegen der Fortsetzungseigenschaft ist frjr ECO

(P(-l)E, n> : (P(-})E, L) : E(0),

womit E eine Fundamentallösung ist.

19
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Bemerkung. Der Satz zeigt, daB sich die Frage nach der Existenz einer Fun-
damentallösung des linearen partiellen Differentialoperators P(å) auf den Nach-
weis der Stetigkeit des linearen Funktionals L reduziert.

5.2. In den nächsten Sätzen soll nun die Stetigkeit von ,L gezeigt werden.

Satz 3. Fiir rlt(9 und a€.Rn ist

l!(a)l= c,( Z f 16tgpa)'tz- cn( Z ll1t,l,ilZ)''',
\Ul=t /zl+r \Ul=t /zl+r )

wo C, eine nur uon der Dimmsion des Raumes Ro abhcingige Konstante ist.

Beweis. Nach [15], S. 268, Theorem 25.1, wird

t@): ! er"*e 1f,g61aq
fiir x€R'. Fiir a(P folgtdaraus

It@)t = | lruae.
Ftir Rep>0 und Re 4>0 ist

B(p, q) : j u-g-)e-t 4,

das Eulersche Integral erster Gattung. Wir setzen t:rzl(l *r2). Dann wird

B(p, q): z [ ,l'o-'*4: =.- v' a' - 
! (l +rz1o*e'

Daraus folgt

f n-rr*rz1-s dr : I n(+, '-+) riir s€ R mit s-nl2 > o.

Nu"f, å* Hilfssatz in 3.4 ist daher

und 
(1+ll(ll)-"€21 fiir 3 > nl2

/tr +l<tt)-'ac : ff n(+,'-+) : n'tz 
r(Y!12)

([2], S. 950, Formel8.384, l). Also ist

(l+lltllz)-"tz< L2,

wetn s-nl2 ist. Da wegen ?cLz

gtl € Lz und (t +ll€ll'z»t' gt| e L'z
gilt, folgt aus

l,t,@)l = [ ls,nd.€: I (1 +llfll)-st2(1 +llfllr)'/, l@,tD@ldc
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nach der Hölderschen Ungleichung

l,t, @)l = I | 
(1 + il ( ll,) -"/, I l, I I 

rr + ll äl\" t, s *ll,

: n ,n1[|!y!2(/ rr +I6il,) "ls,l,l, dc)'t'.

Elementare Formeln ergeben mit s€ N

(r +l(il,)" :,4, (;) ,,*2"#r, = (pg" (;)) '' ,,2"8'.
Eine mögliche Wahl fiir s ist daher s:[n/2]+1. Sei

(
c, .: TE t 4 t:%lilo= "Tr?Ä 

*, (tn 
I z +') u t rt* r I r) "1

Dann gilt,

l*@)l = ",(,o=rZ^*, ! e'i lr,lp a*)''': ,,(,,=äo*,llu s,t M)'''.

Nach [5], S. 277, Theorem 25.7, ergibt sich

I
(iFrlt : @il, s (0i V);

nach der Parsevalschen Formel ist

also auch 
lls (oi {/)llg : lliil {tll?.,

Zusammenfassend erharten wir 
ll( g{'ll1, 

= ll}j tlrllz'

l* @)l = ",(,o=åo*,llot,t 
ll\)'''.

Bemerkung. Die Aussage des letzten Satzes kann auch folgendermaBen for-
muliert werden:

Wird I mit der von der Norm

ll . llr,r,*r, 9- f0, *), t * (,,=rÄ*rll}i rl,V)'t'

erzeugten Topologie (die gröber als die Topologie von I ist) versehen, so ist ä,
bereits in dieser Topologie stetig. Die Vervollständigung von I wter dieser Topolo-
gie ist der sobolevraum 

Hlnrzl+r --wtntzr+,,z.

AIso läBt sich äo stetig auf Hlntzl+l fortsetzen. Wird die Fortsetzung von äo wieder
mit äo bezeichnet, so gilt also

öo€ 1Ht"l'l+r)' - H-t"l'7-'.

2t
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Bezieht man Sobolevräume beliebiger Ordnung in die Betrachtung ein, so gilt

öoql{-{"tzl-' mit e>0.

5.3. Den entscheidenden Schritt bewältigen wir in

Satz 4. Sei
P(o)E ,: 

,rV=*oioi 
q, ai€c, E( g

ein linearer partieller Dffirentialoperator der Ordnung m(No. Mit jedem e>0 gilt
filr alle p(NB und alle tp€0:

ll 
p@ (0) qll, = (+)' ^ p, *, p (0) Ell 2.

Dabei ist P@)-»eP filr p(Nt.
Beweis. Es geniigt, die Ungleichung fiir p:(1,0,...,0) zu beweisen und dann

den allgemeinen Fall durch Induktion herzuleiten.
Die Modifikation des Hörmanderschen Beweises durch Treves beruht auf fol-

genden Beobachtungen:

(a) P(O)E:ExP(0)ö frd,r EQs,

(b) P(A)ä ist eine Distribution mit kompaktem Träger,

(c) xrP(å)ä:po'0,"',0)(å)ä, also nach (a)

po,o,..., o) (0) E : E x (ap (0) ö).

wir beweise' (")'äj::,0)(o 
: z jtaici,_lt{,... (i^.

1=Ul=m
Mit lt(9 ist

(!, x1P(0)6) : (x,t, P(å)ä) : (P- (O)(xrg), ö)

: (,r,ä (-t;t'tt aioi(x'{)' ö)'

Nach der Leibnizschen Formel ist

oi (x,,lD : 
,=Zr(l)ot 

x,oi-r1y

:-.»i*t(.. -j 
\: x1ärry'*[(1, 0, ..., o))at,-r* 

t,+...+i"(t,

also haben wir

(t, xtP@)ä) : (,,,]*ai? l)ul ir0i,-L*iz*".*r, t, ö>,

(*rPi V, ö>- 0 und (,r, o: , o)) : ir; somit ergibt sich

(t, *rP(å)ä) : (!, P<,,0,"',ol (å)ä).

wegen
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Mittels der Aussagen (a)-(c) beweisen wir die Ungleichung

ll E x (xr 7)ll z =- c lleett 
x tt (q x T)ll,

ftir eine Distribution I mit kompaktem Träger. In der Tat werden wir auf den näch-

sten Seiten

(x) llqxu,J)llls lleeilxrr (ExT)ll,frilv*{*rr1[,1-11ex(xir)ll,)

beweisen. Setzt man fiir Twieder P(ä)ä ein und frihrt noch einen Induktionsbeweis
tiber den Grad m des Operators P(å), so ergibt sich die gesuchte Ungleichung.

Zum Beweis von (x) benötigen wir 3 Hilfssätze:

Lemma l. Filr E(.9 und T€9' gilt

xt(ExT) : E x(xrT)*(x1E)*7.

Beweis. Nach Definition ist

@xT)(x): ((y * E@-y)),7)
und daher

(x' (E x n) (x) 

:_.;;:;: :;l} 1; lil i :';?: : ),r, ": ((xrq) x T) (x) + (E x (x, r)) (x).

Lemma 2. Sei

Qs, w), :: ! ow dx fiir a, w€ L2

und weiters E(9, TQg', {, (9, S€.8'. Dann ist

(E x,S, t xT)r: ({ x S- , cp xT-)r,

wobei T- durch T-(p)::Z(S) fi)r pe I definiert rsr (C-(x):C(-r)). Insbeson-

dere wird
llE x,Sll, : llq x,S-llr.

Beweis. (l) Ist g stetig mit kompaktem Träger und/stetig, so wird

G, f), : I s@)I@) dx : I s- G x)J@) dx : (g- xl)(0).

Diese Gleichung kann auch in der Form

G-, I), : (gx/)(0) : (/x g)(0)
geschrieben werden.

(2) Da supp S kompakt ist, folgt g x S€ I nach [5], S. 288, Satz2l.l.
(3) Also wird

(E x S, t x T)r: ((E x s)- x (-/ x 7)) (0).
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(4) Es ist
(E x,S)- (x) : (E x ^S)(-x) : ((y - E(-r-y)), S)

: (y * E- @-y), S-) : (E- xS-)(x).

(5) Die Distributionen Re 7 und Im 7 seien definiert durch

(*"1linl': l'lllt]] riir reerwertige q<s.
(ImO(q):: Im(r(a))

Dann ist
. (o, ReZ): (Reo, Ref)+,(Imo, ReI)

: Re(Re o,T)*iRe(Imo,7) fiir o(9.
Ebenso wird

(o, Im I) : Im (Re o, 7") * i Im (Im o, T),
also

(o, Re T - i Im f) : (Re oJ) +, (kn o, f)
: (Re oJ)=]Im oJ> : <6J>.

Definiert man f::Re T-i Im 7, so ergibt sich

(o,T): <af> oder (o,T) : <rJ>.
(6) Also erhalten wir

(Ex^S, rltxT)r: (@- x,S-)x(lx f)tOl
und weiters

(E- x 
^S') 

x (V * T) : (V x T) x (E- x,S -) : ((/ * 7) x E 
-) x,S -

: (E x(V x T)xs- : (@- x[)xT)x,s- : ((/xe-)x 7)x,s
: (V x(E- x 7)xS-) : (@' xT-)x{)xs- : (q'x 7)x(lx^S-).

Daher folgt nach (1), (4) und (5)

(Ex,s, txT)r: (@- xT)x(fi xs-Xol : ((/xs-)-1,9;i:1,
: (ry'-x,S, E' xT), : (V x S-, rp xT-),

Lemma 3. Filr e€9 und S(E' ist gx(xrS)eZ'.

Beweis. Nach Lemma I ist

(x1 (9 x 
^S), 9 x (x1S)), : (E x (xr S), E x (x, S)), + ((*rq) x § 9 x (x1 

^S))r.
Somit erhalten wir

ll9 x (xrS)ll! : (9 x (xyS), 9 x (x.^S))2

: (xr(Ex S), 9 x (xrs))r-((xrp) x § 9 x (xr§))r.

Aus der Existenz der beiden rechtsstehenden Integrale folgt

E x(xrS)€L2.



Fundamentallösungen und Existenz von schwachen Lösungen 25

Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir nun den Satz in mehreren Schritten;

sei dazu E(9 wd TQE':
(1) Nach dem Beweis von Lemma 3 wird mittels Lemma 2 und I

(r, (E * T), E x (xrT)), : ll E x (x, 7)llB + ((x, E) x T, E x (xrT)),

: llE x(xrT)l]Z+(E xT- , (xrE) x (xrT)-)2

: llcp x(x{)llZ+(q xT- , x1(E x (x17)-))z- (E *T- , E x (xr(xrT)-))2.

(2) Wegen lxrl=llxll und ellxll=e'tt'tt ist mit e>0 lxrl=(1fe)s"ttxtt. Also ist

elxrls-eltrll<1 oder llexre-"lr'rll-=1.
(3) Wir haben

(rp * T- , xr(cp x (xrT)-))z : (O le) e€rrrrr (g xT-), exre-€rrrrr(E x (xr r)-))r.

Nach Lemma 3 ist Ex@Ln- (22, also antch x1e-'trxrr(9x (*rT)-)(L' und nattir'
lich wegen der Kompaktheit des Trägers von Ex 7- noch (lle)e"tt'tt(rpxT-)472.
Somit ergibt sich

l(E*f 
-, xr(px(xrT)-))rl = ll(|ie)e'r'r @xT-)llrllexre-"tt*ttll*llE x(xrI)-ll,

< (1/e) ll e"rr'r' @ x T' )llrllE x (x, 7)- llr.
(a) Wir schätzen ab:

".''*:,,'),:,::"1#j::l'.;:'.;:'r:1,':;,lr;il''

-- (l /e) ll e' rr' r' @ x T)llrllE x (x, 7)ll r.

(5) Es ist gx(xr(xrT)-):-qxxl(T-) und nach Lemma I

«p x xlT- : xr(E x (xtT'))-(xrE) x (x, 7-)

: x?(Ex 7-) -xr((x rq) x T -) - (x1<p) x xrT- .

Die drei Funktionen der rechten Seite gehören zu L2; die dritte nach Lemma 3

und die beiden ersten, da die Träger kompakt sind. Also folgt Exxlf-6D. Es

wird

(6) Es ist

da mit
A:- supp ((E * T-)-@ * r))

nach Lemma2 gilt

lle',' 
*,t(ExT--Exf)ll|= sup nzett*,r llE xT--ExTllS:0.

xt(xtT)- ))1, = llE x T- llrllE x (x? T-)ll,

= lle',, 
*t (E rkT- )llrll E x@?f-)llr.

llr',, 
*,1 (E xT-)ll, _ 

ll ,ettx,,(E x 7)llr,

l(E*T-,Ex(
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(7) GemäB Lemma I und 2 erhalten wir

llq x (xrT-)- E x(xrT)ll! : ll<p x xr(T- -T)llZ
: llr,(q x (r - - T)) - (xr@ x e - - fllli
=, (::B lx,lll q x (r - 

- r)ltB + lt(x,q) * (z-- Dil B) : 0

mrt .B::sup (E x(T- -I)). AIso ist

ll9 x(x.7-)ll z : llE x(xrT)ll2 und llE x (x[)- llz : llEx(xrZ)llr.
(8) Ebenso wird nach Lemma I

llq x (xlr - 
) _ E x (x?r)lll : lle x (x?e- _ r» 

I lg: ll*r@ x (xr(r- -T))) - (x, E) x (x, (T- -T))llg: ll*,(*r@ x Q 
- * T)) - (x, tp) x (T' - T)) - (r, E) x (x,(r - 

- r) | lå

= 2 (sup xi ll q x (r - 
- r)ll| + ll1x, q1 x (r - 

- r)ll! +l 
| 
(x, e) * (r, ( r - 

- r))li\),

wobei die ersten 2 Ausdnicke nach Lemma 2 verschwinden und der dritte nach (7).
(9) Aus (1) folgt nach der Dreiecksungleichung

ll E x (x rT )11'z, = ( I /e) I J 
s' tt, tt (E x T )ll rll E x (x rT )ll 2

* ll d tt' tt (E x T - 
)ll rll E x (x!T - 

)ll, -f ( I /e) ll e' il, il 
@ x r )fi ,ll E x (x, r-) ll,

unter Verwendung von (4), (5) und (3).
(10) Daraus folgt mittels (6), (7) und (8)

ll q x @rDll,, s ll se Ir x tt (q x T)ll r((2 I e) ll E x (xrT)ll, + ll E x (xf e ll r),
womit die Ungleichung (x) gezeigt ist.

(11) sei nun T:P(O)ö. wir beweisen den satz durch Induktion tiber den
Gradm des Differentialoperators p(å). Sei also m:1, das heiBt

': 
',V=''aioj 

ö'

Dann ist

* *, : 
,,ärai(E 

x 0i ö) : P(0)E

und
*r' :,rära ix, oi ö : -4{r,0,...,s;ö,

also nach c) am Anfang des Beweises

p<r'o' "''ot (0)q : {p x X1T : - a6,o,...,o1(p.
Weiters ist

xlT : - a6,o,...,o1xrä : 0.
Also folgt aus (10):

11 

p<t' o' "', or 
19; qll, = Q l e) ll e",, 

*,, P (0) qll r.
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(12) Es gelte der satz mit p:(1,0,...,0) ftir alle Differentialoperatoren der

Ordnung mtnd es sei P(å) ein Differentialoperator der Ordnung l7*1. Dann ist

"tt,o 
"',0)(fl) ein Differentialoperator der Ordnung m, so daB nach Induktions-

voraussetzung gilt:

11 

p«2, o'..., or 
16; d, = +;1 

p«r, 0, "', or 
1B; e1; r.

Dazu äquivalent ist

llE x x! P (0) ö1, = + kp x x, P (0) 611 2.

Aus (10) folgt damit

llE x xrP(0)öll3 = llr"u'u 1e xrla;a)ll ,((zldllExxrP(å)ållr+ Qmle)llE xx'P(ä)äll)

und

ll 
p(L 0,..., o) (å) *n, = 

uP \e"il*| p (0) rpll2.

Bemerkung. Ist ein a,lO f.jr i€N[ mit lil:*, so gilt

la tl i t ll Ell z = (+)^ k",' t p (0) Ell z.

Also folgt aus P(å)9:0, daB llEllr:0 und daher E:0 gilt, weil E stetig ist.

Folglich ist P (å) : I - I injektiv, womit ein neuer Beweis von Satz 2 gewonnen ist.

5.4. Wir beweisen

Satz 5. Das durch

o - fo, -), * - l,,Z,lleqt'n 
ai *yg)''': (,,2, ! e'"u*trl}i,ol' d)'t'

erkldrte Funktional ist (filr 6>0, r(Ns,) eine stetige Halbnorm auf g.

Beweis. Es ist zu zeigen, daB fiir jede kompakte Teilmenge K aus R' die Halb-

nonn
gx - lo, *), , -(,,2, ! er",t*ul}i E1z 4*1rrz

stetig ist. Es wird fijr E€Oy

) f sz"tr*tlfli qlz dx < sup e2'|x\ Z .f Vt Ell|i Eldx
liE, u x €ff Ul=r "

= :r1pr,,,,,,, :8, ::p" l}i 
E@)l ,,2,1 l}i Elitx

wo p(K) das MaB von K ist.
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5.5. Jetzt können wir das Theorem von Malgrange und Ehrenpreis beweisen:

Satz 6. Jeder lineare partielle Dffirentialoperator mit konstanten Koeffizienten
hat eine Fundamentallösung in 9'.

Beweis. Nach Satz 2 ist die Stetigkeit von L zu zeigen. Dazu wenden wir Satz 4
auf den Differentialoperator P(-0) und auf ein p€Nä mit lpl:* an. Dann
ergibt sich

also

Weiters folgt aus Satz 3 fiir a:0

IEQ)I=c,( Z llotEBl'''
\.; =tzi2l*l ,

und daher

lE(o)r = r"(+)^ 
--i;6(,r=?ro*,rieEt 

xt aj (p(- a)ql1),
sowie

lr(Dl = "(,0=?rr*r11e'n" 
0i rTyg)u,.

Wegen Satz 5 ist dann L aaf P(-|)O stetig.

Bemerkungen. (l) Das Problem der Existenz einer Fundamentallösung in
9'wäre auch gelöst, falls die Existenz einer Fundamentallösungin 9'nachgewiesen
werden könnte. Dieser Nachweis ist durch Hörmander [5] und Lojasiewicz l7l
tatsächlich auch gelungen. Wie jedoch Hörmander [4] bemerkte, haben Fundamental-
lösungen in 9' fld,r gewisse Differentialoperatoren (mit konstanten Koeffizienten)
Eigenschaften, die Fundamentallösungen dieser Differentialoperatoren in 9' r-rcht
haben können.

(2) Mittels des Satzes von Paley-Wiener-Schwartz ([15], S. 305 tr) kann man
zeigen, daB Fundamentallösungen in E' nicht existieren.

6. Die Existenz von Lz -Lösungen linearer partieller Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten

SchlieBlich beweisen wir

Satz 7. Ist Q eine beschränkte, nichtleere und offene Teilmmge aus R" und
P(0) ein Dffirentialoperator in 9'(Q) mit konstanten Koffizienten, so gilt:

l(-1) tptapl pr ll allz=(+)* ilr,ilxilp(- 0)Ellr,

llErll = ffill e'" xtt P(-a) Eilr'

P(0) L'(o) ) LL(o).



Beweis. (Malgrange [10], S. 38.) Es sei ftir E€9(O)
P(0)q ,: 

,,,2^oioi 
E.

Fiir die durch
tE@) x€Q

@(x) :: i o xe [o
definierte Funktion Q gilt Q€9. Also folgt aus Satz4 fiir ein p€Nä mit lpl:m
und fiir den Differentialoperator

p(-0)rl, ,:,,ä^(-t;,;t ai0it fiir {/<9
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die Ungleichung

la,l pt ll Qll, = e)^ pt * | P (- o) Qll2.

Die Beschränktheit von O liefert

la,lll4ll,= (?)' ::t e" il'il llP(-å) @lle.

Daher ist
llall,= cllP(-D)011,

mit einer gewissen Konstante C. Weit ll0llr:lh/llr,( o, f:drr rtr€9(O) und P(-fiq:
:(pe»E\^ ist, gilt
(x) llEllr,<q = CllP(-0)Ellr,<ot.

Fnr f(Lz(a) sei Z: Peil0@)*C durch

Lr! :: (E, I), mit P (- D) E : r!, E < I (O)

definiert. Diese Definition ist sinnvoll, da P(-å) a:uf 9(A) wegen (x) injektiv
isr. Z ist weiters wegen (x) eine stetige Linearform auf dem Untervektorraum
P(-»9@) von Z2(O), wenn dieser mit der von Lz(Q) induzierten Topologie
versehen wird.

Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es dann eine stetige Fortsetzung Z
von I. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es weiter ein u(Lz(A) mit

Lg : (g, A), ftir alle C< L'(O).
Daher ist fiir E€9@\

L(Pe»E) : 7r1-01E, a)2,

sowie
L(P (- 0) E) : L(P (- 0) E) : (E, I),.

Somit haben wir
(pe»E, a)r: (o, f),

und
(E, P(0)u) : I of dx,

wobei u als Distribution aufgefa8t wird. Diese Gleichung aber bedeutet genau

in 9'(Q).
P(0)D - f
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