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FUNDAMENTALLOSUNGEN UND EXISTENZ
VON SCHWACHEN LOSUNGEN LINEARER PARTIELLER
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN

NORBERT ORTNER

1. Einleitung

1.1. In der vorliegenden Arbeit wird zuerst eine Definition einer Fundamental-
16sung eines linearen partiellen Differentialoperators mit konstanten Koeffizienten
als Distribution!) gegeben. AnschlieBend wird von einigen konkret gegebenen
Distributionen gezeigt, daB sie Fundamentallosungen gewisser Differentialoperato-
ren sind.

Im zweiten Teil der Arbeit wird dann eine Fundamentalldsung des Laplace-
operators durch Penalisierung und Fouriertransformation gewonnen: Die Fourier-
transformation liefert eine Fundamentallésung von 4,—4n%e?. Der Grenziibergang
£}0 ergibt eine Fundamentallssung von 4,. Ebenso kann man Fundamentallsun-
gen etwa des Wellenoperators oder des Wirmeoperators ermitteln.

Im dritten Teil wird eine von L. Schwartz [12] angegebene Beweisskizze des
Malgrange—Ehrenpreis-Theorems iiber die Existenz einer Fundamentallgsung eines
linearen Differentialoperators mit konstanten Koeffizienten unter Benutzung von
Ideen von F. Treves [14] ausgearbeitet. Dieser Beweis verwendet keine funktionen-
theoretischen Hilfsmittel, im Gegensatz zu dem urspriinglichen von B. Malgrange
[9]. Etwas abgeindert findet man den Beweis von Malgrange noch in Hérmander
[6], S. 64—66, und Rudin [11], S. 195—197.

SchlieBlich wird die Existenz von schwachen L%-Losungen linearer partieller
Differentialgleichungen untersucht.

1.2. Ist Q eine offene Menge in R", so sei £(Q) der Raum der unendlich oft
differenzierbaren Funktionen, versehen mit der Topologie der gleichméBigen Kon-
vergenz beziiglich aller Ableitungen auf allen kompakten Teilmengen von Q. Ist

1) Benutzt wird die Distributionentheorie von L. Schwartz, wie sie in vielen Lehrbiichern
dargestellt ist; gegebenenfalls wird auf Sitze der Monographie [15] von F. Treves hingewiesen.
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K(c Q) kompakt, so sei % (Q2) der Raum jener Funktionen aus &(Q), die ihren
Trager in K haben. Der Raum 9, (Q) werde mit der von & () induzierten Topolo-
gie versehen. Ferner sei 2 (Q) der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funk-
tionen mit kompaktem Tréger, versehen mit der Topologie des induktiven Limes der
Réume 2, (Q).

Die Réume &’(2) und 2°(Q) der linearen und stetigen Funktionale auf & (Q)
und 2 (Q) werden mit der starken Topologie versehen. 2’(Q2) heiBt Raum der Dis-
tributionen in Q. Der Raum &’(2) kann mit dem Unterraum jener Distributionen
aus 2’(Q) identifiziert werden, die kompakte Triger in Q haben. SchlieBlich kann
der Raum L} (Q) der Aquivalenzklassen meBbarer und lokalintegrabler Funktionen
mit einem Teilraum von 2°(Q) identifiziert werden. Die Elemente von 2’(Q) werden
gelegentlich auch als verallgemeinerte Funktionen bezeichnet, so daBl symbolisch

{Funktionen} = L (Q) € 2'(Q) = {verallgemeinerte Funktionen}

geschrieben werden kann. Den Raum der Aquivalenzklassen meBbarer und quadrat-
integrabler Funktionen bezeichnen wir mit L2(Q). Es gilt L?*(Q)cLi.(Q). Die
Norm in L?(Q) wird mit || |,, die Norm in L*(Q) mit || ||; bezeichnet.

Fir Q=R" wird §(R")=¢&, 2(R")=2, L*(R")=L? usw. geschrieben.

Fiir die Fouriertransformation bendtigen wir noch den Raum & der unendlich
oft differenzierbaren Funktionen, die samt allen ihren Ableitungen schneller als der
Reziprokwert jedes Polynoms im Unendlichen gegen O gehen, versehen mit der
iiblichen Topologie [15], S. 92. Dann ist &’ der Raum der temperierten Distribu-
tionen, der ebenfalls mit einem Unterraum von 2’ identifiziert werden kann. Wir
haben dann 9c¥cé& und &'cF’'CP’.

1.3. Die fiir den Beweis des Malgrange—Ehrenpreis-Theorems grundlegende
Ungleichung
I1PP@)ell, = Clle”*"P@) pll,

wurde in Schwartz [12] nur zitiert. Sie findet sich fiir L2(Q) mit beschrinktem Q
und daher ohne den Faktor e®'*' zum ersten Mal in der Dissertation von L. Hor-
mander [3], S. 183—185. Im folgenden wird diese Ungleichung nach einer Idee von
F. Treves [14], der den urspriinglichen Hérmanderschen Beweis modifizierte, in
R" bewiesen, wozu nach Hoérmander die Einfiihrung des Faktors e®'*' nétig ist.

Fir wertvolle Hinweise danke ich an dieser Stelle Herrn 1. S. Louhivaara.
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2. Partielle Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten und
Fundamentallésungen

Sei P ein Polynom der Ordnung m auf R",

.P:R”-’C, 6'—"2015",
ljl=m
mit komplexen Koeffizienten a;€6C und meN, (j=(ji, ..., J) ENG, || =jr+ ... +ja)-
Ferner sei angenommen, daB mindestens ein a; mit |j|=m von Null verschieden
ist. Ersetzt man ¢ durch 0=0/0x=(9/0x,, ..., 0/0x,) und schreibt man
o — [i]": oMo
ox ox’ oxft ... oxin’
so ergibt sich danach
3|jl¢ .
P@ o= >, a=5g fir ¢p€92

ljl=m

eine Abbildung
P@): 2~>9, ¢—P@o,

die man einen linearen partiellen Differentialoperator (mit konstanten Koeffizienten)
nennt. Die Abbildung
5 ollg
P . 9 - — : —‘1 !"I —_—
@:2~9, ¢ 2 a; (=D 55
heiBt der dem Differentialoperator P(0) adjungierte Differentialoperator.

Jeder Differentialoperator ist eine lineare und stetige Abbildung von £ in 9.
Also existiert die Transponierte ‘P~ () als lineare und stetige Abbildung von 2’
in 2’. Sie heiBt der dem Differentialoperator P(Q) entsprechende lineare partielle
Differentialoperator in 2’ und wird wieder mit P(9) bezeichnet. Diese Bezeichnungs-
weise findet ihre Begriindung in folgendem Konsistenzsatz: Ist f€C™ und T die
zugeordnete Distribution, so gilt:

PO)T, =T, mit g:=P@)f:= 2 a;df.
lil=m
(Wegen C"c L c2’ wird in Hinkunft zwischen f und T, nicht mehr unter-
schieden.)
Ist T€9’, so heilt jedes S€2’ mit

PO)S=T,
eine Losung der Differentialgleichung
POX=T.
Sei 6 die Diracsche Distribution. Eine Lésung der Differentialgleichung
POX =9

heiBt Fundamentallosung des Differentialoperators P(9).
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Satz 1. Sei T€& und E eine Fundamentallésung des Differentialoperators P(0).
Dann ist die Faltung Ex T eine Losung der Differentialgleichung

PO)X=T.
Auperdem hingt Ex T stetig von T ab (im Sinne der Topologien von @’ und &’).
Beweis. Nach [15], S. 294, Satz 27.3, und S. 295, Satz 27.5, ist

PO)ExT)= 3 a;0(ExT)=( 3 a,/E)*T=56+T=T.
lil=m ljl=m

Die stetige Abhédngigkeit folgt unmittelbar aus [15], S. 294, Theorem 27.6.

Bemerkungen. (1) Wenn 7 einen kompakten Triger hat, so reduziert sich
also das Lésen der Differentialgleichung

POX=T

auf das Aufsuchen einer Fundamentallésung des Differentialoperators P(9).
(2) Die Losung der Differentialgleichung ist keineswegs eindeutig: Fiir A€C"
mit P(1)=0 ist
2 a;0/(e) = (I lZ' aj)er* = P(A)e** =
Ji=m

ljil=m

und wegen der Linearitdt von P(9)
PO)ExT+e™) =T,

so daB neben Ex T auch Ex T+e** eine Lsung ist.

(3) Ist E eine Fundamentall6sung von P(d) und ist f€2, so liegt die Faltung
f*E nach [15], S. 293, Theorem 27.5, in &, und ist eine Losung der Differential-
gleichung

POYX =f.

3. Einfache Beispiele von Fundamentallgsungen

3.1. Sei n=1. Die durch
1 fir x=a

Y.:R-~C, xr—»{o fir x<a. mit a€R

definierte Funktion Y,€L] _ heiBt Heavisidefunktion. Nach [15], S. 251, ist dann

d

EY‘, = 5,,,

das heiit Y:=7Y, ist eine Fundamentallosung des gewohnlichen Differentialopera-
tors dfdx (in 27).
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3.2. Sei n=2. Ferner sei
1 fir x=za, y=§

ViR -C @y o mit a=( PERL.

Dann wird fiir ¢€2
<(Pa aiyYa> = <a?cy(ps Ya> = f f 3?cyq) dx dy = (p(a, B) = <(P, 6a>
a B . .
und folglich
0%, Y, = 04,

das heiBit Y:=Y, ist eine Fundamentalldsung des Differentialoperators Bf,y.
Aus diesem Beispiel 14Bt sich unschwer eine Fundamentallosung des Wellen-
operators im R? vermuten:

3.3. Sei n=2 und
PR C {1 wenn x = |y]
R~ G, (% y) 0 sonst.
Dann wird fiir ¢€2
(0, Y =Yy =(D2o—%o, YY) = [[dxdy@p—di0)

x=|yl

= fody fdx&i(p—i—fdy fdx&i(p—fdx fdy3§¢
it 0 y 0 —x

— oo

=— [dyoo=2.0~ [ dyo.o(, )
— 0
— [ dx(3,0(x, ©)—0,9(x, —x))

=— [ dt0,0-8,0)¢, =) — [ dt@.0+8,9)(, 1.
0 0
Mit &(t):=¢(t, t) und Y(t):=¢(t, —t) ist

9 ()= @ot0,0)0 D) wmd T () = 00-0,9)(t —)

Somit ergibt sich
<¢,azy~-a§r>=—f %"dt—f %?dx:q/(onqs(m
0 0

= 2¢(0, 0) = (g, 25).

Also ist (1/2)Y" eine Fundamentalldsung des Wellenoperators. 3,2,—33.
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3.4. Sei wieder n=2, und sei
1

1
s:R2—~C durch s(x,y):=4{ 7% X+iy
0

fir (x,y) # (0,0)
fir (x,y)=(0,0)

definiert. Es gilt s€ L} . Zum Beweis bendtigt man folgenden Hilfssatz aus der
Integrationstheorie: Fiir eine positive und stetige Funktion F: (0, <)—R sind die
beiden Aussagen dquivalent:

F(Ix]) fir x=0

.. ist in R" integrierbar.
0 fir x=0 grierb

(1) Die Abbildung R" —~ R, x+— {

(2) Das uneigentliche Riemannintegral f F(1)"1dt existiert.
0

Erfiillt F die Aussagen, so gilt zusdtzlich
[ Fxdx = o, [ F@)©-1dt,
0

wobei w, der Oberflicheninhalt der n-dimensionalen Einheitskugel ist. Zum Beweis
vergleiche man Schwartz [13], S. 39.

Wir zeigen nun, daB s eine Fundamentallésung des Cauchy—Riemannoperators
1/2)(0,+i9,) ist.

Fir ¢€92 wird

I:={p,(1/2)(0,s+id,s)) = (—1/2){d. @ +id, 0, 5)

——2lim [ s@eo+id,e)dx.

Ixl=Ym

Nach Einfiihrung von Polarkoordinaten folgt

r=-zjm [

1/m

2r
rdr f d3s(rcos 9, rsin 8) (9, ¢ +id,¢)(r cos 3, r sin 9).
0
Es ist

s(rcosd, rsind) = 1 e”® (r=0.
nr
Mit &(r, 3:=¢(rcos 9, rsin §) wird

0,2+ (@/r) 0 D) (r, 9) = e~ (0,0 +id,9)(r cos 3, rsin 9)
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und

=~7,l‘l‘l fdrf d3(9,@+(i/r) 05 9)
1/m

=__ lim (f ds f dro,o+i f dr/rf d30,® )

7'E m-»oo

= 517_!_,}'1_{11 (i"(p((l/m) cos 9, (1/m)sin 9)d9—i f (dr/r)(®(r, 2m)— B (r, 0))]

1/m

A [ 00.0d5— lim f (@r/) (90, 0= (r, 0) = 90, 0) = (9, &).

SchlieBlich folgt
1
5 (Oxs+10,5) = 0.

4. Gewinnung einer Fundamentallésung durch Fouriertransformation

In den angefiihrten Beispielen haben wir Fundamentalldsungen einiger Dif-
ferentialoperatoren gefunden durch Anwendung dieser Differentialoperatoren auf
speziell gewihlte Distributionen. Selbstversténdlich ist dieses Verfahren zur Gewin-
nung von Fundamentallssungen nur sehr beschrinkt brauchbar. Wir stellen uns
deshalb die Frage: Wie konnen Fundamentallésungen systematisch konstruiert
werden?

4.1. Wir wollen eine Fundamentallsung des Laplaceoperators durch Fourier-
transformation in &’ ermitteln.
Zunichst nehmen wir an, es gebe E, €%’ mit

4n2e?E,— A,E, = 6
fiir ¢=0. Dann folgt aus [15], S. 277, Theorem 25.7,

4n2 et FE,— (2mi)? ( 2> é?] FE, = 4n*(+ |E|DHFE, = 1,
j=1
also gilt fiir jedes Y€<

(4n2(2+ €12V, FE,) =ftﬁd€.
Mit g€ & ist
1
WQ)GS”,
da
1

€0
e+ler ™
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gilt; @) ist der Raum der Funktionen aus &, die mit allen Ableitungen im Unend-
lichen langsam wachsen (vgl. [15], S. 275). Fiir

1

V= e

I2 (PE.SP

ergibt sich

1
<¢’ e> 477:2 W @ dé

Mit
-1
1O = merem
(@, FE) ={0, f)

FE,=f, und FFE, =Ff,.

koénnen wir auch schreiben

oder

Nach [15], S. 276, Theorem 25.6, ist # ein Isomorphismus in &%’ und wir haben
E, = 7f,.

Sei nun umgekehrt E, durch diese Gleichung definiert. Dann ist E,€ %', weil f,€ %’
gilt. Weiter wird nach [15], S. 277, Theorem 25.7,

n2et Ff,— 4,(Ff) = F(4n*e*f,+4n28f) = F(1) = 6,
das heiBt E, ist die Fundamentalldsung in &’ von 4n%e2—4,.
4.2. Als néchstes soll £, berechnet werden:
Fir n=1 ist f,€L'. Also gilt
yf (X) 1 f 2rixé "3
€ 82+62
Nach [1], S. 135, (13.9.16) und [2], S. 406, Formel 3.723/6, ist

oo

T — 1 2mixE _ 1 —2nelx]|
F1o(x) = 472 f 82+€2 T dme )
Fir n=2 sei x":=(xq, ..., X,_1), dX":=dx;...dx,_, und [x’] ~(Z’"1 b
Mit ¢c¢& wird .
1 dé

(o, #1y = [f.Fopd¢ = yeoy mffp(f)-

Durch zweimalige Anwendung von [1], S. 203, (13.21.7), folgt

{p, Ff,) = y 2-/déf82+||€ |12+52fdx fdx 2% o ().
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Da die Funktion '
X, f dx’e®™*¢ p (x)

in L'(RY) ist, gilt unter Beriicksichtigung von [1], S. 203, (13.21.7), und S. 204,
(13.21.9),

(0, Ff) = 7= f az’ f dx f 2+“€ ||2+€2 tsinatn [ 'Y g (x),
Wegen ,

f g2mixnt b1 e PN CTE
e+ +|E Il2 I CEEE

gilt nach [1], S. 135, (13.9.16),

_ 1 e—2n|x,,1}/s2+u¢’112
27 _— ’ 2rix’ &
07y =o[a [ S [ X 00

1 -—2ﬂ:|x Iya2+uenz . R ‘
- 5. J @€ [ G e I [ A o 0;

hierbei ist
@+ [ dx'ep(x)€ S L™.

Daher konvergiert fiir geniigend groBe k (etwa k=[n/2]+1; vgl. den Be-
weis von Satz 3) das iterierte Integral absolut. Wegen [1], S. 204, (13.21.9), und S. 203,
(13.21.7), ergibt sich

—2rc|x,.|}’e2+u¢'n2
— ’ 2mix’ g’
(9, #f) = 7= f dx, f df ——onor— T L [dx’ e (x),

und fiir x,0 sind weiters die Integrationen nach ¢’ und x’ vertauschbar:

—onlx,| Ve2+ 1E 12 +2mix'E

Ver+ &'l

0. 51 = s [ [ ax o0 [ az

Das Integral

o~ 21l VEFIZ 12 +20ix’E
J:= fdé
Ver+ (&2

existiert fiir x,70. Sei R eine Drehung des Raumes R~ 1 die den Vektor x’ in
die n,_,-Achse des gedrehten Koordinatensystems #,, ..., ,—, uberfiihrt. Dann ist
1€ =171l und &x"=n,_lx"|l. AuBerdem ist R ein Homoomorphlsmus in R*71,
und das Bild des LebcsguemaBes dé’ unter R ist dn’. Nach [1], S. 122, (13.7. 10),

ist daher
—21zlx,,| Y+ I 12+ 2min, _y 1%’
J= fdn S——
Ve+In'l?
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Fir n=2 ist nach [1], S. 135, (13.9.16), und [2], S. 498, Formel 3.961, 2,
J = 2K, (2ne || x]]),

wobei K, die modifizierte Besselfunktion der Ordnung t ist.
Fiir n>2sei analog n”:= (1, ..., fl,~»),dn”:=dn, ...dn, s und ||n"|| := (352 n?)"2.

Folglich gilt
o2l Ver+un iz+n2_,
J=fdn"fdnn_1 o2t _1 171
Ver+ln I +n2_,

=2 [ an"K, (2| xI| Ve + " T?).

Da die unter dem Integralzeichen stehende Funktion stetig und positiv ist (wegen
¢=0 und x,>0), ist nach dem Hilfssatz aus 3.4

J=20,-, [ ¢"*K,(2n|x]| Ve +¢?) do
0

und nach [2], S. 705, Formel 6.596, 3,

2"2=2[(n/2—1)
Qr|x|)/2-te—n2+1

J = 2w,_, K _ 241 @2mellx])

Py n/2—-1
= z(m] Kn/z—l(zna ”x”)'

Somit haben wir
/
e

0 1) = 5= [ dx [ ax o (T Kos el

4.3. Mit den in 4.1 und 4.2 gewonnenen Funktionen definieren wir fiir n 1

1
ks(x) = ZE e~ 2ne lxl

und fiir n=2

l(i)"’HK Qrelxl) fir x 0
k,(x) == 1 27 Ulx] mEmt

0 fir x=0.

Im Fall n=1 ist k,€L!' und Zf,=k,.

Also ist
1 e—2ne|x|
4ne
eine Fundamentallésung von
d2
4nle?——
dx?

in .
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Wir werden zeigen, daB k,€L! auch fiir n=2 gilt. Dazu wenden wir wieder
den Hilfssatz aus 3.4 an. Nach [2], S. 958, Formel 8.432, 3, ist

n/2—1
[ﬁ] K, 2-1Qmelx|) =

n/2—-1 o
_ (“87”) _F(I_;%/i_)l)_(m”x“)n/z—li/‘ e 2melxle (g2 1)(n=9)/2 gy

F(1/2) /2-1 n—2 - —2mellxlit (42 (n—
_— = &t e—2melxlt g2 1) 3)/2dl‘,
T((—Dp2) " 1f =1

also gilt k,(x)=0. Weiters ist ([2], S. 684, Formel 6.561, 16)

1 ry en/2-1 1 hag
—7;‘/ f"—lKn/z—l(ZﬂBt)dt=Wf 0" K,2-1(0) de
S 0

tn/2-—1

1
= A2 2 2 QnlE

zn/z_lr[ 1+n/2+n/2—1)1,( l+n/2~n/2+1]
2 2

I'(nj2)273-1 I'(n/2)

A2 2 QniE = geqere

Also folgt aus dem Hilfssatz in 3.4

w,I'(n/2) 1
fkadx T g2t T 4meer’

womit k,cL! gezeigt ist.
Daher ist k, auch fiir n=2 eine Fundamentallosung des Differentialoperators
4nte2— 4,
in &’
Fir n=2 ist

k() = 5= KoCrellxl)  (x = 0),

und fiir n=3 folgt aus der obigen Integraldarstellung

e—-Zm:Ilel

k,(x) = E%F(l/z)nllze f e—2mellxlt Jp — W (x = 0).
i
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4.4. Als nichstes geben wir eine Abschitzung fiir k, im Fall n=3 an. Aus der
Integraldarstellung folgt (x=0)

(n—3)/2 2 __ o2)(n—3)/2
) 2fe—2uuxus__(i_8_)_"_/_is_

ke(x) = ws"' 8 P €

n(n—s)/2

= e—2nlxlls gn—3 ¢
2r((n—1)/2) 6[

L ()
© 20 ((n—1)/2)@n|x]) 2

nach Definition der Gammafunktion. Also gilt

) _p |
@m) " DEL(n=1)/2)Ix""2 ~ x|

Weiters folgt aus der Integraldarstellung

(*) ky(x) =

(x = 0).

nn—3)/2

k.(x) = ) f e-2nllxll(t+e)(t2+2;8)(n—3)/2dt
0

2r((n—1)/2
nn—3)/2 o
- e~ 2mlxle e—2mUxlE (g2 4 4o (n—=3)/2 J¢.
ST =DR) J (+-20¢)
Nach dem Hilfssatz in 3.4, angewandt auf n=1, ist
17.'(”_3)/2

ar(n=nyp) °
woraus nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz ([1], S. 122, (13.8.4)) folgt

kl/m(x) — —anlxll(llm)fe—2nllxllly|(y2+ (2/m)|y|)(”"3)/2 dy,

lim k ntn -9/ 2nilxli 1yl 34
— —2rilxlily n—
Riickverwandlung in ein uneigentliches Riemannintegral nach dem Hilfssatz liefert

7T("_3)/2

‘ __ mevr —2rlixiit ;n—3
S km®) = grimyy J ¢

a*=32(n—2) B

T 2r(n—DR)@rlxly? T xR
Fiir Y €% wird nach dem Satz liber majorisierte Konvergenz

Tim (Y, kyy = lim [y dx = [ (lim kyn) ¥ dx,

da wegen (%) (x=0)

1
kym ()W ()] = K(xs;xg. I+ 1Ix1¥ (X)) eI
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mit einer Konstanten K gilt. Auch ist

1
Tonr o € L
L+l >~
Damit ist gezeigt, da durch

B .
En(lﬁ) = leﬁdx fiir l,bEy

eine stetige Linearform auf & definiert ist, das heit: E,c.%”.
4.5. Aus der Gleichung

42
—W <'//’ kl/m>—<¢, An kl/m> = <¢” 6>
fir Y€ folgt daher

hm —(‘//, kl/m>_ hm An¥s kyym) = Y, 8,

sowie
lim ‘:n— lim (¥, kl,,,,>— lim (A4,, k) = Y, 6)
und
~ i k) Ay s = 4).
Daher ist
—(4,¥, Ep) = (¥, 6)
oder

—<lﬁ, AnEn> = <l//’ 5>'
Fir n=3 ist —E, eine Fundamentallosung des Laplaceoperators in &’.

Bemerkung. Fiir die in (%) eingefiihrte Konstante B findet man mittels

F(n—-2)=r2(n-1/2) === F(n/2— DI ((n—1)/2)

V
nach [2], S. 938, Formel 8.335, 1, den Wert

1

B= o a,

4.6. In den Fillen n=1 und n=2 missen wir etwas anders vorgehen, da die
Grenzwerte

,'lli_g}o%e‘z"""/"' und hm ﬁKo [E ||x|[] (x=0)

nicht existieren.
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Im Fall n=1 ist

1
— (e—2mixl/m _1) = ——
lim o (e 1) 3 |x].

m-—»co

m o —enixlm_ ~ _1
l4rc (e D= 2 ]
ist, folgt fir Yy €%
M anlxlm ‘ 1
ll//(x) y (e D= 3 x| [ ()]

Nach [15], S. 275, Theorem 25.5, und wegen S CL' ist xy €L
Fiir n=2 gestaltet sich die Betrachtung schwieriger: Wegen der Reihendar-
stellung von K, nach [2], S. 961, Formel 8.447, 3, gilt

- S P(G+1
Ku@rallxl) =~ (log nellx) el + 3 Qrels¥ o
e !
fiir x>0, wobei I, die modifizierte Besselfunktion erster Art und ¥ die Psifunk-
tion sind. Es ist [,(0)=1 und ¥(1)=—C mit der Eulerschen Konstanten C ([2],
S. 946, Formel 8.367, 1). Also ist fiir x=0

lclg)l (Ko(2mel|x])+1oge) = —log m—log| x| —C

oder
laig)l (Ko (2me| x|))+1og e+log n+ C) =—log || x||.

Als nichstes soll k,(x) abgeschitzt werden: Aus der weiter oben angegebenen Integral-
darstellung folgt

oo

ke(x) = 1 K0(27te|lx]|) = i f e—2nelxit 2dtT
2
h

_1 F —enenxn 9%
= > fe = =0

Wir zerlegen dieses Integral in 3 Teile:

o3[ i | st [

fiir 0<e<1. Der erste Summand wird

1 -
/‘ dt o 1+V1—g2
Vii—g = log € :
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Wegen

E Ie_gnuxllt’_ll = "x”T

folgt

k.(x) +% (loge+logn+ C)l

1 e—21rllxll
=—|log(1+V1=¢®)+logn+C+|x 1—82+—'_-.—_—].
2 (loe( )-+log 7+ C+ x| ¥ R

Speziell fir ¢=1/2 folgt

1 1
k.(x) tor (loge+logn+C) I =5 [log 2n+C+||x]| +

1
nV§an]'
Fir y€& ist
(log2rn+C+|x|)ye L*

wegen [15], S. 275, Theorem 25.5, und ¥ L'. Weiters ist nach dem Hilfssatz in
3.4 ylllx|l €L
Wir setzen nun

m .. .

~ I fir n=1

S I 1

E(log;+logn+€) fir n=2

und
L fir n=1
2 =
f(x) =

——j%-log x| fir n=2.
Wegen der angegebenen Majorisierungen durch L!-Funktionen, die von m unabhén-
gig sind, gilt fiir Y€
Tim [ (kom0 + o) dx = [ fip dx.

Weiters ist

4 2
= W gy = Ay = (9, 8) und 4,0, = 0.
Also wird

fng <l/1’ kl/m> + ;inn?z <W: am> - %2—2 <ll/’ am> _<¢’ Ankl/m>—'<lp’ An°‘m> = <W’ 5>

und

A [V () o) Ay, 1)

— [ (ath) () (ks () + 0) dx = (D, 6).
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Folglich ist

[hm —)flp(x)f(x)dx—llm (—a ] U, = [ (4,0 fdx = (W, 8)
und

[ 49 (=f)dx = (¥, ).

Im Falle n=1 ist —f im Unendlichen schwach wachsend, also erhalten wir

S A (—f)dx = (A0, —f) = W, 4,(=1))

£(5)-

Fiir n=1 ist eine Fundamentallosung des Laplaceoperators in &’ durch |x|/2
gegeben.

Weil

und

oo 1 oo
tllogt 1 logt logt 1
Of 1+ d"?('of T+2 d“’l I+ d’)_’z'G

(2, S. 532, Formel 4.231, 12) mit der Catalanschen Konstanten G ist, folgt fiir
n=2 und Y€ nach dem Hilfssatz aus 3.4

_ o [logll tlog 1|
Jtoglistylax = ¢ [ dx = Co f1+4

und folglich ist E,€%’, wenn

1
E\()) = - [log|lx| dx
gesetzt wird. Es gilt somit

<¢, 45 Ey) = <A2¢’ E2> = <W’ 9).

Fiir n=2 ist E, eine Fundamentallosung des Laplaceoperators in &,

5. Die Existenz von Fundamentallosungen in 2’

Neben Problemen der tatsdchlichen Konstruktion von Fundamentallssungen
wenden wir uns jetzt der Frage der Existenz von Fundamentallsungen im allgemei-
nen zu. Wir werden zeigen, daB jeder nichttriviale Differentialoperator mit konstanten
Koeffizienten eine Fundamentallésung in &’ besitzt.
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5.1. Zunichst ist klar, daB fir E€2’ die Aussagen

P@OE=24
und
(¢, PO)E) = (0, ) = ¢(0) fiiralle ¢c9

und — nach Definition der Transponierten —
(P ¢, E) =(P(=0)¢,E) = ¢(0) firalle ¢c2
dquivalent sind. Hat P(9) eine Fundamentallésung E, so gilt also
W, E) = ¢(0)

fiir alle Yy €2 der Form y:=P(—0)¢ mit @€ 2.
Daraus kann man leicht vermuten:

Satz 2. Falls die durch
L: P(-0)2 —~ C, Y — ¢(0)

fiir y=P(—d)¢ und ¢€2Z auf dem Untervektorraum P(—0)D (versehen mit der
von D induzierten Topologie) definierte Linearform stetig ist, existiert eine Funda-
mentallésung des Differentialoperators P(0).

Beweis. (1) L ist wohldefiniert: Gilt fiir ¢, 9,€2
¥ =P(=0)¢1 = P(=0)9s,
so erhilt man durch Fouriertransformation
P(—2nil) F (p1—¢s) = 0.
Ist N die Nullstellenmenge der Funktion &—P(—2mi), so gilt
F(p1—py) =0 in [N.

Da [N dicht in R” (vgl. [8], S. 11, 2.2.) und &—>F (01— 1) (E) gleichmaBig stetig
ist, wird
F (91— 9y =0,

woraus wegen der Isomorphieeigenschaft der Fouriertransformation

@1 = @, und speziell ¢,(0) = ¢,(0)
folgt.

(2) Ist L stetig auf P(9)2, so hat L nach dem Satz von Hahn—Banach eine
stetige Fortsetzung E auf ganz 9. Wegen der Fortsetzungseigenschaft ist fir €2

womit E eine Fundamentalldsung ist.
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Bemerkung. Der Satz zeigt, daB sich die Frage nach der Existenz einer Fun-
damentallésung des linearen partiellen Differentialoperators P(d) auf den Nach-
weis der Stetigkeit des linearen Funktionals L reduziert.

5.2. In den nichsten Sitzen soll nun die Stetigkeit von L gezeigt werden.

Satz 3. Fir y€% und acR" ist

va@l=c( > [ovea]=c( > 1wyi)"

lil=[n/2]+1 ljl=In/2]+1

wo C, eine nur von der Dimension des Raumes R" abhdngige Konstante ist.
Beweis. Nach [15], S. 268, Theorem 25.1, wird
Y(x) = [ e (FY) () de
fiir x¢R". Fir acR" folgt daraus
W (@) = [|Fy|de
Fir Rep=0 und Reg=0 ist

1
B(p,q)= [ Pr(1—1)drt
0
das Eulersche Integral erster Gattung. Wir setzen t=r2/(1+r?). Dann wird

r2P=ldr

B(p, q) =2 f T
Daraus folgt

fr"-l(1+r2)-Sdr=iB[ﬁ,s—l] fir s€R mit s—n/2=>0.
; 2°\2°%572

Nach dem Hilfssatz in 3.4 ist daher
(A+1ED €Lt fir s> n/2

2)—s _ Dy n L F(s—n/2)
[a+iem dé—TB[—Z—,s—-z—]_n/ Lo

und

([2], S. 950, Formel 8.384, 1). Also ist
(L+1EI®) "% L2,

wenn s>n/2 ist. Da wegen & L?

FyeLl* und (+|EP)PFye L
gilt, folgt aus

W@ = [1#9]de = [ A1+ IEID(FY) )] dé
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nach der Holderschen Ungleichung
(@) = [[(L+1EID ||| T+ IENR2 7Y |2

I'(s—n/2) s | gzl 12 7£)1/2
]/—T(—)——(f(wuéu)uw gy,

Elementare Formeln ergeben mit s€ N

N

ey =2 (7) = qer s (ma () Ze

Eine mégliche Wahl fiir s ist daher s=[n/2]+1. Sei

I'([n/2]+1—n/2) [[n/2]+1

F(@2+1)  osvsbrin J @+

C,:= n"* (
Daﬁn gilt,

val=6( > [ eszwdé)”z af, 3 1)

lil=n/2]+1 ljl=n/2]+1

1/2

Nach [15], S. 277, Theorem 25.7, ergibt sich

HFY = F @)

_1
Qri)d!
nach der Parsevalschen Formel ist

17 @ PIE = 107yl3,
17 F 3 = 19713

also auch

Zusammenfassend erhalten wir

val=G( > 1"

ljl=[n/2]+1

Bemerkung. Die Aussage des letzten Satzes kann auch folgendermaBen for-
muliert werden:
Wird & mit der von der Norm

Flires: #=10,), ys( > 1079i8)"
Ji=lIn,

erzeugten Topologie (die gréber als die Topologie von & ist) versehen, so ist J,
bereits in dieser Topologie stetig. Die Vervollstindigung von & unter dieser Topolo-

gie ist der Sobolevraum
Hn/21+1 — pin/2l+L,2

Also 14Bt sich §, stetig auf H™2+! fortsetzen. Wird die Fortsetzung von J, wieder
mit d, bezeichnet, so gilt also

5.:6 (H[n/2]+1)f = H-I/21-1
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Bezieht man Sobolevraume beliebiger Ordnung in die Betrachtung ein, so gilt
S, €H P2 mit g=0.
5.3. Den entscheidenden Schritt bewéltigen wir in

Satz 4. Sei
P@)p:= 2 a;dep, a;cC, @€

ljiiI=m
ein linearer partieller Differentialoperator der Ordnung me N,. Mit jedem £=0 gilt
fiir alle pe Ny und alle o€ 9:
2m Ipl
120 @ols = (22)" et P@) gl

Dabei ist PP=0?P fiir pc Nu.

Beweis. Es geniigt, die Ungleichung fir p=(1,0, ..., 0) zu beweisen und dann
den allgemeinen Fall durch Induktion herzuleiten.

Die Modifikation des Hormanderschen Beweises durch Treves beruht auf fol-
genden Beobachtungen:

(@) P@)p=p*P(0)5 fir pcg,
(b) P(9)0 ist eine Distribution mit kompaktem Triger,
© x,P(0)6=P%%9(@)5, also nach (a)
P& 9@) g = @ x(x; P(9)0).
Wir beweisen (c): Es ist
PUO-0@ = 3 ja i g

Mit Y€ ist
W, %, P(0)6) = (x1Y1, P(9)6) = (P7()(x,¥), 5)
= <m é:,, (—DV'a; 97 (x,), 5>.

Nach der Leibnizschen Formel ist

Viny) = > (}] I x, i1y

I=j

=x, 31¢+[(1’ 0’]”'»’ O)] 8f1"1+f2+"'+j"lﬁ,
also haben wir

W, %, P(9)6) = <1 S a;(— DM j §ir=t+iet e tiny, 5>,
jl=m
wegen ’

(x,0'¢,8) =0 und ((1, O,j 0)] =j;; somit ergibt sich
W, 1 P(0)0) = (, PL0>9(9)8).
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Mittels der Aussagen (a)—(c) beweisen wir die Ungleichung
llo*(x;Tlls = Clle"™" (o).

fiir eine Distribution T mit kompaktem Tréger. In der Tat werden wir auf den néch-
sten Seiten

() lo* DI = 16 (@ Tl (2 1o (s T+l % (4 T)1)

beweisen. Setzt man fiir T wieder P(9)4 ein und fiihrt noch einen Induktionsbeweis
iiber den Grad m des Operators P(9), so ergibt sich die gesuchte Ungleichung.
Zum Beweis von () benétigen wir 3 Hilfssdtze:

Lemma 1. Fir ¢€9 und T€ 2D gilt
x(p*T) = @*(x, T)+ (X, 0) * T.

Beweis. Nach Definition ist

(@*T)(x) ={(y — o (x—y), T)
und daher

(1@ * 1)) = x{(y > 0 (x—»), T) ={(y = x,0(x—)), T)
=y~ 1=y ex—2), T)+{(y = noex—y),T)
= ((x10) *T) (%) + (o * (. T)) (%)

Lemma 2. Sei
(v, w), = fvv'v' dx fir v,weL?

und weiters €D, T€E D', Y€ D, S€c&’. Dann ist

(¢*S5¢*T)2 = (‘//*S~a Q)*T")Z:

wobei T~ durch T (0):=T(0") fiir o€ D definiert ist (¢”(x)=g(—x)). Insbeson-
dere wird
lo*Sls=llo*Ss.

Beweis. (1) Ist g stetig mit kompaktem Triger und f stetig, so wird
(& = [ 2@f@dx = [g* (= 0)fE)dx = (g *])(0).
Diese Gleichung kann auch in der Form
(g7, )= (gx)(0) = (f*2)(0)
geschrieben werden.

(2) Da supp S kompakt ist, folgt @ *.S€ 2 nach [15], S. 288, Satz 27.1.
(3) Also wird

(@*S, Y *T), = ((p%S) * (¥ *T))(0).
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(4) Es ist
(9*8)"(x) = (p*S)(=x) =((y =~ @ (~=x—))), S)

=0 (x=y), S7) = (¢~ *S") ().
(5) Die Distributionen Re 7 und Im T seien definiert durch
(ReT)(e) := Re(T(0))
(Im T) (o) := Im(7'(0))

(o, ReT) =(Reo, ReT)+i(Imo, ReT)
= Re(Reo, T)+iRe(Imo, T) fir o€ 2.

fir reellwertige o€ 2.

Dann. ist

Ebenso wird
(6,ImT) =Im(Reo, T)+iIlm(Imo, T),
also

(6, ReT—iImT)=(Req, T)+i{Ima, T)
=(Reo, T)—i(Imo, T) = (5, T).
Definiert man T:=Re T—iIm T, so ergibt sich

(6,Ty=(5,Ty oder (G,T)={o,T).
(6) Also erhalten wir

(@S, ¥*T)y = ((p~ *S7)* (¥ * T))(0)
und weiters

(@ *S)*W*T) =W *Tx(p *S) = (I xT)x9~)*S~
=@ *W@*D)*xS =" *P)*T)*S” = (I *9~)*T)*S
=W*(@ *T*xS) = *T ) *Y)*xS = (¢  *T)* [ *S").
Daher folgt nach (1), (4) und (5)
@*S,Y*T)p = (¢~ * D) x(F *S))(O) = (F*S7)7), (¢ T,
=W %S, P D) =W *S7, 9T ).
Lemma 3. Fiir ¢€D und S€& ist .o+ (x;S)EL?
Beweis. Nach Lemma 1 ist
(x1(¢*S), CD*(xlS))z = ((P*(xlS)’ ‘P*(xls))z"f‘((xl(/’)*s, (P*(xls))2~
Somit erhalten wir
o * (e S = (@ * (%1.5), @ % (x,.5))s
= (xl((P*S), (P*(xls))z_((xl‘P)*S’ §0*(x15))2.
Aus der Existenz der beiden rechtsstehenden Integrale folgt

o *(x,S)€ L2
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Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir nun den Satz in mehreren Schritten;
sei dazu @€ und T€é":
(1) Nach dem Beweis von Lemma 3 wird mittels Lemma 2 und 1

(xl((/’*T), (P*(X1T))2 = ||<p*(x1T)||§+((x1<p)*T, (P*(X1T))2
=lo*xCDIE+(e*T7, (x10) (%, 7))
= ||(0*(x1T)”§+((P *T", xl((P*(xlT)~))2_(‘P xT™, px (xl(xlT)~))2'

(2) Wegen |x,|=Ix| und elx|=e™ ist mit e=0 [x,|=(1/e)e*'*I. Also ist
elxlle—sllxllél oder stle—ellxn”ooél.
(3) Wir haben

(‘P*T~, x1(¢*(x1T)~))2 = ((1/3) e (@pxT7), ex,e7*" (g *(X1T)~))2-

Nach Lemma 3 ist qo*(xlT)‘éLZ, also auch x;e™*"*"(¢ * (x,7)7)€L? und natiir-
lich wegen der Kompaktheit des Trdgers von ¢ %7~ noch (1/e)e®""(p* T")€L2
Somit ergibt sich

@*T~, x:(@*(x, T))):| = I(1/e)e" =" (@ * Tz lexse ™" [l o % (x, T) Il

= (1/e) e (@ * T )ell * ey T) |l
(4) Wir schitzen ab:

|(x2(@ % T), % (. T))a| = [1x1(0 % T)llall % (x1 Tl
= [l ee 1" (1/e) e*"*" (@ * T2l % (x, T)ll.
= (1/e)|e"" (@ % T)llall @ % (1 Tl
(5) Esist @*(x,(x,T)")=—@#x2(T") und nach Lemma 1
0* 2T = x;(¢ % (X, T 7)) = (x10) % (%, T7)
= 2 (@*T")—x, (%, ) ¥ T7)—(x10) % x, T~

Die drei Funktionen der rechten Seite gehdren zu L?; die dritte nach Lemma 3
und die beiden ersten, da die Trager kompakt sind. Also folgt ¢ *x3T~€L% Es
wird

K¢*T~, ¢*(x1(x1T)~))|2 = lloxT sl * (3T )ll:

= e (@* T )o@ * (T 7).

”eelixll (q) * T~)”2 = ”eallx{i ((p * T)”Zs

(6) Es ist

da mit

A = supp ((p*T")— (@ *T))
nach Lemma 2 gilt

e (@ * T "—@*T)IIf = sup e oxT"—@xT|; = 0.
x
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(7) GemiB Lemma 1 und 2 erhalten wir
lo* T )—@* (e, TIE = |9 % x,(T™—T)|2
= Hxl((p*(T~—T))—(x1qo)*(T"—T)H§
=2 (ggg |xlinqo*(T“—T)n§+u(xlco)*(r"—nuz] =0
mit B:=sup (¢ % (T —T)). Also ist
loxCaT)le = lo* (Tl und o *(x,T)ly = g * (e Tl
(8) Ebenso wird nach Lemma 1|
lo* (3T =@ *(BTE = [|o* (3 (T —T))|3
= [[x1(¢ % (1 (T =T)) = (x10) % (3, (T~ 7)) 3
= [ (e (@ # (T™=T) = (51 0) % (T™=T)) — (x,0) # (xo( T T)) |2
= 2(3;;; x‘fuqo*(r"—T)uern(xlqa)*(T”—T)n%ll(xlcp)*(xl(T"—T))li%],

wobei die ersten 2 Ausdriicke nach Lemma 2 verschwinden und der dritte nach .
(9) Aus (1) folgt nach der Dreiecksungleichung

llo*Ca T = (1/e)e'" (@ # T)llallp * (x; Tl
e @ * T)lallo * Tl +(1/e) e (@ Tl % (6, T

unter Verwendung von (4), (5) und (3).
(10) Daraus folgt mittels (6), (7) und (8)

o * G DIE = e (@ % T)2(2/e) @ (1 Tl o+ 0 % (ET)1),

womit die Ungleichung () gezeigt ist.
(11) Sei nun T=P(d)5. Wir beweisen den Satz durch Induktion iiber den
Grad m des Differentialoperators P(d). Sei also m=1, das heiBt

ljl=1
Dann ist
oxT= 2 ajp*d'6) = P@)¢
=1
und

xT= 2 aj-xlajfS = _a(l,O,...,O)(S’

ljl=1

also nach c) am Anfang des Beweises

P(l’o""’O)(a)(P =0¥xx, T = —A4a,o,...,0)P-
Weiters ist
xiT = —aa,o,..,00%10 = 0.
Also folgt aus (10):
[P0 @) g, = (2/6) | €'*" P(3) ;.
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(12) Es gelte der Satz mit p=(1,0, ...,0) fir alle Differentialoperatoren der
Ordnung m und es sei P(9) ein Differentialoperator der Ordnung m+1. Dann ist
P@O 99y ein Differentialoperator der Ordnung m, so daB nach Induktions-
voraussetzung gilt:

2
|PE0-0 @)l = =5 [PO00 @) gl
Dazu dquivalent ist
o *xt P(9)ll = — Il(P*le(9)5llz
Aus (10) folgt damit
lp#x, P(@)S13 = || (@ % P(@)9)||o((2/2) | % X, PB) o+ (2m[e) | @ % x, P()]].)
und

2(m8+ 1) ”esllx

| P00 @) gl = POl

Bemerkung. Ist ein @0 fir i€Nj mit |i|=m, so gilt

aditlol, = (2] 1er= P@) ol

Also folgt aus P(9)¢=0, daB [¢l,=0 und daher ¢=0 gilt, weil ¢ stetig ist.
Folglich ist P(9): 2—~2 injektiv, womit ein neuer Beweis von Satz 2 gewonnen ist.

5.4. Wir beweisen

Satz 5. Das durch

7~ 10, o ( Zle¥olt] = ( 3 e " ppdx)"

ljl=r

erklirte Funktional ist ( fiir €=>0, réN,) eine stetige Halbnorm auf 9.

Beweis. Es ist zu zeigen, daB fiir jede kompakte Teilmenge K aus R" die Halb-
norm

~ [0, =), co»(
stetig ist. Es wird fiir ¢ €9y
> fe2£]lxlllaj 2dx = Sup ezl > /'Iajq,HaJ | dx

lil=r ljl=r

= sup e*'*! sup sup |0/ ¢ (x)l 2 flf)f ldx

xeK ljil=r x€K

2/628||x|||aj |2dx]

ljl=r

= sup *!*! [sup sup [0 @(x)l) ( 2 #(K))

x €K ljil=r x€K ljl=r

wo p(K) das MaB von KX ist.
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5.5. Jetzt konnen wir das Theorem von Malgrange und Ehrenpreis beweisen:

Satz 6. Jeder lineare partielle Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten
hat eine Fundamentallosung in 9.

Beweis. Nach Satz 2 ist die Stetigkeit von L zu zeigen. Dazu wenden wir Satz 4
auf den Differentialoperator P(—0) und auf ein peN§ mit |p|=m an. Dann
ergibt sich

(=D al il = (z?m)mllem"P(—a)qouz,
also
@m/e)"

maxlpm [e*"*" P(=0)oll,.

ool =

Weiters folgt aus Satz 3 fiir a=0
. . 1/2
e@I=G( = 1079l

lji=h/2l+1
und daher
2mm 1 . 12
|( 0 §Cn[_] ( “eenxlla_z P_a 2] ,
& € max, | =m lay UI§%2]+1 ( ( )(p)||2
sowie

kL(t//)iéC[ > ||e8"*"afwu§]‘“.

Ll=in21+1
Wegen Satz S ist dann L auf P(—0)2 stetig.

Bemerkungen. (1) Das Problem der Existenz einer Fundamentallésung in
%’ wire auch gel6st, falls die Existenz einer Fundamentallésung in & nachgewiesen
werden konnte. Dieser Nachweis ist durch Hoérmander [S] und Lojasiewicz [7]
tatsachlich auch gelungen. Wie jedoch Hérmander [4] bemerkte, haben Fundamental-
l6sungen in @ fiir gewisse Differentialoperatoren (mit konstanten Koeffizienten)
Eigenschaften, die Fundamentalldsungen dieser Differentialoperatoren in %’ nicht
haben k&nnen.

(2) Mittels des Satzes von Paley—Wiener—Schwartz ([15], S. 305 ff.) kann man
zeigen, dall Fundamentallésungen in &’ nicht existieren.

6. Die Existenz von L?-Losungen linearer partieller Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten

SchlieBlich beweisen wir

Satz 7. Ist Q eine beschrinkte, nichtleere und offene Teilmenge aus R" und
P(0) ein Differentialoperator in 2’'(Q) mit konstanten Koeffizienten, so gilt:

PO)L*(Q) > L¥(Q).
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Beweis. (Malgrange [10], S. 38.) Es sei fiir ¢p€2(Q)
P@)p:= 2 a;do.

lil=m

Fiir die durch
p(x) x€Q
9(x) = { 0 xefQ ;
definierte Funktion ¢ gilt ¢€ 2. Also folgt aus Satz 4 fiir ein peNy mit |p|=m
und fiir den Differentialoperator

PO = 2 (—DYa;diy fir ye2

ljl=m

die Ungleichung

N 2m)\" R
a1 101 = (22) et Py gl
Die Beschrinktheit von Q liefert
2m

/10l = (2] sup <11 (- 0) gl

Dabher ist
¢l = CIP(—=0) Pl
mit einer gewissen Konstante C. Weil [¢],=w|| Lo fUr Y€2(Q) und P(—0)¢p=
=(P(—9) )" ist, gilt
(%) lollL2@) = ClIP(—0) @l L2y -
Fir feL?(Q) sei L: P(—0)2(Q)—~C durch
Ly = (¢, f). mit P(=d)p =V, ¢cI(Q)

definiert. Diese Definition ist sinnvoll, da P(—9) auf 2(Q) wegen (x) injektiv
ist. L ist weiters wegen (%) eine stetige Linearform auf dem Untervektorraum
P(—9)2(Q) von L*(Q), wenn dieser mit der von L%*(Q) induzierten Topologie
versehen wird.

Nach dem Satz von Hahn—Banach gibt es dann eine stetige Fortsetzung L
von L. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es weiter ein v€L*(Q) mit

Lg=(g ), firalle geL*(Q).
L(P(=0)¢) = (P(=D) 9, 1)s,
L(P(~=)9) = L(P(=D)9) = (9. )
(P(=0)9,0). = (@, f)s
(¢, PO)v) = [ of dx,

wobei v als Distribution aufgefaBt wird. Diese Gleichung aber bedeutet genau

POv=f

Dabher ist fiir ¢€2(Q)
sowie
Somit haben wir

und

in 2'(Q).
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