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ARGUMENT HAT

KARL DOPPEL und LUTZ YOLKMANN

Herrn Professor Dr. Albert Pfluger in Verehrung gewidmet

1. Einleitung und Ergebnisse. Viele im offenen Einheitskreis lzi<l analyti-
sche Funktionen f besitzen eine Darstellung

l2:(l) log f ' (z) : -1 / log (l - e-it z) dp(t) .
1L å'

Ist p etwa eine Treppenfunktion mit endlich vielen Spriingen, so stellt (l) die bekannte
Schwarz-Christoffelsche Formel dar. Im Fall, daB p eine monoton wachsende
Funktion mit p(2n)-!(0):2tt ist, erklärt (l) eine konvexe Funktion. Gilt schlieB-
lich ftir u ,r zr

{ aplq :2n uncl I ldu@1= t "
mit einer reellen Zahl k>2, so wird durch (l) gerade eine Funktion / beschränk-
ter Randdrehung aus der Klasse V1, definiert (man vergleiche dazu [6] und [7]).

Integriert man (1) partiell, so erhält man

(2) togf'(z): ! i' ,<» dtos(t-,e-i,z).
1L{

Wie aus dieser Form ersichtiich ist, ergibt sich die Möglichkeit, allgemeinere Funk-
tionen p als in der Darstellung (l) zuzulassen. Es sei z>0 vorgegeben. Zu jeder
reellen Funktion p, die den Bedingungen

(3a) p( L*10,2n),
2ft

(3b) [ u@ at : o und 
:'=3p lpQ)l = nx

geniigt, wird durch (2) eine im offenen Einheitskreis lzl-<l analytische Funktion
./ der Gestalt

(4) f(,): z+ § a,z'

koskenoj
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mit der Eigenschaft

@a) largf 'G)l = n% (lrl = 1)

erklärt. Umgekehrt läBt sich jede Funktion (4) mit der Eigenschaft (4a) als ein

Lebesgue-Stieltjessches Integral (2) mit einer Funktion F, die die Bedingungen
(3a) und (3b) erfiillt, schreiben (man vergleiche [3]). Die Klasse dieser Funktionen

/ wird im folgenden mit H* bezeichnet.
Bekanntlich sind frir die konvexen Funktionen (man vergleiche l4l, S. 172,

oder [9], S. 46) sowie fiir die Funktionen beschränkter Randdrehung (man ver-
gleiche [1], [2], [5] und [10], S. 26) Koefrzientenabschätzungen gegeben worden.

In dieser Note werden nun Abschätzungen fiir die Koeffizienten der Funktionen

f der Klasse H, hergeleitet, wobei die Existenz von maximalen Koeffizienten

la"(fl| in dieser Klasse durch folgende Uberlegung gesichert ist:
In [3] wurde ftir alle f aus H, gezeigt:

(5) l-1,'ll'"=tr,(z\r <[*l:l'1"(t + lzll : tl \''t : (t - 121l
Daraus folgt nun wegen

lf@)l= 1 lf'{4ltn,t,

daB H, eine lokal gleichmäBig beschränkte und daher nach dem Satz von Montel
eine normale Familie bildet. Ist nun (f) eine Folge von Funktionen aus ä, mit

f(z):lim,*-f,(z), sofolgt f'(z):limo*- fiQ) und' daher /(0):0 und f'(O):t-
Aus (5) ergibt sich f'(z)*O und weiter largf'(z)l=nx, womit H* eine kompakte
Familie ist (man vergleiche [8], § l4).

In der vorliegenden Note werden ftir die Koefrzienten der Funktionen .,7f aus

H* die scharfen Abschätzungen

(6a)

(6b)

bewiesen.

Die Verfasser möchten Herrn L S. Louhivaara fiir wertvolle Hinweise und
Bemerkungen danken.

2. Der Fall x=112. Fiir die folgenden Untersuchungen wird die vorher
angegebene geometrische Charakterisierung der Funktionen aus H* zugrunde

gelegt, d. h. wir betrachten fiir z=0 die Menge der im offenen Einheitskreis lzl= 1

lokal schlichten Funktionen f der Gestalt
oo

f (r) - z+ Z anzn (lel - 1)

lr,l = 
41

=!iz)Lli_o) I

fur .=+

lo,l (,,*:-1) riir x=L
2

(4)

mit der Eigenschaft

$a) [u.g f '(r)l = n* (lrl = 1).
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Satzl. Ist f aus H* mit x=112, sogiltfilralle n>2

(6a) lo,l = !.n
Beweis. Fiir eine feste natiirliche Zahl n setze marl

(7) h(z): * åf'e,,"*r\

: 
'*,å 

(i +t)a,*rzi | ) "'*""''

: 1+ Z (ny *l)a,n*tz'n

: I +äl t)an*rz,{ ....
Wegen (4a) liegen die z Punkte (,:f'(zs2"iu/") (r:1,2, ...,n) im Winkelraum
largzl=rx. Da nach Yoraussetzung x<ll2 ist,liegt auch das arithmetische Mittel
der Punkte (, im Winkelraum largzl<nx, und daher gilt wegen (7)

(8) largh(z)l = nv

fiir alle lzl=1.
Man setze nun

/ \ h'(r)glz): , ,ö.
Dann folgt wegen (7)

g(z) : n(nll)a,*rz" * 2 bxzk

und weiter (z:rei) &=r*1

(9) g(z): j bo.u1.o, kl+isinkl)
mit 

k:n

(9a) b,: n(n*l)ao*r.
Multipliziertman(9)mit cosn0 bzw. sinng undintegriertdanachgliedweise, so
erhält man

b,r' : ! 'i 
sor,r) cos no do7ti

bzw.

ibnt'':IisO"lsinnodo.

Wegen b,:Rebn-iRe(ib,) folgt daraus

(lo) u, - # fRe 
{g(rero)} "-ine 

flQ.
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Beachtet man

n. { reio 4,' !",!,) } - + ars h (reio) .^'- [' " h(reio) ] dt] - \

stl ergeben (9) und (10)
, 

t'--, I |'',t)
bn =. # I m arg h(reio) r-ino dQ

: + 
'i 

urf ft(reio) n-ino cll .
TT r'' 

o

Se tzt ntan - arg h*: fJ, so folgt dar;tus
.Zn

lb.l: bnsi§: l"r, f arg h(.t'ei.)ei(ti-nilil
ftr" {

: -",, i urrh(reio)sin1 §_'rtiJ')clo
fttrn !

und unter Benicksichtigung von (8)

ib,l = +* j" lsin (p_-nrl)lda = 
4nx
t"

Beachtet man (pa), so folgt schlieni*f, mit t'*l
ln(n+ 1) an+tii : 

"b,," 
€ lttx,

also

lr-q(z)-# lrl - l),

womit (6a) bewiesen ist.

3. Der Falt x=112. Im Fall x=ll2 gelten folgende Koeffizientenabschät-

zungefl.

Satz 2. Lst f aus H, mit x>112, so gilt fiir alle n>2

(6b) t"t=+:Z:Lji_u)?*[-')
Beweis. Ftir beliebiges / aus H, gilt

latgf'(z) = n7' (lzi < 1)

und somit

lars(f' 121)rtu''1 -' argf'()1 = L (]zi = 1).

Daher ist die Funktion p,
p(r) : (f'1r11rtea (lz! = r),

eine im offenen Einheitskreis analytische Funktion mit positivem RealteiJ. Da p

durch die Funktion q,
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subordiniert wird (man vergleiche [9], S. 36) folgt nach einern Theorem von Brannan,
Clunie und Kirwan (man vergleiche[2], S. 8, oder [10], S. l7), da$ ftir jedesreelles
d>l die Koeffizienten von po durch die entsprechenden Koeffizienten von qo

dominiert werden. Beachtet man

(n) (ur_;)*: '* *;,{å(,'! r)r"*:-')} " czr < r)
und

(p(r))'" :.f'(z): ,* åna,zn-L 
(lzl < l),

so folgt wegeo 2t<>l

n ta.t = iz, G lr - r)(*. f '1,
womit Satz 2 bewiesen ist.

4. Die Schärfe der Abschätzungen. Im Fall x>ll2 leistet die Funktion f,,,.
t beliebig reell

\12) .r.,,(z) :,n å{#ä(,, li_,,)(r"*[*\1.
das Gewrinschte (man vergleiche [3]).

Im Fall 0-<x<112 betrachte man f:d;r n>2 die Funktionan .fu,,,

t,,,(z) : i (ff)'" o, (izl - r).

Wegen

l--{-i==}l=+
gilt offensichtlich

largfi,,(:)' = nz

und folglich gehört fo,, zu f/,. Andererseits findet man sofort

f,,*lz): ,*+ z"+... (lzl = l),

so daB frir jedes n>2 jeweils der n-te Koeffizient der Funktiofl fn,, beztiglich
Satz I extremal ist.1)

1) Im Gegensatz zs den Funktionen mit beschränkter Randdrehung gilt ftir die in dieser
Note betrachtete Funktionenklasse folgender Sachverhalt :

Ist / aus H. wd z<1, so gelten ltir die z-ten Koeffizienten a"(f) die Abschätzungen

la,(f)l< n, n : 2,3,...,
aber die Funktionen /r,.,

"" 
114 1z1zx

r,,*(z): I ITä ,, kt < t)

sind fiir alle x=314 nicht schlicht (man vergleiche [9], Theorem 1.5).
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5. Ein Verzerrungssatz. In [3J wurde fiir alle / aus H, und alle lzl=l be-

wiesen:(s) (#*)'"=tf'G)t=(+]+)"
und

tf"e)t=r""(+ff)-;*.
Da fiir die in (12) angegebene Funktion f*,, gilt:

(r3) ft,,G):(?#)*,
liefert (5) die scharfen Schranken fiir die Verzerrung von / (man vergleiche [3]).
Im folgenden Satz werden fiir die m-ten Ableitungen (m=2) 'ron f scharfe (obere)

Schranken angegeben, falls x>ll2 ist.

Satz3. Ist f aus H* mit x,>112, so giltfiir alle m>2 undalle lzl=1

(14) tf@k)t=#(+l+)-
Beweis. Setzt man

(ls) (1+z\2" §r-,
Itz) -,2^n'" '

so sind alle A, reell und positiv (man vergleiche (11)). Setzt man

(16) f'(z): 2 onr',

so gilt wegen Satz 2 fiir alle n 
n:o

(17) lonl = A,.

Fijr m>2 folgt aus (15)

(18) #(-i+]+)":,:z,nl,-r)... (n-m+2)A,tzt-^+,

und aus (16) und (17)

(re) lf@k)l :|,:ä-,n(n-t) ... (n- m+Z)u,z'-^+Ll

=,:2,n@ - t) ... (n - m *2) la,llzl"-^ *'

= 2 "@-l) ... (n-m*2)Aolzl"-*+1.
n:m-l

Aus (18) und (19) folgt sofort die gewtinschte Abschätzung (14).
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Bemerkungen Die in (13) angegebene Funktion f',,o definiert durch

ft,o@):(E)*
Iiefert fiir 2:lzl in (14) das Gleichheitszeichen, womit diese Ungleichung scharf ist.

Fiir den Fall x=ll2 bleibt die Frage nach der scharfen Abschätzung det m'ten

Ableitung von f (m>2) otren.
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