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ANWENDUNGEN EINER METHODE VON POLYA
IN DER THEORIE DER GANZEN FUNKTIONEN

LUTZ VOLKMANN

1. Bezeichmnigen und einleitende Bemerkungen

1.1. Es seien f eine ganze Funktion, M(r,f)=M(r) der Maximalbetrag,
m(r,f)=m(r) der Minimalbetrag, v(r,f)=v(r) der Zentralindex, n(r, 0,f)=
n(r,0) die Anzahl der Nullstellen von f im Kreis |z|=r, N(r,0,/)=N (r, 0) die
Nevanlinnasche Anzahlfunktion, T(r,f)=T7(r) die Nevanlinnasche Charakteris-
tik und

r

qun:ﬁmm=f

0

N(t, 0)—n(0, 0) log ¢
t

dt +—;— n(0, 0) log?r.

Mit

. loglog M (r
0 = o) = lim sup L2 MO
wird die Ordnung von f bezeichnet.

1.2. Im Fall, daB f eine ganze Funktion der Ordnung ¢<1 ist, haben Valiron
[14] und Wiman [19] unabhéngig voneinander den bekannten, von Littlewood [8]
vermuteten cos mg-Satz bewiesen

(1.1) lim sup log m (r)

n st W = COS Q.

Spater gab Pélya [12] einen neuen und eleganten Beweis von (1.1), wobei das Theo-
rem II in dieser Arbeit das zentrale Ergebnis darstelit. Diese Methode von Pdlya
benutzten Ostrovskii [10] sowie auch Hellerstein und Shea [6], um einige wichtige
Resultate in der Theorie der ganzen und meromorphen Funktionen aufzustellen.
Dabei hat Ostrovskii [10] das oben erwéihnte Theorem II von Pélya auf folgende
Form gebracht:

Satz A. Es seien hy, und h, fiir t=0 reelle Funktionen mit hy(t)=0. Wei-
ter seien zwei Zahlen 9=0 und e¢>0 so gegeben, daf die beiden Integrale
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fir o<o<g+e konvergieren, aber das zweite Integral fiir o< divergiert. Aufer-
dem existiere eine in {z: |z—g|<e} analytische Funktion s, die fiir reelle z reell
ist und die fiir 9<o<g+e¢ die Identitit

f 20 i = 50) f 2D ar

erfiillt.
Unter diesen Voraussetzungen gilt dann die Doppelungleichung
1.2 lim su () = s5(p) = lim inf () .
( ) r»oop h ( ) (Q) Fs oo hz(r)

In dervorliegenden Note werden einige Anwendungen von Satz A gegeben. Dabei
werden asymptotische Abschitzungen bewiesen, die mit Ergebnissen des Verfassers
[16], [17] und [18] zusammenhdngen, und es wird der oben genannte cos no-Satz
erweitert.

2. Ganze Funktionen mit negativen Nullstellen

2.1. Esgilt

Satz 2.1. Ist f ein kanonisches Produkt mit negativen Nullstellen und von nicht-
ganzzahliger Ordnung o, so gilt fiir alle 0 mit —n<0=nx
log |[f(re®)| cos 6o log | f(re®)|

2. i = 102 =22 = |im inf 22 ¢ )]
2D ImSup =00 = "0 e = MM inf—2- 0)

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man f(0)=1 setzen. Ist
g=I[¢] das Geschlecht von f; so gilt fir g<o<g+1 (man vergleiche Hellerstein
und Shea [6], S. 223)

(2.2)

M

f log |f(ze'%)] ar == cosfo = 1

$ e o sinno S |a,l°’

wobei a, die Nullstellen von f sind. Beachtet man die Identititen (man vergleiche
Hayman [5], S. 25)

= ] o, 0, N(, 0) ~ N(1, 0)
ey 3o :cr/ e di = o f S di = fﬂTdt,
! 0

=
n=1
0 0

so folgt aus (2.2)

2.4) f log | f(ze®)] df = ng2.08 00 fl\_f(t, O 4

e sin o o
0 0
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In (2.4) sind alle Voraussetzungen des Satzes A erfiillt, womit dann (2.1) aus 2.4
folgt.

Folgerung. Ist f eine ganze Funktion der Ordnung ¢ mit O<g<I, so gilt

. N(r,0) _ sinmg
2.5 11r}1_> sup Tog M(r) = nd®

Diese Folgerung ergibt sich sofort aus der rechten Ungleichung von (2.1), wenn
man dort =0 setzt und dabei beachtet, daB man im Fall ¢<1 ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit die Nullstellen von f als negativ voraussetzen darf.

Ungleichung (2.5) wurde in [18] mit Hilfe einer anderen Methode bewiesen.

2.2. Fiir ganze Funktionen endlicher Ordnung hat der Verfasser in [16]

.. N0 _ o N(r, 0)
(2.6) llIrI_l’ glf Ol ln;r_l» glf Tog M ()

bewiesen. Wir wollen jetzt mit Hilfe von Satz 2.1 folgende Abschitzung der rechten
Seite von (2.6) herleiten.

Satz 2.2. Ist f eine ganze Funktion mit negativen Nullstellen und von endlicher
Ordnung o sowie vom Geschlecht q (g=¢=q+1), so gilt

..~ N(@,0) _ [sinmg|
2.7 hrrrlglf g M) = 7%

Beweis. Beim Beweis dieser Ungleichung wird ¢=0 vorausgesetzt.

I. Zuerst wird gezeigt, daB man ohne Beschrankung der Allgemeinheit die
ganze Funktion f als kanonisches Produkt voraussetzen darf. Dabei spielt das
folgende Ergebnis, das auf Edrei und Fuchs [3] zuriickgeht, eine wesentliche Rolle:

Fiir ein kanonisches Produkt Q mit negativen Nullstellen und vom Geschlecht

q, gilt

. ri
@8) M g G

Einen einfachen Beweis von (2.8) findet man in [17].
Geht man von der Produktdarstellung von f aus (man vergleiche Nevanlinna
[9], S. 233), so gilt

29 f(2) =e?0(2),

wobei 4 ein Polynom vom Grad p=q und Q ein kanonisches Produkt mit nega-
tiven Nullstellen und von der Ordnung ¢,=¢ sowie vom Geschlecht g;=g ist.
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A. Es sei p<yp. Dann gilt bekanntlich notwendig ¢;=¢ und damit auch
g:=q. Dabher ergibt sich aus (2.9)

log M(r, f) = K i1 +log M(r, Q)
und
log M(r,Q) = Kyritlog M(r, f),

wobei K;, K, Konstanten sind. Aus diesen beiden Ungleichungen folgt zusammen
mit (2.8) sofort

(2.10) log M(r, f) ~ log M(r, Q).
B. Es sei p=g¢. Ist g,<g, so ist auch N(r,0) von der Ordnung g, und
man erhilt durch elementare Uberlegungen
. .. N@&O
il iog Mt

Ist o,=0, so bleiben die beiden Méglichkeiten ¢;=¢ oder ¢;=¢—1. Im Fall
g:=¢ zeigt man wie in A, daB

log M(r, f) ~ log M(r, Q)
ist. Im Fall q1=g—1' gilt (man vergleiche Dinghas [2], S. 356)

=0.

o F on(t,0)  dt
@11) log (-, Q) = ket [ S0 0

0

wobei K eine Konstante ist. Ist ¢=0 gegeben, so wihle man ein x derart, daB

F n(t,0)
f —air dt <

gilt. Daraus folgt zusammen mit (2.11)

- n(t 0
log M(r, Q) = Kr‘h“{rf z§,+1) dz+e}
0
und ferner
. logM(r,
@2.12) f‘m% 0.

Auflerdem gilt wegen bekannter Beziehungen (man vergleiche Hayman [5], S. 7,
und Nevanlinna [9], S. 168, 172 und 220)

Kiratl =K =T(r,é") =T, )+T(r, Q)+K,
= ].Og M(ra f)-|-10g M(ra Q)+K29

wobei K; und K, Konstanten sind. Aus dieser Ungleichung folgt mit (2.12)

fiir alle r=r,
log M(r, f) = log M (r, Q).
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Aus A und B folgt das gewiinschte Ergebnis, daBB man beim Beweis von Satz
2.2 ohne Beschrinkung der Allgemeinheit f als kanonisches Produkt vorausset-
zen darf.

II. Ist ¢ nicht ganzzahlig, so folgt aus der fiir alle 6 giiltigen Ungleichung

log M(r, f) = log|f(re®)|

und aus Satz 2.1 mit 6=0 bzw. 0=mn/¢ sofort die gewiinschte Abschatzung (2.7).
III. Ist dagegen ¢=1 ganzzahlig, so greifen wir auf die sogenannte Methode
der POlya peaks zuriick, die der Verfasser auch in [18] benutzt hat.
Es gilt (man vergleiche [18], S. 291)

oo

N(1,0) q*(t+r)2+2qt(t+r)+2—tr

1
= _ pq+1

@13)  logM() = Of e G dt.
Man nehme als Antithese an, daf3

.. . N0

hzriglflogM(r) =x=>0
gilt.

Sei zunidchst a< +oo. Dann existiert zu jedem &>0 ein r, derart, daBl

(2.14) N(@,0) = (x—e)log M(r)

fir alle r=r, gilt. Da der Integrand in (2.13) positiv ist, folgt mit (2.14) fir rz=r,

1 " log M(1) q2(t+7)2+2qt(t+r)+2—tr
logM(r)EE(oc—a)r‘”lf §q+1() G (;I+(,,)s )

ro

dt.

Daraus ergibt sich mit einem Hilfssatz {iber PSlya peaks (man vergleiche [18]) fiir
die Folgen (r,), (a@,) und (4,) mit

lim @, = lim 22 — 1i

n—co n-—oo rn

8

r,, _ .
a,
log M(r,)

1

_ (1 e-a-1 G(t+r)2+2qt(t+r)+12—tr
:—E(a—s)(l—l-o(l))logM(r,,) / ("_n)

Gtr dt.

Ist nun ¢ ganzzahlig, also 9=g oder g¢g=g+1, so strebt mit n—o das Integral
gegen unendlich, und man erhélt einen Widerspruch zu a=0.
Fir o=+ geht der Beweis analog.

Bemerkung. Mit der gleichen Methode beweist man fiir ganze Funktionen
mit negativen Nullstellen und von ganzzahliger Ordnung (man vergleiche dazu [17])

timinf O _ i ing YO

re logM(r) ~  r-e log M(r) =0
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2.3. In [15] hat der Verfasser das asymptotische Verhalten von #n(r, 0)/T(r)
untersucht und fiir ganze Funktion der Ordnung o<1 gezeigt

. n(r, 0) _ ’ T2
(2.15) IHPf;PP T

sin ! 1
—_— < 1.
Q Q, 5= e
Hier wird nun eine Abschédtzung in umgekehrter Richtung gegeben.

Satz 2.3. Ist f eine ganze Funktion mit negativen Nullstellen und von der
nicht ganzzahligen Ordnung ¢ sowie vom Geschlecht q=[g], so gilt

0 |sin mo| = +i
.. o n(r0) g+lsimmgl” 17¢=9T7
(2.16) lim inf = .
reo  T(r) 0 sin o] n 1 _ — g+l
q+1 H q 2 =0 q >
1 [sinmg| g=<o= +1
.. N(r,0) ¢ g+|sinmo|’ =177
2.17) lim inf = .
rve  T(r) 1 [sin 7o) +1 o —at1
Beweis. Aus (2.8) und der bekannten Ungleichung (Nevanlinna [9], S. 220)
log M(r) = R” LT(R)

fiir R>r, folgt fiir kanonisches Produkt mit negativen Nullstellen vom Geschlecht ¢

‘1
lim —— = 0.

= T()
Damit zeigt man nun leicht, dafl man ohne Beschrankung der Allgemeinheit f als
kanonisches Produkt voraussetzen darf.
Wegen (2.2) und (2.3) gilt fir g<o<g+1

f°° log|f(t¢*)| , _ _cosbo j" n(t0) o

(2.18) ; fLte sin o ; tlte
=t [ S
Setzt man ‘
my(r, f) = [log|f(re®)|do
mit e

={9| n <0 <m und cos b >0},

in o
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so folgt aus (2.18)

(2.19) et f) 4 fcos 9ad0f 70 ,

t1+a 1+a

1+a

fcos@adef NG, 0)

Sll’l o

Wendet man auf (2.19) Satz A an, so ergibt sich

) = lim inf ("> 1)
(2.20) limsup = 25 = . f cos g df) = lim inf —Z2 .0

und die entsprechende Ungleichung fiir N(r, 0). Wegen

my(r, f) = 2rT(r)
folgt aus (2.20)

. T(r) =
hrjﬁ?p n(r,0) — 2sinn f cos Og df
und daraus durch elementare Rechnungen (2.16).
Entsprechend ergibt sich (2.17).

Bemerkung. Mit Hilfe einer Ungleichung von Shea, die man bei Hellerstein
und Williamson [7], S. 335, findet, 148t sich (2.15) sofort auf meromorphe Funktionen
iibertragen. Fiir meromorphe Funktionen der Ordnung ¢<1 hat die Abschitzung
dann die Gestalt

IIA
[IA

4 0=¢ 1
o ’ 2
lim sup n_gr_M(L__).

e o osinmo, % =90<1.

3. Ganze Funktionen mit negativen Nullstellen der Ordnung ¢ <1

3.1. Bekanntlich genligt es, den cos mo-Satz fiir ganze Funktionen mit negativen
Nullstellen zu beweisen (man vergleiche z. B. Boas [1], S. 40). Dann besitzt aber
die ganze Funktion f die Darstellung

3.1 f(2) = ]] [1+—) (r,=0).
=1
Fiir diese Funktion gilt nun

M@r) =|f(")] und  m@) = I|f(=7),
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und daher 14Bt sich der cos ng-Satz in der Form

log|f(=n)

lim sup ————-— = cos mg
=P Tog [7(r)]
schreiben. Diese Form des cos mg-Satzes gibt AnlaB dazu, die Frage des asymptoti-
schen Verhaltens von
log |f(re®)|

log [ f(re*)|
zu behandeln.

Satz 3.1. Ist f eine ganze Funktion mit negativen Nullstellen der Ordnung ¢
mit 0=g<1, so gilt fir —w<0=n und —7n/2=¢p=m/2

log |f(re)] _ cosfg — lim inf log |f(re')|

L = = nf —=2— |
log|f(re’)| — cosge r log|f(re”)|
Beweis. A. Es folgt aus (2.2) fiir g<o<1

3.2) lim sup

oo oo

(3.3) fMdt: cos o f log |f(t€)] 0

e cos oo e
0

Benutzt man Produktdarstellung (3.1) von f, so erkennt man, daB log | f(re'*)|=0
fiir —n/2=¢=mn/2 gilt. Zeigt man noch fir p<g und —n/2=¢=n/2

oo

G4 f log lfte 4 1 .,

t1+#

so folgt (3.2) aus (3.3) und Satz A.
B. Fir —n<¢@<n gilt (man vergleiche Titchmarsh [13], S. 271)

n(t, 0) ;
t(t+re®)

log f(re'®) = re' /
0
Daraus ergibt sich fliir —n/2=¢=mr/2

o . n(t, 0) tcosp+r
(3.5 log | f(re')] "/ t 24+ rE+2trcos ¢

0

_ 3 n(t, 0) r
- rf t (t+7r)? dt

r

2 ds
=n(r,0) 1/ m =n(r,0)K,

wobei K=0 eine Konstante ist. Da bekanntlich auch #n(r, 0) von der Ordnung
o ist, folgt (3.4) aus (3.5), womit Satz 3.1 bewiesen ist.
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Bemerkungen. Setzt man in (3.2) 6=7n und ¢=0, so erhilt man gerade den
klassischen cos mg-Satz.

Fir 0== ist die rechte Seite der Ungleichung (3.2) sicher nicht scharf. Ist
aber —m<a<n und n(r, 0)~r? so gilt (man vergleiche Boas [1], S. 55)

. . 7re
iay ., piex
logf(re®) ~ e Snng’
also
, cos aQ
iy |, il
log |f(re®)| ~ mr Sin 7o
und daher

log |f(re’®)] cos B¢
log [f(re*)] COs @@

fiir —n<0, ¢p<n. Damit ist (3.2) fiir 0n nicht zu verbessern.

3.2. Im folgenden setze man fiir 0<fB=n

B
m(, f, B) = % [ log |f(re®)| db.

Satz 3.2. Ist f eine ganze Funktion mit negativen Nullstellen der Ordnung ¢
mit 0<g<1, so gilt fiir —n/2=¢=n/2

mfB) _ L singp _ ... m(f,B)

; = lim inf .
og[f(re®)] = mg cosgg — v log|f(re®)

Beweis. Fiir g<o<1 folgt aus (2.2)

FmAB) 4 _ L sinfo 31

1 - .
e 6 sinmo ;<1 rg

v

3.6) lim sup I

und daraus zusammen mit (2.2)

f m@f,p) 4, _ 1 sinpo f°° log |f(te)| ,,

e 7o COS OO e
0

(3.7)

Beachtet man den Beweis von Satz 3.1 so erkennt man, daB alle Voraussetzungen
von Satz A erfiillt sind, und daher ergibt sich aus der Identitit (3.7) die Aussage
des Satzes 3.2.

Aus Satz 3.2 folgt leicht die Vermutung von Paley [11] fiir ganze Funktionen
mit negativen Nullstellen der Ordnung O0<p<1

. T
3.8) lim sup —Og—— =
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Denn da die Nullstellen von f negativ sind, ist | f(r€")| eine gerade Funktion von
6 und daher gilt fir alle § mit 0<f=n

T(r) = % f log*|f(re®®)| d0 = m(r, f, B).

Daraus und aus (3.6) mit ¢=0 und B=r fir ¢=1/2 sowie mit f=mn/(20) fir
0=1/2 folgt Ungleichung (3.8).

Die Vermutung von Paley ist fiir alle ganzen Funktionen richtig. Den ersten
vollstandigen Beweis dafiir gab Govorov [4].
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