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ANWEI{DUNGEN EINER METHODE VON PÖLYA
IN DER THEORIE DER GANZEN FUNKTIOI{EN

LUTZ VOLKMANN

1. Bezeichnungen und einleitende Bemerkungen

1.1. Es seien / eine ganze Funktion' M(r'f):1411'1 der Maximalbetrag'

m(r,f):7n1y) der Minimalbetrag,'t(r,f):v(r) der Zentralindex, n(r,O,f):
n(r,O) die Anzahl der Nullstellen von / im Kreis lzl=r, N(r,0,f):N(r,0) die

Nevanlinnasche Anzahlfunktion, T(r,f):77'1 die Nevanlinnasche Charakteris-

tik und

N(t,0) - n(0,0) log r
N(r, 0,/) - N(r, 0) : !

ctt + + "(0, 
0) logz r.

Mit

wird die Ordnung

1,2. lmFall, daB f eineganze Funktion der ordnung q<l ist, haben valiron

[4] und Wiman [9] unabhängig voneinander den bekannten, von Littlewood [8]

vermuteten cos zg-Satz bewiesen

Satz A. Es seien hL und h, -filr / >0 reelle

ter seien zwei Zahlen A=0 und s>0 so gegeben,

a- aU)-lim-sur#
von f bezeichnet.

lim-sup ffi>cos 'TQ.

ih{t)l dt und
gt+o

(1.1)

Später gab Pölya [12] einen neuen und eleganten Beweis von (1.1), wobei das Theo-

rem II in dieser Arbeit das zentrale Ergebnis darstellt. Diese Methode von P6lya

benutzten Ostrovskii [10J sowie auch Hellerstein und Shea [6], um einige wichtige

Resultate in der Theorie der ganzen und meromorphen Funktionen aufzustellen.

Dabei hat Ostrovskii [10] das oben erwähnte Theorem II von P6lya auf folgende

Form gebracht:

Funktionen mit hr(t)>O. Wei-

dafr die beiden Integrale

l'='9 
a,

7t+oIf

koskenoj
Typewritten text
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filr q<o=p*e konuergieren, aber das zweite Integralfilr o<q diltergiert. Aufier-
dem existiere eine in {z: lz-ql=e} analytische Funktion s, diefiir reelle z reell
ist und diefilr Q<o<Q+e die Identitdt

!Wdt:s(o)!W"
effillt.

Unter diesen Voraussetzungen gilt dann die Doppelungleichung

(1.2) ,,-r;rrffi 
= s(e) = rimtnrffi.

In dervorliegenden Note werden einige Anwendungen von satz A gegeben. Dabei
werden asymptotische Abschätzungen bewiesen, die mit Ergebnissen des Verfassers
il61, U7J und [l8] zusammenhängen, und es wird der oben genannte cos zp-satz
erweitert.

2. Garu,e f'unktionen mit negativen Nullstellen

2.1. Es gilt

Satz 2.1. Ist f ein kanonisches Produkt mit negatiuen Nullstellen und uon nicht-
ganzzahliger Ordnung q, so gilt filr alle 0 mit -n<0<n

(2.1) tim supfgg[r-(#- = zre,, 
jgte 

= li* irrlo#ffi.
Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man /(0):l setzen. Ist

4:[g] das Geschlecht von f, so gilt ftir Q-o=q+l (man vergleiche Hellerstein
und Shea [6], S. 223)

(2.2) f YgltSg'Y ,tt - r cosoo ;--1-J ---Tfi-u, :; 
sinno ,4_rlq,l,,

wobei a, aie Nuttstelten von / sind. Beachtet man die Identitäten (man vergleiche
Hayman [5J, S. 25)

(2.3) .å# :, I #dt : o2 [ #*dt : os i -ryP. 
0,,

so folgt aus Q.2)

(24) i *Wyat:no,ffi 
irr,l:ro) o,
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h Q.$ sind alle voraussetzungen des satzes A erfillt, womit dann (2.1) aus (2.4)

folgt.

Folgerung. Ist / eine ganze Funktion der Ordnung g mit 0<Q<1, so gilt

(2.5) ri*,3nffi =-W9.

Diese Folgerung ergibt sich sofort aus der rechten Ungleichung von (2.1), wenn

man dort 0:O setzt und dabei beachtet, daB man im Fall Q=l ohne Beschrän-

kung der Allgemeinheit die Nullstellen von f als negativ voraussetzen darf.

Ungleichung (2.5) wurde in [18] mit Hilfe einer anderen Methode bewiesen'

2.2. Ftir ganze Funktionen endlicher Ordnung hat der Yerfasser in [l6J

(2.6) 11rnio1409=6 '^N(r'o)
r+6 v(r) I'Jt i"g16

bewiesen. Wir wollen jetzt mit Hilfe von Satz2.l folgende Abschätzung der rechten

Seite von (2.6) herleiten.

Satz 2.2. Ist f eine ganze Funktion mit negatiuen Nullstellen und oon endlicher

Ordnung g sowie uom Geschlecht q (q=-q=q+l), so gilt
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(2.7) ri*.. i,,.r N(r, o) - lsin zql
lfm 1I1I 

-
^';iä'^ log M (r) - TTQz '

lswrrtn -o

Beweis. Beim Beweis dieser Ungleichung wird g>0 vorausgesetzt.

L Zuerst wird gezeigt, daB man ohne Beschränkung der Allgemeinheit die

ganze Funktion f als kanonisches Produkt voraussetzen darf. Dabei spielt das

folgende Ergebnis, das auf Edrei und Fuchs [3] zuriickgeht, eine wesentliche Rolle:

Ftir ein kanonisches Produkt Q mit negativen Nullstellen und vom Geschlecht

Qr gilt

(2.8)

Einen einfachen Beweis von (2.8) findet man in [17].

Geht man von der Produktdarstellung von / aus (man vergleiche Nevanlinna

[9], S.233), so gilt

(2.9) f(z): eh(z)Q(z),

wobei å ein Polynom vom Grad p<q and Q ein kanonisches Produkt mit nega-

tiven Nullstellen und von der Ordnung g.<q sowie vom Geschlecht qr<q ist.
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A. Es sei p=q. Dann gilt bekanntlich notwendig pr:g und damit auch
qr:q. Daher ergibt sich aus (2.9)

und 
log M(r, f) = Krra,*log M(r, Q)

log M(r,Q) = Krrq,+log M(r, f),
wobei I(r, § Konstanten sind. Aus diesen beiden Ungleichungen folgt zusalnmen
mit (2.8) sofort

(2.10) logM(r,f) -loeM(r,Q).
B. Es sei p:q. Ist gr=q, so ist auch .N(r,O) von der Ordnung g, und

man erhält durch elementare Uberlegungen

ri,niJ,rffi:0.
Ist qr:q, so bleiben die beiden Möglichkeitef, gt:Q oder 4r:q-1. Im Fall
qr- q zeigt man wie in A, daB

logM(r,"f) - log M(r,Q)

ist. Im Fall qrr:g-l gilt (man vergleiche Dinghas [2], S. 356)

(2.1 l) log M(r, Q) = Krqr+L f "\'',0,> dt

I ftL+L t*r,

wobei K eine Konstante ist. Ist e>0 gegeben, so wähle man ein x derart, daB

F nG,o)
l;:*dt<e

gilt. Daraus folgt zusammen mit (2.11)

tog M(r, Q) = Krq,*t{+ [ #P o,* "l
und ferner

(2.t2) !,EW *!#9:0.
AuBerdem gilt wegen bekannter Beziehungen (man vergleiche Hayman [5], S. 7,

und Nevanlinna [9], S. 168, 172 und 220)

Krret+L - Krro = T(r, d) = T(r, I)+r1r, Q)+ K,

= log M (r,"f)+log M (r, Q) * K2,

wobei K, und K, Konstanten sind. Aus dieser Ungleichung folgt mit (2.12)
frir alle r>ro

logM(r,/) = loe M(r,Q).
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Aus A und B folgt das gewiinschte Ergebnis, daB man beim Beweis von Satz

2.2 ohne Beschränkung der Allgemeinheit / als kanonisches Produkt vorausset-

zen darf.
U. Ist q nicht ganzzahlig, so folgt aus der fiir alle 0 griltigen Ungleichung

log M(r,I) = loelf(re'\l

und aus Satz2.l mit 0:0 bzw. 0:nlQ sofort die gewtinschte Abschätzung (2.7).

III. Ist dagegen p>l ganzzahlig, so greifen wir auf die sogenannte Methode
der Pölya peaks zurtick, die der Verfasser auch in [18] benutzt hat.

Es gilt (man vergleiche [18], S. 291)

q'(t * r)'*2q t (t +
(r + r)B

Man nehme als Antithese an, daB

lginfm:a>o
gilt.

Sei zunächst a<**. Dann existiert zu jedem e>0 ein ro derart, daB

(2.14) ff(r, 0) = (a-e) log M(r)

fiir alle r>ro gilt. Da der Integrand in (2.13) positiv ist, folgt mit(2.14) fiir r>ro

(2.r3) los M(r)=+rn*' IH
r)+t2-tr 

Or.

l,ro.- jl* *-Jg Z:*,
Iog M (r")

1

= z@-.s)(1*o(1))log 
M(r^) l" ela-4-1

dt.

Daraus ergibt sich mit einem Hilfssatz iiber P6lya peaks (man vergleiche [8]) frir
die Folgen (r,), (a,) und (1,) mit

Ist nun A ganzzahlig, also Q-q oder Q-q+|, so

gegen unendlich, und man erhält einen Widerspruch
Frir a- f oo geht der Beweis analog.

q' (t * r)' * 2q t (t + rn) * tz - t rn

(r+ rn)'

strebt mit n+@
zut fl> 0.

dt.

das Integral

Bemerkung. Mit der gleichen Ivlethode beweist man ftir ganze Funktionen
mit negativen Nullstellen und von ganzzahliger Ordnung (man vergleiche dazu [7])

I i m i n r d,#6 - I i B T t i*ffi - o .
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2.3. In [15J hat der Verfasser das asymptotische Verhalten von n(r,$lfQ)
untersucht und fiir ganze Funktion der Ordnung q-.1 gezeigt

[n, o=e=l
Q.ts) rimsunff = l- I

IQstnz0, a=Q=1.
Hier wird nun eine Abschätzung in umgekehrter Richtung gegeben.

Satz 2.3. Ist f eine ganze Funktion mit negatiuen Nullstellen und oon der

nicht ganzzahligen Ordnung q sowie uom Geschlecht q:fqf, so gilt

I q lsin zsl I

(2.16) 11*;nr4p= lm' 
4' 

l='*'- \'/ 
[=-' 4+l = q < q*r '

[1-]llrgr I

(2.t7) ri*;nrffi = I i Hra1-' 
o = 

:= 
t+ 2

laffi' s+z=Q=q+t'

Beweis. Aus (2.8) und der bekannten Ungleichung (Nevanlinna [9], S. 220)

tosM(r) = {$ rrnl

fiir .R>r, folgt frir kanonisches Produkt mit negativen Nullstellen vom Geschlecht 4

y4l*m-o
leicht, daB man ohne Beschränkung der Allgemeinheit f als

voraussetzen darf.
(2.3) giltftir q<o<q+I

roelf{tr'\l 
dt _ - ?:0, f "r:+:, n,:+o srn,To J -

: fto..§" r NG'9dr.
s,n,T.- J F

Damit zeigt
kanonisches

Wegen

(2.18)

man nun
Produkt
(2.2) und

oo
tl

J

Setzt man

mit

rhn(r, f) : ,{ 
,or lf ? ei\l d0

En:{r,-rc<a=n und ##=o} ,
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so folgt aus (2. l8)

Q.te) f !#0,:#Jcoso0* iffo,
:# 

lcosoo 
ot i *i?? 

o''

Wendet man auf (2.19) SatzA an, so ergibt sich

o.2o\ ti-ro, frn,(''{) 
= ,T f cos00d0 >liminr fro!".f,)

r*-' n (r, 0) - sin nq I 
--;;;- n(r, 0)

und die entsprechende Ungleichung fiir N(r,0). Wegen

fio(r, f) < 2nT(r)
folgt aus (2.20)

rimsup ffi=- #Al cosopdo

und daraus durch elementare Rechnungen (2.16).

Entsprechend ergibt sich (2.17).

Bemerkung. Mit Hilfe einer Ungleichung von Shea, die man bei Hellerstein
und Williamson [7], S. 335, flndet, läBt sich (2.15) sofort auf meromorphe Funktionen
tibertragen. Fiir meromorphe Funktionen der Ordnung g=1 hat die Abschätzung
dann die Gestalt

n(r,O) + n(r, *)
lim sup

r+@ r (r)

3. Ganze Funktionen mit negativen Nullstellen der Ordnung Q = I

I n, o < a = 1

Inrt,, 
nQ, +=q=1.

3.1. Bekanntlich geniigt es, den cos zg-Satz ftir ganze Funktionen mit negativen
Nullstellen zu beweisen (man vergleiche z. B. Boas [1], S. 40). Dann besitzt aber
die ganze Funktion / die Darstellung

(3.r) f(d:,fi.(r.;) (,. = o).

Fiir diese Funktion gilt nun

M(r): lf(r)l und m(r): ll?r)1,
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und daher läBt sich der cos ne-Satz in der Form

H,"*pef# =cosTtq

schreiben. Diese Form des cos zg-Satzes gibt AnlaB dazu, die Frage des asymptoti-

schen Verhaltens von
loelf beto)l
loglf (r ete)l

zu behandeln.

Satz 3.1. Ist f eine ganze Funktion mit negatiuen Nullstellen der Ordnung q

mit O<q<.|, so gilt filr -n=O=n und -nf2<E<r{z

(3.2) ri**n{ffi =##=ri-inf+#ffi.
Beweis. A. Es folgt aus Q.\ fnr q<.6-.1

(3.3) s ^ty,{:vr o': # i t'ev/lt:'.tr ,'
J tl+o cos q 

o

Benutzt -u, ,roåttdarstellung (3.1) von f, so erkennt man, daB log lf(reo11=g
ftir -nl2=E=nl2 gilt. Zeigt man noch fiir p<g lund -.n12<E=nl2

(3.4) f YgtYgdt:**,
I tl+tt

so folgt (3.2) aus (3.3) und Satz A.
B. Ftir -TE<E<II gilt (man vergleiche Titchmarsh [13], S. 271)

tosf(reio): reia 

{ å*% r,

Daraus ergibt sich fitu -nl2<tp<nl2
oo

loglf1eiq)l:r f n(t'o) 
='"otP*' d,I ' J t t,+r'+2trcosg(3.5)

=, I n(t'o) r.-n,
J t (t +r)2
t-

f dq
= n(r,O) J *+rr : n(r,0)K,

wobei ,I(=0 eine Konstante ist. Da bekanntlich auch n(r,O)von der Ordnung
g ist, folgt (3.4) aus (3.5), womit Satz 3.1 bewiesen ist.
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Bemerkungen Setzt man in (3.2) 0:n und g-0, so erhiilt man gerade den
klassischen cos zrq-Satz.

Ftir 0:z ist die rechte Seite der Ungleichung (3.2) sicher nicht scharf. Ist
aber -TE<q<n und z(r,O)-rn, so gilt (man vergleiche Boas [1], S. 55)

logf (rei) * €iqa g,
smTvq

log lf ?e\l  -, TEra !-:l*nslnnq

loglf (reto)l cos 0s
tosV-CAq - cos es

för -n<0, q<.n. Damit ist (3.2) frjr 0*n nicht zu verbessern.

3.2. Im folgenden setze man 1ii1 Q<.Bsn

r!
m(r, f, $ : ; J loslf?et)1d0.

Satz 3.2. Ist f eine ganze Funktion mit negatioen Nullstellen der Ordnung p

mit 0<q<.1, so giltfilr -nl2<E=nl2

(3.6) ti^*'w##ffi=+# =n^i*ffiffi.
Beweis. Fiir q<6<1 folgt ausQ.2)

f *O,f,p) rr - I sinfo ; I

I -ffro 
uL - oz sinlto ,4_rE

und daraus zusarnmen mit Q.2)

f *Q,f, p) 
Ås _ I sinfo f ygltTe,,*)l ,,

I @t*t- "' cos*o J @cit'

also

und daher

(3.7)

(3.8)

Beachtet man den Beweis von satz 3.1 so erkennt man, daB alle voraussetzungen
von satz A erfiillt sind, und daher ergibt sich aus der Identität (3.7) die Aussage
des Satzes 3.2.

Aus Satz 3.2 folgt leicht die Vermutung von Paley [11] ftir ganze Funktionen
mit negativen Nullstellen der Ordnung 0=g=1

1
<-

2

< 1.

1. r(,)- 
--l 
#' o = a

Itmsup,offi=- I 1 1M(r) 
[* , z= s
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Denn da die Nullstellen von f negativ sind, ist lfQ"'\l eine gerade Funktion von
g und daher gilt ftir alle B mit O-fr=ft

r(r) : * ! "r.lf? "'\l 
do > m(r, f, P).

Daraus und aus (3.6) mit 9:0 und fr:n flirr p=ll2 sowie mit fl:TlQd ftt
a=l12 folgt Ungleichung (3.8).

Die Vermutung von Paley ist ftir alle ganzen Funktionen richtig. Den ersten

vollständigen Beweis dafiir gab Govorov [4].
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