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DIRTCHTETSCHE UND NEUMANNSCHE
RANDWERTAUFGABEI\ IN DER STATISCHEN

ELASTTZITÄTSTHBORIE)

PEKKA NmrtalwvrÄxr

1. Einleitung

Wir betrachten in einem n-dimensionalen euklidischen Raum R' (z=2) einen

elastischen Körper, der im nicht deformierten Zustand das Gebiet G einnehme.
Elastische Verformung unter dem EinfluB von Kräften werde im kartqsischen Koor-
dinatensystem durch das Vektorfeld U:(Ur,...,U,) der Verschiebungen be-
schrieben.

Wir legen die Annahmen der linearen Elastizitätstheorie zugrunde: Die Yerzer
rungen e,o seien durch

(1.1) eio(U)::2-t(DiUk+DkU), i,k: l, ...,n
(Dtuo:59o16x,) gegeben und die durch sie verursachten Spannungen s,* durch

sik : ; cikt*€t,n
i,m:L

(1.2)

(das verallgemeinerte Hookesche Gesetz). Die reellwertige Funktiolen ciktm charak-
terizieren die elastischen Eigenschaften des betrachteten Mediums. Sie geniigen

den folgenden Symmetrierelationen

(1.3) Ciktm: Ct^ik: Cmtik: Cikmt.

Weiterhin gibt es aus physikalischen Grtinden eine positive Konstante Co derart,
daB fiir alle uroQ 4:: {uroluro:ts1,i},

(1.4)

gilt.
Sind die Funktionen c,0,. sonst keinen Einschränkungen unterworfen, so nennt

man das Medium inhomogen und anisotrop. Wegen verschiedener Typen elastischer

1) Diese Arbeit ist mit Unterstiitzung des von der Deutschen Forschungsgemeinschaft getra-
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Medien (isotroper Fall, rhombischer Fall, kubischer Fall usw.) sei auf Sommerfeld

[9] verwiesen.
fails F:(4,..., Fn) den Vektor der Volumenkräfte bezeichnet, so geniigen

die Spannungen den bekannten Gleichgewichtsbedingungen

(1.5)

(1.6)

(t.7)

(1.9)

2 ,rsik+ Fi
k:L - 0, i : l, ..., tx.

n

AU:- - Z Dr(tro,*er*) x?,: F,
i,k,l,r,fl:L

Ulao - o.

tlac - 0.

Indem man die Spannungen mit Hilfe der Beziehungen (1.2) eliminiert, erhält
man Bedingungen fiir das Gleichgewicht in den Verschiebungen; sie lassen sich

in Gestalt einer Yektorgleichung aufschreiben

wobei x[ den Einheitsvektor in Richtung der Achse xo bedeutet.
Die grundlegenden Randwertprobleme der Elastizitätstheorie sind durch fol-

gende Randbedingungen charakterisiert, wobei wir Homogenität voraussetzen.
Hierbei sei mit 0G dq Rand des Gebietes G bezeichnet.

1. Problem bei vorgegebener Randverschiebung (erste Aufgabe):

2. Problem bei vorgebener Randspannungen (zweite Aufgabe). Der auf åG
einwirkende Spannungsdichtevektor t:Zi,o=rsrov1,x!, wobei y1:(v1, ..., v,)
die äuBere Normale von åG ist, verschwindet:

Eine Theorie dieser Randwertaufgaben fiir beschränkte und fiir AuBengebiete
(d. h. Gebiete, deren Komplemente kompakt sind) mit glatten Rändern und fiir
homogene isotrope Medien haben Kupradze [4] und Maul [6] mit Integralgleichungs-
methoden gegeben. Will man den allgemeinen inhomogenen und anisotropen Fall
bei nicht glatten Rändern angehen, dann bieten sich Hilbertraummethoden an.

Die Randwertaufgaben 1 und 2 wurden von vielen Autoren mit dieser Methode
fiir beschränkte Gebiete behandelt. Dazu vergleiche man die Literaturverzeichnisse

z.B. in Duvaut-Lions [], Fichera [2] und Mikhlin [7].
Im zeitharmonischen Fall haben Wacker [0] mit Integralgleichungsmethoden,

Weck [11] und Leis [4] mit Hilbertraummethoden entsprechende Randwertprobleme
fiir Au8engebiete behandelt.

In dieser Arbeit werden im Falle unbeschränkter elastischer Körper und in-
homogener anisotroper Medien Randwertprobleme 1 und 2 mit Hilbertraummetho-
den untersucht.
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2. Problemstellung

Es sei GcR' eine offene Menge' Es sei I10(G):L2(G) der Hilbertraum der

reellwertigen im Lebesgueschen Sinne in G meBbaren und quadratintegrierbaren

Funktionen bzw. Felder mit dem Skalarprodukt

(u, v)o,n p I u1x7.v (x) dx,: 2 ! u,1*1' v{x) dx
c i:l ö

und mit der Norm llUllo,c i:(U,Ll)t!,zc.
In der Menge CI(G) der einmal stetig differenzierbaren Funktionen bzw. Felder

seien

l(I l!, o :: 
V_rtou,, 

DU,) o, o

(D::(Dr, ..., D)) und llUIli,c::llUll3,c+lUli,c. Es sei

C11(G) :: {U{t(G)lllUllr,c = -}.

Fiir U, V€CIG) erklärt man das Skalarprodukt

(U,V)r,oi: ((I,V)s.6* 2 @u,, DV,)o,e .
i:1

Den Hilbertraum Hr(G) erhält man durch vervollständigung der Menge

cl/6) in Bezug auf (., .)r,n. Die AbschlieBung der Menge cfr(G) der Testfunk-

tionen bzw. Testfelder von G im Raum H'(G) sei .F101(G)'

Wir definieren mit den Gewichten (von der Dimension n des Raumes Ro ab-

hängend)

1tl((t+lxl)tn(e+lxl)) fi.ir n: 2

s(x) :: tf (f + l*l) fiir n > 3

die gewichteten Zz-Räume
L!(G):: {aEUQ'z(G))

und
L? 

r u 
(G) p {U I g - t U € L' (G)}

mit den Skalarprodukten

(U,V)s,s,e :: f gzU'V dx, U,V(L\(G)
G

bzw.
(U,V)o,rtn,o :: l' g-z(t.Vdx, U,V<L?ts(G).

Ftir Felder U?CL(G) können wir den Ausdruck

lllullli,,,u :: I g'u'(]dx* l-,{*''Du,d'x
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bilden. Es sei

ci.(G) i: {u( C, (qllllUill.,,, c = -}.
Fiir Felder U, V€C;*(G) erklärt man das Skalarprodukt

(U,V),.n,n :: ! sr(r.Vdx* å I ou,. DV, dx.
G t:rc

- 
Der Raum H;(G) wird als vervolltändigung von ci*G) in Bezug auf (. , .)r,n.o

definiert. Die Abschlie8ung von co-(G) im Raum H;(G) wird mit H;oG) bezeichnet.
Zur Formulierung von Randwertaufgaben bilden wir nun die Bilinearform

(1.e) B((1, V) :- Z f ,,*,*e,*{U) e,o(V) dx.
i,k,lrm:7 ä

Im folgenden nehmen wir an:

Yoraussetzung 2.1. Die Koffizienten cihtm des Operators A sind reellwertige,
beschränkte und me/ibare Funktionen auf G und genilgen den Relationen (1.3) und e.$.

Jetzt können wir unsere Randwertaufgaben fiir unbeschränkte Gebiete G
stellen:

Problem I (Die erste (Dirichletsche) Randwertaufgabe). In GcRn sei
F€L1I(G) gegeben. Es wird die Gesamtheit der Funktionen U(Hlo(G) (der schwqchen
Lösungen des Dirichletschen Problems) gesucht die der Gleichung

(1.10)

geni;gen.

B(U, V) : (F, V)o,o filr alle V€H;,(G)

Problem 2 (Die zweite (Neumannsche) Randwefiaffgabe). In GcR, sei
F<Llr(G) gegeben. Es wird die Gesamtheit der Funktion U1H;(G) (der schwachen
Lösungen des Neumannschen Problems) gesucht die der Gleichung (l.lo) fi)r alle
V<H;(q genilgen.

Wir werden zeigen, da8 Problem 1 fiir beliebiges G eindeutig lösbar ist (Satz 4.1).
wenn G ein AuBengebiet mit Kegeleigenschaft ist (siehe Fichera [2], s. 3g2), können
wir zeigen, daB Problem 2 fLtr n>3 eine eindeutige Lösung hat und daB im Falle
n:2 die Fredholmsche Alternative gilt (Satz 4.2).

3. Erste und zweite Kornsche ungleichung in gewichteten sobolevräumen

Bei den Randwertaufgaben der Elastizitätstheorie'spielen die Kornschen Un-
gleichungen im Beweis der strengen Koerzitivität bzw. der Koerzitivität der Bjlinear-
form eine ähnliche Rolle wie die Poincardschen Ungleichungen bei den Rand-
wertaufgaben der Potentialtheorie: Nach (1.4) und (l.l) gilt fiir alle u(Ht(G)

n

CoZ
i,k:L

(3.1) B(U, tr) = llD,uo* D,,U,ilro,..
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Im Falle beschränkter Gebiete kann man mit Hilfe der Kornschen Ungleichungen

die rechte Seite von (3.1) weiter abschätzen. Die zweite Kornsche Ungleichung lautet

(vgl. Fichera [2], s.382): Zu einem beschränkten Gebiet G mit Kegeleigenschaft

gibt es eine positive Konstante C derart, daB

(3.2) ll D,(I o * D oU,ll'o, G -- C ll{l ll?, o - ll U ll ä, o

fiir alle U(H|(G) e1lt.
Leis hat in [5] gezeigt, da8 (3.2) auch fiir AuBengebiete mit Kegeleigenschaft

gilt. In der statischen Elastizitätstheorie im Falle eines unbeschränkten Körpers

ist diese Ungleichung nicht relevant, weil man nicht erwarten kann, daB die Lösun-
gen quadratintegrierbar sind. Deswegen werden wir zuerst zeigen, da8 mit zwei

positiven Konstanten C1 und C, fiir alle U€H;(G)

n

z
i,k:L

nv
./-J

i,k:L

gilt, wobei G(.iR)::{rc(Gllxl:1xl*...*x};trz=^}cG ist. Dazu setzen wir wor-
aus, da8 G ein Au8engebiet ist und daB fiir G(Å) Ungleichung (3.2) giiltig ist.

Im Falle der Dirichletsche Randwertaufgabe gilt Ungleichung (3.3) mit Cr:g
und zwar fiir beliebige Gebiete: Durch partielle Integration erhalten wir nämlich

fiir alle @:(@p..., @,)€Cf (G)

2 ilD,@o*Dxa)l'o,o
i,k:L

: 2 Z llD,okll|,c+zlldiv@113,"
i,k:r

=2@l?.e .

Zum Beweis von Ungleichung (3.3) sei R>0 so groB, daB "R'-GcK(R)::
{xe R'llxl=R} gilt. Sei 9€Co-([0,3R)) eine nichtwachsende Glättungsfunktion mit

(3.5)

Sei

L(U, Y)

Dann gilt mit rt€C; (R')

llD,u o * D *u ll'o,o >- c Llu l?, G -- c rllu lll,c(R)

q, (lxl) -
flir lxl = rR

fur lxl - 2n
fiir lxl = 3Ä.

:- z (D,(Io* Dr,Ui, D iYk+ Dr,Vr)0, c .

i,k:1

(3.3)

(3.4)

(3.6)

- z 
,,ärLtta, 

aoil'o,c * ! ,o,e)(Do@,) dx\

{1,,

L(ry,4) : L(qq, Eri +zl(Ery, (1 - dri+L(tt - q)ry, (1 - drt).
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Weil der Träger Trg Eq von Eq in K(3R) enthalten ist, erhalten wir nach (3.2)
mittels (3.5) mit allgemeinen, von g und 4 unabhängigen, positiven Konstanten C,

(3.7) L(Ert, ErD = CrllEttll?,err"r-llqryllfi,orr*r

> cr4-L (t _ eJ lztli,ctrnr _ G er, Il4llä, o(r*),

wobei G(R)::GnK(Å) und 0<er<l ist.
Weil (l -dq<Ctr@(iR)) (B(A)::{x€Gllxl=,R}) ist, folgt entsprechend aus

(3.4) mittels (3.5)

(3.8) r-((t-dn,0-dri= 2lo-E)ql?,a$)

= 2 lqll, aoro * 4-L (2 - er) lr1 I ?, *rro, r.r - G e, 1 
Il 4 ll 3, rrn, snr,

wobei K(llr, R2):: {x(GlRr=lxl<Rr} und 0<er<2 ist.
Fiir den letzten Term in Gleichung (3.6) erhalten wir nach partieller Integration

wie oben mit er>O
(3.e) L(tn,[-1r)q)

i,T:r 16

= - ezl?l?,Kt,r*; - Cneu t ll ry|l3, crrrr.

Die Behauptung (3.3) folgt jetzt durch (3.6) nach geeigneter Wahl von €1, e, und
8s aus den Ungleichungen (3.7)-(3.9).

Um die gewi.inschte strenge Koerzitivität bzw. Koerzitivität von -B zu erhalten,
brauchen wir noch folgende Variante der Poincardschen Ungleichung fiir Vektor-
flelder von H;oG) bzw. von H;(G):

Lemnra 3.1. Es sei GcR" ein beliebiges Gebiet. Dann gibt es eine uon U un-
abhringige Konstante C1>0 derart, dalS

(3.10) lllulllr,n,e = cllui,c
filr alle ueil;o(G) cilt.

Es sei GcP ein Autlengebiet mit Kegelbedingung (sogar mit Segmenteigen-
schaft). Dann gibt es eine uon U unabhdngige Konstante Cr>O derart, dafi

(3.11) lllUlll,,,,c = Cr(lUl,,o*llUllo,*tr*,r*r)

filr atle U€H;(q gfu, wobei die Konstante R so grofi ist, dafr N-K(R)cG gilt.

Bewei,y. A. Ohne Einschränkung kann man K(e)cR"-G annehmen (vgl. [8],
S. 30-31. Wir erklären in G die Gewichtsfunktionen g':

1ll(lxl ln lxl) filr n : 2
c'(x) :: t l/lxl frir n > 3

und beweisen fiir U,€Cr-(A Q:1, ...,n) die Ungleichung

(3.12) llg'Uillo,e = 2lulr,c.
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Fiir Q( Co- (G) erklären wir einen positiven Ausdruck

I,alU) 2: llDUfto(n) g'iUtllfl,.

mit *:xllxl,o(n):-1 flfLr n:2 und o(n):l fid;r n>3. Durch partielle In-

tegration €'thalten wir
(3.13) I,a{u) = lull,e .

Aus (3.13) ergibt sich

ll S' U,ll6, o = llD U, * o (n) g' U, - DU tllfl , n

= 4lul?,G.

Wegen der Äquivalenz der Gewichtsfunktionen g und g' erhalten wir aus (3.12)

Behaupturrg (3.10).

B. Z:umBeweis von (3.11) betrachten wir eine Glättungsfunktion E€Cfl(/((3R»
mit Elr.(rr)=1. Fnr UgHj(G) (i:7,...,n) erhalten wir wegen TryEUrcK(3R)
und Trg (l -9) UrcB(R) mit Hilfe der Poincar6schen Ungleichung und (3.10)

(vgl. [8], Beweis von Satz II. 3.3)

(3.14) llUllr.u,e = llEUtllr,r,e *ll(t-q)U,!lr,n,n

= c, (lu,h, c«anr * llt{llo, ***,u*,1

+ cz(lu ill, u(s l * ll u,ll o, *tr., r*)'

wobei Cr>0 und Cr>O unabhängig von U, sind. Behauptung (3.11) folgt dann

unmittelbar aus (3.14).

Aus (3.4) und (3.10) bzw. (3.3) und (3.11) erhalten wir

Satz 3.2. Die erste Kornsche Ungleichung in gewichteten Sobolevräumen:

Es sei GcR" ein beliebiges unbeschränktes Gebiet. Dann gibt es eine uon U unab-

hiingige Konstante Cr>O derart, daJJ die Ungleichung

(3.15) .,ZrllD,U,,*DoU,llB,n= CLlllUllll,s,c

filr alle UeHoLr(G) silt.

Die zweite Kornsche Ungleichung in gewichteten Sobolevräumen: Es sei

GcR' ein Autiengebiet mit Kegeleigenschaft. Dann gibt es zwei uon U unabhängigen

Konstanten Cs>O und Cr>O derart, dafr die Ungleichung

(3.16) 2 ilD,Uo*Dr,U,ll3,G > Crll lul ll?,n,G-G ll 
(lll'o,c(3R)

i,k:L

fil, alle UCH;(G) silt, wobei R>0 mit R'-K(A cG ist.



234 Pxra NnrrraaNuÄrr

4. Lösbarkeitsaussagen fiir Randwertaufgaben

Nach Voraussetzung 2.1 und nach Definition der Norm lll.lllr,r,o ist die
Bilinearform B(u, v) in Hrtr(G) bzw. in H;(G) beschränkt: Es gilt mit einår positiven
Konstanten C,
(4.1) B(U,v) = Cllllt/lll,, n,olllVlllr.o,e

fiir alle U, V<H;,(G) bzw. atle U, V€H;(G).
Nach (3.1) und (3.15) ist B in H;r(G) streng koerzitiv: Es gibt eine positive

Konstante C, detart, daB

(4.2) B(u, u) = c,lllulll?,0,e
fiir alle U<H;oG) sitt.

Wegen

l(F, V)o,el = ll lFl I Io,rrr, elllV lllr,n,"

ist das Funktional a(v)::(F, Y)o,o mit F<Llb(G) in Hfi(G) beschränkt. Mittets
(4.1) und (4.2) erhalten wir daher aus dem Satz von Lax und Milgram

Satz 4.1. Voraussetzung 2.1 sei effillt. Dann ist die Dirichletsche Randwert-
aufgabe filr unbeschränkte Gebiete G und filr F€Lits(G) eindeutig lösbar.

Die Behandlung der zweiten Randwertaufgabe ist schwieriger, weil aus der
zweiten Kornschen Ungleichung nur die Koerzitivität der Bilinearform ,B folgt:
Die zweite Aussage von Satz 3.2 angewandt auf Ungleichung (3.1) gibt fiir alle
U€H;(G) die Ungleichung

(4.3) B(u,u)= plllullll,n n-,1llull3,ct,.,

wobei p und i positive Konstanten sind. Mit Hilfe der Stabilität der Fredholm-
eigenschaft gegeniiber kompakten Störungen erhalten wir aus (4.3)

Satz 4.2. Es sei ein AuJhengebiet mit Kegeleigenschaft und sei Voraussetzung 2.1
erfi)llt. Wenn die Raumdimension n>3 ist, ist die Neurnannsche Randwertaufgabe
filr F(Lln(G) eindeutig lösbar.

Wenn n:2 ist, hat die Neumannsche Randwertaufgabe filr FeLlln(G) genau
dann eine Lösung, falls die Bedingung

(F,V)n,6 :0
filr alle Y(Zr::Rz erfi)llt ist. Diese Lösung ist dann bis auf ein beliebiges Element
aus 9o eindeutig bestimmt.

Beweis. A. Wir erklären in nlG)XUj(G) eine Bilinearform

(4.4) E(U,m:: B([J,V)+A(1,$R)U,V)0,.,

*ob? No,ro, die charakteristische Funktion von G(3R) ist, und fiihren einen Opera-
tor r4 durch diese Form ein.
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Es sei DG) (.r\(G»
je ein FeLLs(G) mit
(4.5)

die Menge derjenigen

B(U,V) : (F,V)o,c

Elemente Ue H;(G), zu denen

fi.ir alle V€ H; (G) existiert. Durch

(4.6) Åu:- F fiir ueD6)

wird Å: o1Å1ttl,,(G) erklärt.
Der Operator Å hat h LiG) einen dichten Definitionsbereich (vgl. etwa

Weidmann ll2),Satz 5.36). Wie in [8], Satz 1L3.12, kann man beweisen, daB der

Operator Å ein Fredholmoperator mit dem Index ind.4 :0 ist (vgl. Kato

[3], § Iv. s.r).
Ferner können wir wie in [8],§II. 3.5, einen Operator l-: D(f)*Ll,n(@ mit

D(r) i-DG) und
(4.7) fU:- lXcG,9U, fiir UQQ)

definieren und beweisen,daB l" ein ,f-kompakter Operator ist (vgl. Kato [3], § IV. 1.3).

Mit Hilfe der Stabilitätsergebnisse fiir Fredholmoperatoren (vgl. Kato [3],

§IV.5.3)erhalten wir: Der Operator A::Å-f mit D(A):O1Å1 ist einFred-
holmoperator mit dem Index 0.

B. Nach (3.1) ist

N(A):nraH)(G)'

Andererseits gilt SrnHl(G):9o f:dir n:2 und graH!(G):{0} fi.ir n=3.
Folglich ist im Falle n>3 auch N(A):{0}. Dies zusammen mit der Tatsache

ind,4:0 liefert den ersten Teil von Satz 4.2.

Im Falle n:2 erkJären wir Q::{V:gzUlU€g}. Man kann beweisen, da8

Q im Nullraum N(l*) des adjungierten Operators l* enthalten ist. Weil wegen

indl:O die Relation dimQ:d;6N(l):dim N(A*) gilt, ist N(,4*):Q. Dies

zusammen mit der Tatsache N(A*):p1ay (orthogonales Komplement der

Wertemenge des Operators A, vgl. Kato [3], Theorem 5.13, S. 234) liefert die zweite

Aussage von. Satz 4.2.

N(A):: {U<Hi(qlB(U,V):0 fiir alle V(H;(q)

in graHj(G) enthalten, wobei l, durch

1ngt:: 
lu 

: (ur, ..., u,)lu, : or* 
åbiixi, 

ai,b,r€.R und br, : -br]
definiert ist.

Weil ,B(U, V):0 fid;t alle U€nrnH;(G) und alle V€H;(G) gilt, ist
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