Annales Academiz Scientiarum Fennice
Series A. I. Mathematica
Volumen 5, 1980, 341—346

UBER DAS GEMISCHTE RANDWERTPROBLEM FUR
ELLIPTISCHE GLEICHUNGEN IN
n-DIMENSIONALEN GEBIETEN MIT KANTEN

A. AZZAM und E. KREYSZIG

1. Einleitung

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir das gemischte Randwertproblem

fiir gleichmissig elliptische Gleichungen
(1.1) Lu = a;;(x) uy,,+a;(X)uy,+a(x)u = f(x)
(Summationen gemif Summationsvereinbarung), x=(xy, ..., x,), mit C*Koeffizi-
enten in einem einfachzusammenhingenden beschrinkten Gebiet QCR", n=2,
dessen Rand 9Q Kanten besitzt. Die Randbedingungen sind dabei derart, dass
jeweils u=0 bzw. u,=0u/dv=0 auf zwei Hyperflichenstiicken I'; bzw. I'y gilt,
deren Schnitt eine (n—2)-dimensionale Kante bildet (genaue Voraussetzungen s.
unten). Hierbei ist v die dussere Normale.

Die konforme Abbildung hat erstmals Fragen gezeitigt, die auf spezielle der-
artige Randwertprobleme fiihrten. Spater wurden Sitze iiber das kantennahe
Losungsverhalten beim allgemeinen Problem grundlegend fir die Theorie der
Differenzenverfahren (vgl. P. Laasonen [5], [6]) und fiir die Methode der finiten
Elemente. Wiihrend die meisten bisherigen Arbeiten das Dirichletproblem betreffen
(s. die in [3] genannte Literatur), betrachten wir hier die gemischte Randwertauf-
gabe und beweisen in Abschnitt 3 Glattheitsaussagen fur Losungen bis zum Rand
von Gebieten der obigen Art. Letztere folgen aus Ergebnissen im Sonderfalle eines
Zylindersektors, der nun behandelt wird.

2. Das Problem fiir einen Zylindersektor

Betrachtet wird
@.1) LoU = Ay(3) Uy, +A4:() Uy, £ AG) U = F(),
y=(1, ..., ¥u), in einem Zylindersektor
G, ={(2,0,¥)10, <0< 0,, 1yl <},

1 1 1
bp=5n—0, =51, 0=
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Hierbei ist
yp=o0cosf, y,=psin

V' = (3., V) falls n=3
[yI2=yi+...+y;.

Wir machen die folgenden Voraussetzungen:
(V1) L, gleichmissig elliptisch in G,

Aij,Ai’A9 FEC“(GC), O<a<l.
V2) Aij(o)':aij fir 7, j=1, 2.
(V3) U]r‘(:u:O, lerf):O,

ry = {yly€oG., 0=10;}, j=12.
Dann gilt der

Satz 2.1. Es sei U eine beschrdnkte Losung von (2.1) in G, mit c¢<1, und (V1)—
(V3) seien erfiillt. Dann existiert ein positives ro<c/3 derart, dass gilt

22) UeCH(G,)
mit

{ 2 fiur w20 =2
# =

23) n2w—e fir w20 =2

mit beliebig kleinem &=0.

Dieser Satz ergibt sich aus dem

Lemma 2.2. Unter den Voraussetzungen des Satzes 2.1 ist in Gy,
24 U()| = Me*
mit M=0 und pu gemdss (2.3).

Beweis. Wegen (V1) ist F beschriankt, etwa |F(»)|=R in G,. Ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit kénnen wir U|z=0 mit BC3G3,0 gegeben durch |y|=3r,
annehmen; vgl. [1]. Es sei

V() = Mgﬂ‘cosxl(%n—())
mit y=(g, 0, y')€ G;;,o, u gemidB (2.3) und
A= (m—=20)20 = p.
M=0 und r,=0 werden spiter geeignet gewidhll. Wir setzen

LyV=LV+L,V,

LiV=A4V+ 3 (4;-5,)V,

iyj*
i,j=1
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Hierbei ist 4=0%/0y2+0%0y3, und A,(y)—9;; ist stetig und verschwindet fiir
0. Da fir 0,=0=0,
sind = cosl(—;— n—@) =1
gilt, hat man die Abschitzung
LV (y) =—M[(2—p?) sind—g]o"~?

in Gy, mit hinreichend kleinem r,>0 und beliebig kleinem & =0. Nun enthélt
L,V hochstens erste Ableitungen nach y; und y,. Also ist

L,V (y) = 0(e"™®).

Wihlen wir &~<(/2—p2?) sin und dann r, hinreichend klein sowie M hinreichend
gross, so folgt

LV(y)=—R in Gy,
also

LV (y) = F(y) in Gy,

Wir schitzen ¥V bzw. V, auf 0Gs, ab. Es gilt fir 0=6,
V(y) = Mg*sind =0,

auf B
V(y) = MQ3r)cos /(3 = —0)
= M@Bry#sind =0
und fiir 0=0,
1
VV - 'E Vo = 0

Entsprechend ergibt sich fiir
W(y) = —M*g”cos),(% n—()]
mit hinreichend grossem M* bei hinreichend kleinem rj
LW ()= F(y) in G,

W) =0 fir 6=0,
und auch auf B sowie
wW,(») =0 fir 60=0,.

Aus dem Maximumprinzip (s. C. Miranda [7]) folgt nun in Gg,, wobei 7=
min (ro, ry) bezeichnet,
Wy =Uw =V

Indem wir M=max (M, M*) setzen, ergibt sich nun (2.4).

Wie man sieht, geniigt es, in diesem Beweis statt (V1) nur
(V1*) L, gleichmissig elliptisch in G,
A;; stetig in G,

A;, A, F beschrinkt in G,
vorauszusetzen.
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Aus Lemma 2.2 folgt nun Satz 2.1 dhnlich wie in [2], nimlich, indem man ver-
moge einer Schauder-Ungleichung Abschitzungen fiir die Ableitungen gewinnt,
aus denen sich dann Satz 2.1 ergibt.

3. Das Problem fiir ein allgemeines Gebiet mit Kanten

Fiir ein gemischtes Randwertproblem
3.D Lu = a;;(X)uy,y,+a;(0)uy,+a(x)u =f(x) in Q
Yi(ux)+e(x)u,(x) = @(x) auf 9Q

(L gleichmissig elliptisch in  Q, yj+y;50, u,=0u/dv die Ableitung in Richtung
der dusseren Normalen) gilt bekanntlich: Ist 9Q glatt, so verbessert sich die Glatt-
heit der Losung bis zum Rand mit wachsender Glattheit der Koeffizienten und
Randdaten.

Fiir Gebiete Q mit nichtglattem Rand gilt Vorstehendes aber nicht mehr. Einem
solchen QcR" mit (n—2)-dimensionalen Kanten wenden wir uns nun zu. Da es
sich um lokales Verhalten handelt, geniigt es anzunehmen, 90Q=I,ul', bestehe
aus zwei Hyperflichenstiicken I';, I', der Klasse C**% deren Schnitt S=I,nTI,
eine Kante bildet. Wir betrachten also das Problem

3.2 Lu =f in @, mit L gemdss (3.1)
(3.3a) ulp, =0
(3.3b) uylr, = 0.

Es gilt (vgl. [1]): Ist a;;, a;, a, f€C*(Q), 0<a<1, so ist fiir die Losung u von (3.2)
und (3.3)

(3.4) ue C*(Q) n CO(Q)

in jedem beliebigen kompakten Bereich Q,C @ mit positivem Abstand von S.
Um die Glattheit von u in einer Umgebung von S zu untersuchen, wihlen wir
einen beliebigen Punkt P: x=x° in S und definieren

[a11 (X°) @55 (x°) — aTo (x°)]1/2
a5 (x°) cot Y (P) —ay,(x°)

wobei y(P) der Winkel zwischen I'; und I', im Punkte P sei. Offenbar erhilt man
o(P) aus y(P) bei der Transformation von

(3.5) w(P) = arctan

(3.6) a;;(xuy, =0
auf Normalform. Wir setzen
3.7 @ = max w(P)

mit w(P) gemiss (3.5). Dann ldsst sich das Hauptergebnis der Arbeit so fassen:
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Satz 3.1. Es sei u eine beschrinkte Losung des gemischten Problems (3.2), (3.3)
in einem Gebiet QCR" der vorstehend genannten Art mit w<%7c in (3.7). Weiter
sei L gleichmdissig elliptisch in Q und a;;, a;, a, f¢€ C*(Q), 0<ua<1. Dann gilt

ue C*(9Q),
2 fiir a)<%7r
i

n2o—e fir o z—i—n

(3.8)

mit beliebig kleinem &=0.
Beweis. Aus (3.4) sieht man, dass es geniigt, fiir einen beliebigen Punkt P€ S
uc€ C*(Qp,,)

zu zeigen, wobei Qp , der Schnitt von Q mit einer offenen Kugel vom Radius b
mit dem Mittelpunkt P ist. Es sei P: x"=(x}, ..., x%), und

(3.9) Xy = g(Xas oees X)
Xy = h(x, X3, .0, X,)

seien lokale Darstellungen von I'; bzw. I’y in einer Umgebung von P mit g und 4
von der Klasse C2?** Dann existiert eine Transformation der Form

(3.10) yi= Bil(x1—g)+ﬂi2(x2_h)+j§; ﬁij(xj_xg)’

Bi; konstant, i=1,...,n,

derart, dass gilt: (3.2) geht iiber in die elliptische Gleichung
(3.11) A;;() Uy, + AU, + AWU = F()

fir U(p)=u(x) mit A4;(0)=¢;; im Nullpunkt 0, dem Bild von P, und in P nicht-
verschwindender Jacobi-Determinante. Die Formel (3.9) geht iiber in die Darstel-
lung zweier Hyperebenenstiicke

(3.12) y1=0, y;=y,tanw(P),

die den Winkel w(P)<+n bilden.

Diese Transformation (3.10) bildet ein Gebiet Qp, der eingangs genannten
Art auf ein Gebiet G, ,, ab, das von (3.12) und einem Hyperfliachenstiick mit positi-
vem Abstand 2¢ von 0 berandet wird. In

Gc = {(Qa 99 y,)|91 = 0 < 62’ Iyl = C} o GO,ZL‘

erfiilllt U alle Bedingungen des Satzes 2.1 mit w(P) statt w. Also ist Uec C** ’(G,)
mit ro<c/3 und
2 fir w(P)<3n

“(P):{n/zw(P)—s fir o(P)=in
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Da (3.10) von der Klasse C2** ist und die Jacobi-Determinante in P nicht ver-
schwindet, folgt
u(x)eC*P(@p,) (b < by,

und Qp , liegt im Urbild von G,o. Der Satz ist damit bewiesen.

Bemerkung zu Satz 3.1. Fir w>%n brauchen die zweiten partiellen Ablei-
tungen von u nicht mehr in @ stetig zu sein, aber (dhnlich wie in [2]) kann man
dann die Existenz von t, t,€(0, 1) zeigen, so dass

Pl € C(Q)

gilt; r ist dabei der Abstand von S vom Punkte x, in dem der Wert der Ableitung
genommen wird.

Wir danken N.S.E.R.C. fiir Unterstiitzung durch Grant A9097.

Literatur

[1] AcmoN, S., A. DoucLss, und L. NIRENBERG: Estimates near the boundary for solutions of
elliptic partial differential equations satisfying general boundary conditions. - Comm.
Pure Appl. Math. 12, 1959, 623—727.

[2] Azzam, A.: On Dirichlet’s problem for elliptic equations in sectionally smooth #-dimensional
domains. - SIAM J. Math. Anal. 11, 1980, 248—253.

[3] Grisvarp, P.: Behavior of the solutions of an elliptic boundary value problem in a polygonal
or polyhedral domain, Numerical solutions of partial differential equations 1II,
SYNSPADE 1975. - Academic Press, New York, 1976.

[4] LaasoneN, P.: On the behavior of the solution of the Dirichlet problem at analytic corners. -
Ann. Acad. Sci. Fenn. Ser. A T 241, 1957, 1—13.

[5] LaasoneN, P.: On the degree of convergence of discrete approximations for the solutions of
the Dirichlet problem. - Ann. Acad. Sci. Fenn. Ser. A I 246, 1957, 1—19.

[6] LaasoNEN, P.: On the solution of Poisson’s difference equation. - J. Assoc. Comput. Mach.
5, 1958, 370—382.

[7] MIrANDA, C.: Partial differential equations of elliptic type. 2nd ed. - Ergebnisse der Mathematik
und ihrer Grenzgebiete, Band 2. - Springer-Verlag, Berlin—Heidelberg—New York,
1970.

[8] Wasow, W.: Asymptotic development of the solution of Dirichlet’s problem at analytic corners.
- Duke Math. J. 24, 1957, 47—356.

University of Windsor
Department of Mathematics
Windsor, Ontario

Canada

Eingegangen am 26. November 1979



