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i]smn DAS GEMISCHTE RANDWERTPROBLEM TtJN
ELLIPTISCHE GLEICHUNGEN INI

z-DIMEI\SIONALEI{ GEBIETEN MIT KAI{TED{

A. AZZL\4 und E. KR.EYSZ\G

1. Einleitung

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir das gemischte Randwertproblem

fiir gleichmässig elliptische Gleichungen

Lu - a;;(x) Lt*,*i* ai(x)u*,* a(x)u - f (x)

(Summationen gemäB Summationsvereinbarung), x:(xt, ..., x), mit Co-Koeffizi-

enten in einem einfachzusammenhängenden beschränkten Gebiet d)e-[n, n=2,
dessen Rand åO Kanten besitzt. Die Randbedingungen sind dabei derart, dass

jeweils u:O bmr. un:0ul0v-0 auf zwei Hyperflächenstiicken l, bzw' l, gilt,

deren Schnitt eine (n -2)-dimensionale Kante bildet (genaue Voraussetzungen s.

unten). Hierbei ist v die äussere Normale.

Die konforme Abbildung hat erstmals Fragen gezettigt, die auf spezielle der-

artige Randwertprobleme fiihrten. Später wurden Sätze iiber das kantennahe

Lösungsverhalten beim allgemeinen Problem grundlegend fiir die Theorie der

Differenzenverfahren (vgl. P. Laasonen [5], [6D und fiir die Methode der flniten

Elemente. Während die meisten bisherigen Arbeiten das Dirichletproblem betreffen

(s. die in [3] genannte Literatur), betrachten wir hier die gemischte Randwertauf-

gabe und beweisen in Abschnitt 3 Glattheitsaussagen fiir Lösungen bis zum Rand

von Gebieten der obigen Art. Letztere folgen aus Ergebnissen im Sonderfalle eines

Zylindersektors, der nun behandelt wird.

2. Das Problem fiir einen Zylindersektor

Betrachtet wird

(2.1) LsU -
y- (yr, ..., !n), in einem

G"

,1,,r@) ur,r,* Aiu) ur,+ A(y) u - F(y),

Zylindersektor

-+ft-@, 0z:ln, ct)<.f,n.0L

koskenoj
Typewritten text
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Dann gilt der

Satz 2.1. Es sei U eine beschriinkte Lösung uon (2.1) in G" mit c<1, und (Vl)-
(Y3) seien erfilllt. Dann existiert ein positiues rr<cf3 derart, dass gilt

(2.2) UeCt(G,")
mit

( 2 filr rl2a>2(2.3) p: 
lnlza_e filr nl2a < 2

mit beliebig kleinem e>0.

Dieser Satz ergibt sich aus dem

Lemma 2.2. Unter den Yoraussetzungen des Satzes 2.1 ist in GrTo

(2.4) lu(y)l = frst

Hierbei ist

lt: q cos 0, lz: g sin 0

Y' : (yr, ... , !r) falls n > 3

lyl'- y?+...*y?,.

Wir machen die folgenden Yoraussetzungen:
(Vl) Lo gleichmässig elliptisch in G",

Arj, A,, A, F(.C"(G"), 0 = a < l.
(V2) AuQ) -öij fiir i, i:1, 2.

(V3) Ulr<'>-Q, Uulyo-g,

tfit- {yly€.Ac,,0:0i, j -1,2.

mit fr>O und p gemäss (2.3).

Beweis. Wegen (Yl) ist Fbeschränkt, etwa lF(y)l=R in G". Ohne Beschrän-
kung derAllgemeinheit können wir Ulr:g mit Bc\Gs,o gegeben durch lyl:370
annehmen; vgl. [1]. Es sei

v(y): Msucos l'(|"-o)
mtt y:(9, 0,y'XGs,o, p gemäB (2.3) und

/: (n-2ö)l2rtt > t-t.

M>0 und ro>0 werden später geeignet gewählt. Wir setzen

LxV: LrV+LzV,

2

L,,V - ÅV + . z (A,i- ä,;) Yn,r,.
l,J:L
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Hierbei ist l:0'l0y?+0'l0yZ, und Arj(y)-ä,, ist stetig und ver§chwindet fiir

l,:0. Da fidlr 0r=Q=6,
sin ä = cos,t (f, n-e) = t

gilt, hat man die Abschätzung

LrI/ (y) =- - M l(1' -P2) sin ö - erf Pu 
- z

in Gr,, mit hinreichend kleinem ro>0 und beliebig kleinem er>O. Nun enthält

LrV höchstens erste Ableitungen nach y, und yr. Also ist

LyV(Y) : o(QP-z)'

Wählen wir er<(/.2-trr2) sinä und dann ro hinreichend klein sowie M hinreichend

gross, so folgt
LoV(y) = -Å in Gg"o,

also
LoV(y) =- F(y) in Gr,o.

wir schätzen v bzw' Yn a;uf \Gs,o ab' Es gilt fiir 0:0r

V(Y): MgP sinä = 0,

auf -B

v (y) : M (3r)u cos l"(i 
" - e)

> M(3r)P sinä > 0

und fiir 0:02
,, 

- 
| t/ 

-n'"-T/e-w'
Entsprechend ergibt sich fiir

w\v) : - M* Qu cos ).(i 
" - o)

mit hinreichend grossem M* bei hinreichend kleinem rf
LoW(y)= F(y) in Gr,o

W(y)=0 ftir 0:0r
und auch auf B sowie 

w'(y) :0 fiir 0 : 0z'

Aus dem Maximumprinzip (s. C. Miranda [7]) folgt nun in Groo, wobei fo:
min (ro, rf) bezeichnet,

W(Y)=u(Y)=v(Y).

Indem wir fr:max(M, M*) setzen, ergibt sich nun (2.4).

Wie man sieht, geniigt es, in diesem Beweis statt (Vl) nur
(Vl*) Zo gleichmässig elliptisch in G",

1,, stetig in G",
Ai, A, F beschränkt in G"

vorauszusetzen.
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Aus Lemma 2.2folgt nun Satz 2.1 ähnlich wie in [2], nämlich, indem man ver-
möge einer Schauder-Ungleichung Abschätzungen fiir die Ableitungen gewinnt,
aus denen sich dann Satz 2.1 ergibt.

3. f)as Problem fiir ein allgemeines Gebiet mit Kanten

Fi,ir ein gemischtes Randwertproblem

Lu - aij(x)u*,xj+ ai@)u*,*a(x)u -f(x) in O

rl,r@)u(x)*tr(*)u"(x) - E@) avf 0Q

(Z gleichmässig elliptisch in O,l/?+l/Z+0,u,:\ul\y die Ableitung in Richtung
der äusseren Normalen) gilt bekanntlich: Ist 0Q glatt, so verbessert sich die Glatt-
heit der Lösung bis zum Rand mit wachsender Glattheit der Koeffizienten und
Randdaten.

Fiir Gebiete O mit nichtglattem Rand gilt Vorstehendes aber nicht mehr. Einem
solchen QcBI mit (n-2)-dimensionalen Kanten wenden wir uns nun zu. Da es
sich um lokales Verhalten handelt, geniigt es anzunehmen, \Q:l1vf , bestehe
aus zwei Hyperflächenstiicken lt,f z der Klasse Cz+n, derert Schnitt ,S:Irnl-z
eine Kante bildet. Wir betrachten also das Problem

(3.1)

(3.s)

(3.2)

(3.3a)

(3.3b)

Es gilt (vgl. t1l): Ist oij, ai; at

und (3.3)

(3.4)

Lu -f in Q, mit L gemäss (3.1)

ulr, 0

urlr, - 0.

f€C.(O), 0= q,<1, so ist ftir die Lösung u von (3.2)

u(cz**(gr) 
^co(O)

in jedem beliebigen kompakten Bereich QrcQ mit positivem Abstand von S.
Um die Glattheit von z in einer Umgebung von S zu untersuchen, wählen wir

einen beliebigen Punkt P: x:xo in ,S und definieren

wobei y(P) der Winkel zwischen ,l-, und f, im Punkte P sei. Offenbar erhält man
ar(P) aus y(P) bei der Transformation von

(3.6)

auf Normalform. Wir setzen

(3.7)

e)(P) - arctan b't:2"'t.2:'?"t.Y]
arr(xo) cot y (P) - an(xo)

ari(xo)Ltxixi - 0

a) - max o{P)
P€S

mit a;(P) gemäss (3.5). Dann lässt sich das Hauptergebnis der Arbeit so fassen:



Satz 3.1. Es sei u eine beschriinkte Lösung des gemischten Problems (3.2), (3.3)

in einem Gebiet OcR' der uorstehend genannten Art mit a-.!n in (3.7). lV'eiter

sei L gleichmässig elliptisch in Q und aii, ai, a, f(C"(O), 0=*= l. Dann gilt

u€CP(A),

t 2 filr at-lr(3'8) P:lnP*-e fi)r r=ln
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mit beliebig kleinem e>0.

Beweis. Aus (3.4) sieht man, dass es geniigt, fi.ir einen beliebigen Punkt P( S

u€CP(Ap,b)

zu zeigen, wobei Or,u der Schnitt von O mit einer offenen Kugel vom Radius å
mit dem Mittelpunkt P ist. Es sei P: ,o:(x!,...,x1), und

(3.9) x1: g(x2o ..., xo)

x2: h(x1, xs, ..., xn)

seien lokale Darstellungen von,l-, bzw. f, in einer Umgebung von P mit g und /r

von der Klasse C2+o. Dann existiert eine Transformation der Form

(3.10) li: f,(xr-s)-lFiz@z-h)*,48,1@i-xJ),

fi; konstant, i : l, .-. , fr,

derart, dass gilt: (3.2) geht iiber in die elliptische Gleichung

(3.11) A,i(y)Ur,r,*A,(y)Ur,*A(y)U: F(y)

fur U(y):s(x) mit Arr(O):öi, im Nullpunkt 0, dem Bild von P, und in P nicht-
verschwindender Jacobi-Determinante. Die Formel (3.9) geht iiber in die Darstel-
lung zweier Hyperebenenstiicke

(3.12) .y1 : 0, !r: !ztana(P),

die den Winkel a(P)-f,n bilden.
Diese Transformation (3.10) bildet ein Gebiet Qr,u, der eingangs genannten

Art auf ein Gebiet Gs,2s äb, das von (3.12) und einem Hyperflächenstiick mit positi-

vem Abstand, 2c von 0 berandet wird. In

G" : {(Q, 0, y)10, = 0 = 0r, lyl = c) c Gr,r"

erfiillt Ualle Bedingungen des Satzes 2.1 mit ar(P) statt ar. Also ist U<Ct'e)(G,o)

mit ro=c/3 und

,*\ t 2 fiir @(P)=*n
u(P) - lnpr(P) -, fiir a)(P) = * n,
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Da (3.10) von der Klasse Cz+n ist und die Jacobi-Determinante in p nicht ver-
schwindet, folgt

u(x)(c*e)(ar.J (b = br),

und Op,6 liegt im Urbild von G.o. Der Satz ist damit bewiesen.

Bemerkung zu Satz 3.1. Fiir a=fn brauchen die zweiten partiellen Ablei-
tungen yon u nicht mehr in CI stetig zu sein, aber (ähnlich wie in [2]) kann man
dann die Existenz von ?, tr€(0, 1) zeigen, so dass

r, u*r*r€Crr(Q)

gilt; r ist dabei der Abstand von ,S vom Punkte x, in dem der Wert der Ableitung
genommen wird.

Wir danken N.S.E.R.C. fiir Unterstiitzung durch Grant A9097.
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