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ASYMPTOTISCIIE ENTWICKLUNGEN,
TEICHMUT,T,NN_WITTICHSCHER VERZERRUNGSSATZ

UND KOMPAKTHEIT IN KLASSEN
QUASIKONFORMER ABBILDUNGEN

HEINRICH RENELT

Analog zu den konformen Abbildungen (2. B. der Klassen S und ^X) können
auch bei quasikonformen Abbildungen bzw. schlichten Lösungen gleichmäBig el-

liptischer Differentialgleichungssysteme asymptotische Entwicklungen der Form

(0.1) f(r) : f(zo)+a.(z- z)*b(z-zo)*o (lr- zol)
,. o(lz - zol)

,7-ry
. -.o L z-o

in einem bestimmten Regularitätspunkt zo von f (z) (bei entsprechenden Modi-
fizierungen von (0.1) im Falle zo:@ undloder f (z):-) als Normierungen ver-

wendet werden. Hierzu wird der lineare Bestandteil in (0.1) vorgeschrieben, was

natiirlich wie auch bei konformen Abbildungen nicht ganz beliebig geschehen kann.
Solche Normierungen treten in vielen physikalischen Problemen auf (siehe z. B.

[9] und dort genannte Literatur).
Von speziellen Fällen abgesehen ist nichtsdestoweniger bisher die Frage un-

behandelt geblieben, wann so normierte quasikonforme Abbildungen eine (nicht-

leere) kompakte Menge bilden. Dies ist (nach einigen Vorbereitungen im l. Ab-
schnitt) Gegenstand des 2. Abschnitts dieser Mitteilung (Sätze 1 und 2). Dabei
spielt der Teichmiiller-Wittichsche Verzerrungssatz (siehe [1], [13]) in seiner er-

weiterten Form (siehe [3], [7]) eine wichtige Rolle. In den folgenden beiden Ab-
schnitten werden unter (gegeniiber der Voraussetzung des Teichmiiller-Wittich-
schen Verzerrungssatzes, siehe (1.6) unten) verschärften Bedingungen (siehe (1.7),

(1.8) unten) verschärfte Formen des erweiterten Teichmiiller-Wittichschen Ver-
zerrungssatzes bewiesen (Sätze 4, 4' und 6), mit deren Hilfe die zugehörigen asymp-

totischen Entwicklungen genauer beschrieben werden können (Sätze 3 und 5).

Unter der im Satz 5 zu Grunde gelegten Bedingung ergeben sich dabei sehr ähn-
liche Verhältnisse wie in der Klasse )(G) der konformen hydrodynamisch nor-
mierten Abbildungen eines Gebietes G mit -€G.

Aus beweistechnischen Griinden wird hier (ar:Ber bei Satz 4') der Fall zo:
f (ro):* behandelt. Mittels Möbiustransformationen und affiner Transformationen
kann man den Fall beliebiger z, und f (z) hierauf zuröckfiihren.
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1. Yorbereitende Betrachtungen

G sei ein Gebiet der vollen z-Ebene E:E,,2:x*i)', mit {lzl=Ro}cG,Ro
eine feste positive endliche Zahl. Die Funktion p(z) sei eine frir arle z(E" de-
finierte me8bare Funktion mit

llpll"" - e,sp sup lpk)l - Qo < 1 und l,,r(".)l = 1.
lzl <. a

D sei eine (nicht notwendig echte) Teilmenge von G, die {lrl=Åo} im Innern
enthält. ..// Qt) sei die Klasse aller (schlichten) quasikonformen Abbildungen /'
von G mit
(1.2) lfrl = lpQ)l.lf,l fiir f. a. (: fast alle) zCG,

(1.1)

(1.3) f- - tt(r).8 fiir f. a. z(D.

.ftQt) ist natiirlich nicht leer (siehe z. B. [6] und dort genannte Literatur). Nach
bekannten Konvergenzsätzen frir quasikonforme Abbildungen (siehe [8], S. 74;
[0]) sowie auf Grund der schwachen Kompaktheit beschränkter Mengen in r,
(im Hinblick auf die Griltigkeit von (1.3) ftir die Grenzfunkrionen) ist ..//(p) ab-
geschlossen in der Menge aller Q-quasikonformen Abbildungen von G mit
Q:0+qo)l(l-qr) beziglich punktweiser Konvergenz unter Beachtung der Tat-
sache, daB punktweise Konvergenz einer Folge quasikonformer Abbildungen von
G gegen eine quasikonforme Abbildung von G notwendigerweise gleichmäBig
in jedem kompakten Teilgebiet von G sein mu8 (siehe [8], S. 74). -d/(p) ist also
(erst recht) auch abgeschlossen bezriglich gleichmäBiger Konvergenz in kompakten
Teilgebieten von G (:lokal gleichmäBige Konvergenz in G). Unter Konver_qenz
in .,//(p) oder in irgendeiner der unten genannten Klassen quasikonformer Ab-
bildungen soll nun stets die lokal gleichmäBige Konvergenz verstanden werden.

Die Amnität

(1.4) - I " P(*) .,' - !l[r1-;['r - r _1t'<-\'' L

fiihrt jedes fe"tt1u1 iiber in ein F€-ff(po) mit

(1.5) pok):l(uk)-a@111(r-[-*tuQ)) lr' zcD- t(tptat+ls(-)l)/(r +lp(-) p(z)l) sonst.

Fiir das Regularitätsverhalten der f(,,//(po) in - ist natrirlich nicht po(-;:0,
sondern allein das verhalten von p0 in einer Umgebung von @ entscheicend.
Eine in gewissem sinne (siehe tlll; t8l, s.220) nicht weiter abschwächbare vor-
aussetzung fiir Regularität ist die Yoraussetnrng des Teichmriller-Wittichschen
Verzerrungssatzes (Voraussetzung TW):

(1.6) t lpQ):l(9!do- =* (do, das,,Flächenelement" in der z-Ebene).
11,1Jx01 Vr
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Voraussetzung TW ist offenbar genau dann erfii.llt, wenn fiir das zugehörige lo
gilt

(1.6',) r lpnk)l ,

J l^2 a6'<cc'
{lzl=Ro} t'I

Weiterhin sollen hier noch solche p(z) betrachlet werden, die die folgenden stär-
keren Bedingungen

(1.7) p(z)- p(*)(Loo, ps>- 2 und lim p(z): p(-)

(Voraussetzung (Ir)) und

(1.8) p(z)-p(*)€Ln mit 1<q<2

(Voraussetzung (L\) erfiillen (siehe auch Abschnitt 3, Bemerkung 3 unten). Wenn
z. B. p(z) in - hölderstetig ist, d. h. wenn gilt

(1.9) lpk)-p@)l=i, fiir alle z mit positiven Konstanten c, a,,
lzl

so ist a>0 hinreichend frir (1.7) und a>l hinreichend fiir (1.8), und zwar gilt
dann (1.7), (1.8) frir jedes po bzw. q, das gröBer als 2la ist. Wegen (l.l), das im
folgenden bei TW, (Zr) und (L') stets gleichzeitig mit vorausgesetzt wird, gilt
(man beachte, da8 (p-p(4)l(t-t(-).t) eine lineare Transformation des p-

Einheitskreises in sich darstellt):

(1.10) Wenn p(z)- p(*)(L, ist mit r>1, so ist auch p(z)-p(*)€L"
fiir jedes s?r, und auBerdem ist dann lp@)l=qo.

Sei 9(p,b) mit b€G,b*-, die Teilmenge der -f(il(p), frir die f(b):b eilt
und die eine Entwicklung

(1.11) f(r):z-lp(*)Z*e1k) mit ii*"(4:g

besitzen (insbesondere ist dann "f(-):-).

2. Der Fall TW

Es gilt der folgende

Satz l. Wenn p die Voraussetzung Tll effillt, so ist 9(p,b) nicht leer und
kompakt in sich.

Beweis. Es geniigt natiirlich, Satz I im Falle l(-):0 zu beweisen. Zum
Nachweis von 9(p,b)*0 betrachte man eine Folge

(2.1) p,(z) : p(z) fiir lzl = R,, p,(z):0 sonst
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mit A,*-. Sei H,(z) die schlichte Abbildung der vollen z-Ebene mit H,-:
Fo4,, H,(z):7aqo,*auf z+... fiir lzl=R,,ä,(0):0 (siehe z. B. t6D. Nach [8],
S. 232 (Satz 6.1 und die anschlieBenden Bemerkungen), angewendet auf g,(z):
llH,(llz), folgt die Existenz eines R*=- z. B. mit (ll2)R"=lH"(r)l<2R+ frir
alle n und alle z mit lzl:R*. Folglich bilden die H, eine kompakte Menge,

und eine Teilfolge der Hn konvergiert gegen eine schlichte quasikonforme Ab-
bildung H(z) der vollen z-Ebene, die auf Grund der obigen Bemerkungen zur

Abgeschlossenheit von.,//(p) Lösung von H,:pH- ist. Wieder nach [8], 5.232
besitzt fI jedenfalls eine Entwicklung H(z):ssLrs(z) mit e(z)lz*O fur z-*,
c*0. Der Fall c:1 ist dann eine Konsequenz aus der GleichmäBigkeitsaussage
in [8], S. 232, 1. Bemerkung, und der lokal gleichmäBigen Konvergenz der H,.
Also gehört H(z)-(H(b)-b) zu 9(p,b). Nach demselben Muster ergibt sich

auch die Abgeschlossenheit von 9(p,b) in "t/(p).
Sei nun Z(p,b) die Menge aller quasikonformen Abbildungen / von G mit

f(b):b,die(l.2)erfiillenundeineEntwicklung(1.11)besitzen.Wegen Z(p,b)=9(p,b)
ist Z(p,å) nicht leer. Satz 1 ist offenbar bewiesen, wenn gezeigt ist der

Satz 2. Wenn p die Voraussetzung TW und p(*1:0 erfullt, so ist Z(p,b)
kompakt in sich.

Beweis uon Satz 2. Zunächst ist aus den oben genannten Gninden nattirlich
Z(p,b) abgeschlossen in der Menge der Q-quasikonformen Abbildungen von
G. Gegeben sei nun eine Folge f"(Z(p,å), und es sei g,(r):llJ"Qlt). Sei å,

eine konforme Koebe-normierte Abbildung von g,({lrl=U.Ro}) auf einen Kreis

{lwl-r,}. Durch Spiegelung an den Kreisen {lll:l/Ro} und {lwl:r,} kann
gl(t):h*og,(r) in die gesamte l-Ebene Q-quasikonform fortgesetzt werden mit
gI(0):0, sI(-):- fiir alle n. Nach [8], S. 232 folgt dann wieder die Existenz
eines so=0 z.B. mit (ll2)s=lg}(r)l<2s frir lll:s=§o und alle n, was zusam-

men mit 8I(0):0,SI(-):- die Kompaktheit der gj und damit auch r,=r>0
mit einem festen r liefert. Aus bekannten Verzerrungssätzen frir Koebe-normierte
konforme Abbildungen (siehe z. B. [4], S. 102), angewendet auf die Umkehrabbildun-
gen der h,, ergibt sich dann auch die Existenz eines R>Ro und zweier positiver
Konstanten cr,c, mit clR=lf"(z)l<cr-R ftir alle z mit lzl:R und alle n,

wobei noch ohne Beschränkung der Allgemeinheit crÅ=lål angenommen werden

kann. Zusammen mit f"(b):b, f,(*):- liefert dies die lokal gleichmäBige Kon-
vergenz einer Teilfolge der f" in G gegen eine Q-quasikonforme Abbildung von
G, womit Satz 2 und damit auch Satz 1 bewiesen ist.

Bemerkung l. Wenn in der Deflnition von -//Qt) (1.2), (1.3) ersetzt werden

durch

(1.2') lful = (lvl + lt D.lf,l fiir f. a. z(.G mit

( 1 .3',) Z€D,f- - vf,+ pE fiir f. a.
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so läBt
Ftir die

fordern

(1.6',)

und alle

gilt dann

sich durch Affinitäten in der f- und z-Ebene v(-) - p(-)-0 erreichen.

(bereits transformierten) r, lt hat man dann als Voraussetzung TW zu

Fiir die Menge 9(u, p,å) der quasikonformen Abbildungen f von G rnit f (b):b'
die (1.2') und (1.3') erfiillen und eine Entwicklung

(l.ll').f(z):z+eyk) mit e1Q)lz*0 ftir z+6 (v(-):p(-):0)

besitzen, und .E(lvl +ltÅ,b) gelten dann wieder die Sätze l und 2, wobei man nur

im Beweis von Satz 1 Hnr:p,E*,Hr:pfl durch Hn:v,Ho,*pnE|,Hr:
yH,+ptt" mit analog zu (2.1) definierten yn, ltn zrt ersetzen hat. Einsetzen der

oben genannten Affinitäten in (1'11') liefert dann die Entwicklung

(11.11 f@): z*l'r(*)*p7*112+e1Q) mit et(z)lz -0 fiir z +@

fiir die f€/(y,p,b) und natiirlich auch die Gtiltigkeit von satz 1, wenn nicht

notwendig v(-):,u(-):0 erfiillt ist'

3. Der Fall (Zr)

Wenn nicht nur TW, sondern sogar (Zr) erftillt ist, so hat man als Ergänzung

zu den Sätzen I und2 den folgenden

satz 3. Die Funktionen po(z),1t(z) mögen die voraussetzung (Lo) e1filllen,

und es sei po(-):O. Filr alle

f (r) - z+tt(-) z+er(z)€L(p,b) (p(".) nicht notwendig - g)

f(r) - z*er@)ez(tf ,b)

]t* er(z) .lrl-y : 0 filr iedes feste v > | -(2lpo)

gleichmäliig filr alte f€9(tt,b) bzw. filr alle fe»(po,b).

Der Beweis des Satzes 3 beruht auf einer Verschärfung des (erweiterten) Teich-

miiller-Wittichschen Yerzerrungssatzes, nämlich dem

satz 4. Die Funktion p(z) erfulle (1.1), (1.7) und p(*):0. Eine beschrönkte

Menge ZrcG und ein p>2 mit p>ps seien beliebig, aber fest uorgegeben. Dann

gibt es zwei feste endliche posititte Konstanten c11 c2 ilfid zu ieder quasikonformen
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Abbildungen f(z) uon G mit "f 
(*):*, die (1.2) effillt, eine endliche Konstante

cr*O, so dafi gilt

I 
rt'> -!a - r rl = tu,llc,lzl-zb * c,lzl-,]l"r

filr alle z€G undfilr alle zr(21.

Beweis oon Satz 4. C(s) sei die Norm der Hilberttransformation

(3. 1)

(3.2)

(3.4)

E die (in Zusammenhang mit Integrierbarkeit oder MeBbarkeit stets endliche und
sonst volle) z- bzw. (-Ebene, s=1 (Integrale, bei denen kein Integrationsgebiet
angegeben ist, sind stets riber den gesamten Träger des Integranden zu berechnen).
Wegen C(s)*l fiir s*2 (siehe [5], pl) gibt es ein s mit s=2, das im weiteren
festgehalten werden soll, mit

C(t) . Qo: ka = 1.

Im Falle po>2 in (1.7) sei auBerdem s--po gewählt. Wegen (1.7) und ,rz(-):0
gibt es ein År=Ro, so daB frir ql:ess supl,;>n, lp(z)l gilt

(3.3)C(p).Q,:kr<l fiir p:po imFalle po>2, ?:s imFalle po:2.
Fiir s und p gilt dann p>s>-2. Sei nun / irgendeine quasikonforme Abbildung
von G mit /1-1:-, die (1.2) (mit p(-):0) erfiillt und sei pr(z):frlf" fnr
z(G,1tr(z):0 sonst. Sei weiter poQ):trtG) fff lzl=Rr, po(z):0 sonst, und sei

pr(z):prQ) fiir lzlZRr, pr(z):0 sonst. Wegen (1.7), (3.3) hat

ht_ : p\* {trTh,

eine eindeutig bestimmte Lösung hreLp. Ebenso hat auch wegen (3.2) und po:g
fiir lzl>R1

(3.5) ho : Fo(t-tThr)* prTho

eine eindeutig bestimmte Lösung ho(L". F:U'r h:ho-tå, gilt dann

(3.6) h: p1*p,Tlt.
Sei weiter

(3.7) Pose) | f -"'l | 1l
| :-; I s\O16_,-T)dor, g(L,, r > 2.

Mit Poh:Poho+Poh wird dann

(3.8) HyQ): z*Poh(z)

eine in der ganzen Ebene schlichte Lösung des Beltramischen Differentialgleichungs-
systems

(3.9) (H)z : t"l.(Hy),
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mit är(0):0, H1(*):-. Denn (3.9) folgt sofort aus (Psh).:h,(Poh),:Th und
(3.6). AuBerdem ist (vgl. [], Kap. V A)

(3.10) lPoh(z)l= lPohnl+lPohll = K"llåoll...lzl1-{zt»111ollhrllr".lzll-(ztvt,

wobei K", K, Konstanten sind, die nur von s bzw. p abhängen. Die Schlichtheit
von H, folgt dann unter Verwendung der Existenz mindestens einer in der ganzen

z-Ebene schlichten Lösung w(z) von (3.9) mit w(*):* (siehe z. B. [5]) aus

Hy(z):aow(e) mit einer ganzen analytischen Funlition o(r,u), dem Argument-
prinzip, (3.8) und (3.10).

Aus (3.10), (3.4), (3.5) erhält man weiter die Abschätzung

(3. 1 1 ) lP oh (z)l = K r K oll p Al ",. lzl| - 
(2 t 0t a & Kr ( llpo ll 

". 
+ ll tto Thrll r.) . lzr - <zr s1

mit Ko:l/(l-max(fro,kJ). Unter Beachtung: der Hölderschen Ungleichung er-
hält man dann weiter

li ptsThrilr, = qnllTleril.,rl t,l=Rri) : /<r(rÄfi('-s)itrrs - lihrllrr"

lttrk)i = I tt(zli ftir alie z gilt dann

lPrh(r)i = KnKoil,tli,_,. Iril-(2tpt +K,Krtllpil.,rt vt=R,i) l-

t k o Ko(n Ri)Q - s) t ps. 
l,tlll.,] . 

I zi t - 127"; -
* dolzlL-(zi")+dllzlt-(zte) f.6'r alle z

mit Konstanten do, dr, die nur von F, Rr, p und s abhängen.
Da IIyk) und f (z) in G Lösung ein und desselben Systems (3.9) sind, gibt

es eine schlichte konforme Abbildung oy(.) von Ur(G) mit arr(-):- und

f'(r) - {Dr."Hr{4.

besitzt eine Entwicklung

ur.(F{) - cF{:_aa*aLl H+ "..

mit natrirlich von -f abhängenden Koeffizienten c=0 und ai,i:0, 1,2, .... Be-
trachtet man nun die Gesamtheit dieser / und die Iv[enge der zugehörigen llr,
so bilden diese "F/, eine kompakte Menge in der Menge der schlichten Q-quasi-
konformen Abbildungen von G (wegen H1Q):O,H7(-):*, (3.9), (3.8) und
(3.12». Folglich gibt es zu jeder festen beschränkten Menge ZrcG eine Konstante
M(Zr)-.:* mit lHt(,2)l=M(Z) ftir aile z(Zr und alle Hr Au8erdem gilt
wegen (3.12)

(3.15) Hr({14 = Ro})r {lI{l = Rä} mit Ää: Rn*dopå-('1^)+rilAå-''t,'.

Folglich bilden auch die konformen hydrodynamisch normierten Abbildungen

lvh'egen

(3.12)

(3. r 3)

Die Abbildung @ r

(3. 14)

@r(Hllc-atl c - H+++...(3. 16)
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eine kompakte Menge schlichter konformer Abbildungen, und somit ist

Q.t7) l(f(z)-oo)lrl: l(rr oH1(zr)-ao)1cl= t fiir alle z1eZ1 und alle /
mit einer festen endlichen Konstanten L:L(Z). Fiir die Koeffizienten ailc,
i:1,2,... in (3.16) gilt nach dem Bieberbachschen Flächensatz la,lcl=(R[)i+ri-rtz,
i:1,2,.... Es gibt ein l?z=Å0, so daB gilt

(3.18) 2R[ = lH/z)l fiir alle z mit lrl= R, und alle obigen /
(r.8. Rz:rrax {l,4Rt,l2(do+dr)l't'}). Folglich gitt fiir alle oben genannten /
die Abschätzung

(3. 1e)

mit
(3.20)

Zusammen

(3.21)

(1.4')

fnr pl>R, und alle zr€Zr. Fiir lzl:Aa giltfolglich

(3.22) lfk)-f(rr)l<lcl.l(do-td)Å|-{z/rralä+Z+R,1.

Da f (z)-f (zr) bei festem z, eine schlichte gebietstreue Abbildung ist mit @+6,
gilt (3.22) auch ftir alle z(G mit lzl---Rr. Damit ist Satz 4 bewiesen.

Beweis uon Satz 3. Durch die affine Hilfstransformation

lfk)-oo_ I I arl c I

ök) : (dr*dr)lrl-\tp +Aä I zl-' ftir lrl = R2.

mit (3.17) folgt daraus

I 
f@ -fk'l -, | = vl-r(do* d)r rl-ztp +(Rä + L) .rzr-,)I z "l-

entsteht aus jedem "f€9(t ,b) ein F€L(po,å) mit dem in (1.5) definierten po.
Auf jedes F(9(po, å) und jedes f(Z(1t0,å) ist Satz 4mit co:cr-L and zr:S
anwendbar, woraus sich Satz 3 ergibt.

Bemerkung 2.Eine z:uSatz 3 völlig analoge Aussage gilt auch fir g(v, p,b)
(siehe Bemerkung 1), wenn fiir die zugehörigen transformierten v, p gefordert wird

(1.7') v, p€Lro mit poz 2 und !rgu(r>: JIT Fk) :0.

Bemerkung 3. Sei l(-):0. Aus p€L,p=2, folgt ftir pr(z):p(llz)
stets (uJz)lz)lzl'-{nt'>1Lr(Er), Er:{lzl<l}, und damit nach der Hölderschen Un-
gleichung Q4Q)lz)<Ln-(E) fiirjedes p*<p mit 2lp*>l-21p. lJnter Verwendung
eines Gedankens von B. Bojarski (siehe [5], S. 499 f) läBt sich folgender Satz be-
weisen.
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Satz 4'. sei (pr(z)lz)€Lr*1Er1,p*=2 und c(p*)'ess suPl,l.r lprl=1. Zu

jeder quasikonformen Abbildung g(z) uon E, auf sich mit g(0):O und lgrlg"l=
lprl fi)r f. a. zQE, existiert eine Konstante cn#O,7*, so dafr

(3.23) l+_.rrl= r*lrl'-('to*t J'iir alte z mit 0< lzl -L

erfitllt ist mit einer positiuen endlichen Konstqnten s*>1, die bei festem p1 und

festem p* unabhiingig uom ieweiligen g ist. Filr cn gilt dabei

lf c* = lcol = c*

(u|l. U)). Wenn darilberhinaus Fr(z)*o strebt filr z*O, so braucht p* nur die

Bedingung p* >2 zu erfillen.

Der Vorteil der oben angedeuteten Betrachtungsweise besteht darin, daB auch

ohne die Zusatzvoraussetzung P:Q)*O fiir z*0 eine Aussage (3'23) zustande

kommt, auch wenn man dann dort das p* nicht kennt. Dagegen ist der Ubergang

zu Voraussetzungen und Betrachtungsweisen, die zu einer Lipschitzbedingung (siehe

Satz 6 unten) fiihren, hier nicht so zwanglos möglich wie bei den Yoraussetzungen

und Betrachtungsweisen, die Satz 4 zu Grunde liegen.

Wenn lim,- o pt(z):O ist, so sind die Sätze 4 rtnd 4'in folgendem Sinne gleich-

wertig: Sind die Voraussetzungen des Satzes 4 ptimät gegeben, so kann die Un-

gleichung des Satzes 4 ,,in beliebig guter Näherung" beztiglich der Exponenten

mittels Satz 4' erhalten werden. Sind dagegen die Yoraussetzungen des Satzes 4'

primär gegeben, so kann (3.23) mittels Satz 4 ,,in beliebig guter Näherung" erhalten

werden (denn dann ist 1t(z):1t (llz)(Lr({lzl>l}) fiir jedes p mit 2lp<t-2lp*)'

4. Der Fall (fa)

Eine weitere ,,Verbesserung" der Verhältnisse in 9Q.t,b),2(t,b) ttitt ein bei

Ubergang von (Zr) zu (Lq), d. h. bei Absinken von p0 unter 2. Dann gilt nämlich

folgender

Satz 5. Die Funktion p(z) effille die Voraussetzung (Lq).

(l) Es existiert eine feste endliche Konstante cs, so da§ filr alle f (z):z+
p(*)z+sr@)(9(p,b) gilt ley@)l=ca filr alle z€G.

(II) Fi)r jedes J'(9(p,b) existiert der Grenzwert lim,-*e t(z)=a(f).
(III) Die Menge 9Qi:{f(r)-a(f):f(z)C9(1t,b)\ ist kompakt in sich. Eine

quasikonforme Abbildung f uon G gehört genau dann zu 9(p), wenn sie (1.2),

(L3) erfitllt und eine Entwicklung f(z):z*p(-12+et(z) mit lim,*- e1k):0
besitzt.
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(IY) Wenn p zuscitzlich /r(-):0 erfi)llt, so ist die Menge E(p) der quasikonfor-
men Abbildungen f, die (1.2) erfillen und eine Entwicklung f (z):z-le1e) mit
lim,*- e1Q):O besitzen, kompakt in sich.

Der Beweis von Satz 5 ergibt sich wieder aus einer Verschärfung des (erweiter-
ten) Teichmriller-Wittichschen Verzerrungssatzes, nämlich dem

Satz6. Die Funktion p(z) effille (l.l), (1.8) und p(*):e. Eine beschrcinkte
Menge ZrcG sei beliebig, aber fest uorgegeben. Dann gibt es eine feste endliche
positiue Konstante cn und zu jeder quasikonformen f (z) uon G mit jr(-):-,
die (1.2) erfi)llt, eine endliche Konstante cr*O, so da/J gilt

I rr-t il-\ I

lr\L) r\'t' 
-rrl=lcl.ca.lzl-, fi)r alle z(G und alle zr(21.I z 'l 'r'

Beweis uon Satz 6. Wegen der Stetigkeit von C(s) und Ce):l gibt es ein
festes ä>0 mit

(4'l) c(s)'qo=k'<l fiir alle s aus dem abgeschlossenen lntervall 12-ö,2+ö1,
Å eine zuvor beliebig, aber fest gewählte Konstante mit qo-:k<|. seien nun
p,q zwei feste Zahlen mit 2-<p<2 16,2-ö=q<2, und ohne Beschränkung der
Allgemeinheit (siehe (1.10)) stimme dieses q mit dem in (1.g) genannten iiberein.

Sei Lp,q:LrALr. F:f''r hly'e ist nicht nur po, sondern auch

(4.2)

(4.3)

deflniert, und es gilt fohpl:Ph(z)-Ph(0). Lp,c ist ein Banachraum mit der
Norm llhllro,,.,:max{llhllr,,lhllr"}. Zerlegt man das Int:grationsgebiet rechts in
(4.2) in {l(-rl=Å} und'{l(-ll>Ä} mit irgendeinem reeilen R>0, so lieferr
die Höldersche Ungleichung die Abschätzung

lPh(z)l = Kr,,)lhllr,,q fiir alle z

mit 1(r,r:info=^ =- {1111il",,({r(r=n}) +llllllr,,«t<t-a11\, p-'*p'-t:l, Q-7-lq'-L:1.
Weiter gilt fiir Ph(z) folgende Aussage.

(4.4) Filr jedes h(Lp'q niit @>-p:>2, l<q<2 ist lim,,*ph(z):O.
Beweis. Sei lzl:2t>=2, Å(r): {(: t-=l(1..:3t}, K(2, s):{(: l(-zl=s}. Mit q,:

ql@ - 1)>-2, l -:p' : pf 1p -1)<2 gilt dann

I 
I e r,,1= l.*/o | 

* 1",,,1f,., 
u 

| 
* I.u, du,,,l 

* l^,1,1 * 1,,,, 4, I

= llhll r,. (rtr1r1n' . t -L +llhll1,. (8np1r1r' . t-r +llhlll,({tq >4) . ll1 l|l 
",,q1a>r71'lllhllr,<ne>,p 'llU(lli.,,({161<r1y * llfrll",,{r(l>34) ' Il l/(llz,,,«rrr,r».

Fiir /* - folgt dann die Behauptung (4.4). (niir ale in ll2l, s. 37 betrachtete Klasse



Asymptotische Entwicklungen, Teichmiiller-Wittichscher Verzerrungssatz und Kompaktheit 13

Le,z(E) mit p>2 gilt eine schärfere Aussage als (4.4). Natrirlich ist Lo,r(E)c
Lp'q f;jr Sr-pl@-1), jedoch Lp's+Lp,z(E) ftir alle p>-2, q?1, wie einfache
Beispiele zeigen.)

Sei nun wieder / irgendeine quasikonforme Abbildung von G mit /(-):-,
die (1.2) erfiillt. Die Funktion prk):fJf, frir f. a. z(G und :0 sonst gehört
dann auch nt LP'q, und

Hy{z) - z*Ph(z}(4.5)

(4.7)

ist wieder eine schlichte Lösung von (3.9) in der ganzen z-Ebene mit Hr(-):*,
wobei å Lösung von

(4.6) h: p1*pyTh mit llhll",,,= *ilprllr,.,= *E fittllr,.,

in Lp'q ist. Folglich gilt fiir jedes obengenannte .f (z)

f(r): @f oHr(z)

mit einem o, wie in (3.14). Die H, bilden wegen (4.5), (4.3), (4.6) wieder eine
kompakte Menge in der Menge der schlichten Q-quasikonformen Abbildungen
der vollen Ebene auf sich. Zum Definitionsbereich der a, in (4.7) gehört stets

{läl>Åä} mit Åf;:Ro'lKo,n' (li(1-ft»lltllro,n. Der Rest des Beweises von satz 6

verläuft völlig analog zum Beweis von Satz 4.

Beweis uon Satz 5. Im Hinblick auf (1.4') genrigt es nattirlich wieder, Satz 5
im Falle l(-):0 zu beweisen. Die Behauptung (III) folgt unmittelbar aus (I),
(II) und Satz l, (I) folgt sofort aus Satz 6 mit cr:l,2r:6. Die Behauptung (II)
ergibt sich aus (4.7) zusammen mit (3.14) und (4.4). Die Behauptung (IV) folgt
daraus, da8 die fe»1U,å) bei l(-):0 dieselben Abschätzungen und eine Dar-
stellung (4.7) gestatten wie die feA1U, å) bei t(-):0. Folglich gibt es zu jedem

"f€Z(p,b) awheine Konstante a(f):sr, (siehe ao in(3.14)), so da$ .f-aor(E(p)
ist und umgekehrt, und die ao, sind wieder gleichmäBig beschränkt. Damit ist
Satz 5 berviesen.

Die Klassen 9(p) und X(p) (bei ^X(p) nattirlich p(-):Q) besitzen groBe

Ähnlichkeit mit der Klasse »(G) der hydrodynamisch normierten konformen
Abbildungen von G. Das Abklingen von p- p(*) unter der Bedingung (L,)
fijr z** fiihrt zu solch,,stabilen Verhältnissen" bei den f(9(p,b) und den

"f(Z(p,b), daB man die Forderung f (b):b (oder eine ähnliche Forderung) hier
wie im ,,Idealfall" p=0 durch zusätzliche Forderungen an die asymptotischen
Entwicklungen ersetzen kann, was zu den Klassen 9(p) und ^X(p) fiihrt. Diese
Ähnlichkeit von 9(p,) und )(p) mit )(G) legt es nahe, die f aus 9Q) und die

f aus ,I(pr) verallgemeinert hydrodynamisch normiert zu nennen.

Bemerkung 4. Eine zu Satz 5 völlig analoge Aussage gilt natiirlich auch fiir
9(y, p, å) (siehe Bemerkung 1), wenn die zugehörigen transformierten v, p beide

nt Lu mit l=q<2 gehören.
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