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ASYMPTOTISCHE ENTWICKLUNGEN,
TEICHMULLER—WITTICHSCHER VERZERRUNGSSATZ
UND KOMPAKTHEIT IN KLASSEN
QUASIKONFORMER ABBILDUNGEN

HEINRICH RENELT

Analog zu den konformen Abbildungen (z. B. der Klassen S und X) kdnnen
auch bei quasikonformen Abbildungen bzw. schlichten Losungen gleichmaBig el-
liptischer Differentialgleichungssysteme asymptotische Entwicklungen der Form

0.1) f(2) = f(z)+a-(z—z)+b(z—zg)+0(z—2)) mit lim olz=zb _

Z=>Zy Z'_ZO

in einem bestimmten Regularitdtspunkt z, von f(z) (bei entsprechenden Modi-
fizierungen von (0.1) im Falle zy=cc und/oder f(z,)=c) als Normierungen ver-
wendet werden. Hierzu wird der lineare Bestandteil in (0.1) vorgeschrieben, was
natiirlich wie auch bei konformen Abbildungen nicht ganz beliebig geschehen kann.
Solche Normierungen treten in vielen physikalischen Problemen auf (siehe z. B.
[9] und dort genannte Literatur).

Von speziellen Fillen abgesehen ist nichtsdestoweniger bisher die Frage un-
behandelt geblieben, wann so normierte quasikonforme Abbildungen eine (nicht-
leere) kompakte Menge bilden. Dies ist (nach einigen Vorbereitungen im 1. Ab-
schnitt) Gegenstand des 2. Abschnitts dieser Mitteilung (Satze 1 und 2). Dabei
spielt der Teichmiiller—Wittichsche Verzerrungssatz (siehe [11], [13]) in seiner er-
weiterten Form (siehe [3], [7]) eine wichtige Rolle. In den folgenden beiden Ab-
schnitten werden unter (gegeniiber der Voraussetzung des Teichmiiller—Wittich-
schen Verzerrungssatzes, siche (1.6) unten) verschirften Bedingungen (siehe (1.7),
(1.8) unten) verschirfte Formen des erweiterten Teichmiiller—Wittichschen Ver-
zerrungssatzes bewiesen (Satze 4, 4’ und 6), mit deren Hilfe die zugehdrigen asymp-
totischen Entwicklungen genauer beschrieben werden konnen (Sdtze 3 und 5).
Unter der im Satz 5 zu Grunde gelegten Bedingung ergeben sich dabei sehr dhn-
liche Verhéltnisse wie in der Klasse 2(G) der konformen hydrodynamisch nor-
mierten Abbildungen eines Gebietes G mit <€G.

Aus beweistechnischen Griinden wird hier (auBer bei Satz 4') der Fall z,=
f(zy) == behandelt. Mittels M&biustransformationen und affiner Transformationen
kann man den Fall beliebiger z, und f(z,) hierauf zuriickfiithren.
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4 HEINRICH RENELT

1. Vorbereitende Betrachtungen

G sei ein Gebiet der vollen z-Ebene E=E,, z=x+iy, mit {z|=R,}CG, R,
eine feste positive endliche Zahl. Die Funktion u(z) sei eine fiir alle z€E, de-
finierte meBbare Funktion mit

(1.1) e = ess sup (@) =¢qy<1 und |u(eo)| < 1.

D sei eine (nicht notwendig echte) Teilmenge von G, die {|z|=R,} im Innern
enthélt. .#(u) sei die Klasse aller (schlichten) quasikonformen Abbildungen f
von G mit

(1.2) Il = [u(2)|-1f) fiir f.a. (= fast alle) z€G,
(1.3) fi=u(2)-f. firf.a zeD.

(W) ist natiirlich nicht leer (siche z. B. [6] und dort genannte Literatur). Nach
bekannten Konvergenzsitzen fiir quasikonforme Abbildungen (siche [8], S. 74;
[10]) sowie auf Grund der schwachen Kompaktheit beschrinkter Mengen in L,
(im Hinblick auf die Giiltigkeit von (1.3) fiir die Grenzfunktionen) ist .# (1) ab-
geschlossen in der Menge aller Q-quasikonformen Abbildungen von G mit
0=(1+4y)/(1—q,) beziiglich punktweiser Konvergenz unter Beachtung der Tat-
sache, daB punktweise Konvergenz einer Folge quasikonformer Abbildungen von
G gegen eine quasikonforme Abbildung von G notwendigerweise gleichmiBig
in jedem kompakten Teilgebiet von G sein muB (siehe [8], S. 74). .#(u) ist also
(erst recht) auch abgeschlossen beziiglich gleichméBiger Konvergenz in kompakten
Teilgebieten von G (=lokal gleichmaBige Konvergenz in G). Unter Konvergenz
in /() oder in irgendeiner der unten genannten Klassen quasikonformer Ab-

bildungen soll nun stets die lokal gleichmiBige Konvergenz verstanden werden.
Die Affinitit

_ 1 - ul(e) 7
(149 R 7 5 Ry e i
fiihrt jedes fe.#(y) tiiber in ein FE€.#(u,) mit
_Jw@ =) (1 —p(=)u(z)) fir zeD
(1.3 k(2 = {(lu<z>r+|u(oo)|)/(1 Flu(=)u)l) sonst.

Fir das Regularititsverhalten der f€.#(u,) in <o ist natiirlich nicht p,(e=)=0,
sondern allein das Verhalten von p, in einer Umgebung von <o entscheidend.
Eine in gewissem Sinne (siehe [11]; [8], S. 220) nicht weiter abschwichbare Vor-
aussetzung fiir Regularitat ist die Voraussetzung des Teichmiiller—Wittichschen
Verzerrungssatzes (Voraussetzung TW):

l1(2) — (=)l

(1.6) W— do. <o (do, das , Fliachenelement” in der z-Ebene).
{lz[=Rg}
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Voraussetzung TW ist offenbar genau dann erfiillt, wenn fiir das zugehérige g,
gilt

(1.6") 1o (2)] d

g
) z
{Iz|>Rg} | l

Weiterhin sollen hier noch solche pu(z) betrachtet werden, die die folgenden stér-
keren Bedingungen

(1.7) p(2)=p(=)€Ly,, pp=2 und lim p(z) = u(=)

(Voraussetzung (L,)) und

(1.8) u(z)—u(==)eL, mit 1=g<2

(Voraussetzung (L7)) erfiillen (siche auch Abschnitt 3, Bemerkung 3 unten). Wenn

z.B. u(z) in o holderstetig ist, d. h. wenn gilt

(1.9) lu(z)—p(eo)| = IZC|“ fiir alle z mit positiven Konstanten ¢, o,

so ist a=0 hinreichend fir (1.7) und o>1 hinreichend fiir (1.8), und zwar gilt
dann (1.7), (1.8) fir jedes p, bzw. ¢, das groBer als 2/o ist. Wegen (1.1), das im
folgenden bei TW, (L,) und (L7) stets gleichzeitig mit vorausgesetzt wird, gilt
(man beachte, daB (u—pu())/(1—pu(=)+u) eine lineare Transformation des pu-
Einheitskreises in sich darstellt):

(1.10)  Wenn pu(z)—pu(ee)eL, ist mit r=1, so ist auch u(z)—pu(=o)€L
fur jedes s=r, und auBlerdem ist dann |u(eo)|=g,.

Sei 2(u, b) mit bEG, b=, die Teilmenge der fe.#(u), fir die f(b)=>b gilt
und die eine Entwicklung

(L1 J(2) = z4p(e)Z4e,(2) mit }i%_sfgz) =0

besitzen (insbesondere ist dann f'(eo)= ).

2. Der Fall TW

Es gilt der folgende

Satz 1. Wenn p die Voraussetzung TW erfiillt, so ist 2(u, b) nicht leer und
kompakt in sich.

Beweis. Es geniigt natiirlich, Satz 1 im Falle p(e<)=0 zu beweisen. Zum
Nachweis von 2(u, b)=0 betrachte man eine Folge

@1 ty(2) = p(2) fir |zl = R,, p,(2) =0 sonst
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mit R,—~<. Sei H,(z) die schlichte Abbildung der vollen z-Ebene mit H, .=
u,H,,, H,(2)=z+a,,+ay,/z+... fir |z|>R,, H,(0)=0 (siche z. B. [6]). Nach [8],
S. 232 (Satz 6.1 und die anschlieBenden Bemerkungen), angewendet auf g,(z)=
1/H,(1/z), folgt die Existenz eines R*<oo z.B. mit (1/2) R*=|H,(z)|=2R* fiir
alle » und alle z mit |z]=R* Folglich bilden die H, eine kompakte Menge,
und eine Teilfolge der H, konvergiert gegen eine schlichte quasikonforme Ab-
bildung H(z) der vollen z-Ebene, die auf Grund der obigen Bemerkungen zur
Abgeschlossenheit von .#(u) Loésung von H.= uH, ist. Wieder nach [8], S. 232
besitzt H jedenfalls eine Entwicklung H(z)=cz+&(z) mit &(z)/z—0 fiir z—oo,
¢#0. Der Fall ¢=1 ist dann eine Konsequenz aus der GleichmaBigkeitsaussage
in [8], S. 232, 1. Bemerkung, und der lokal gleichmaBigen Konvergenz der H,.
Also gehdrt H(z)—(H(b)—b) zu 2(u, b). Nach demselben Muster ergibt sich
auch die Abgeschlossenheit von 2(y, b) in #(w).

Sei nun X(u, b) die Menge aller quasikonformen Abbildungen f von G mit
f(b)="b,die (1.2) erfiillen und eine Entwicklung (1.11) besitzen. Wegen X (u, b) © 2(u, b)
ist Z(u, b) nicht leer. Satz 1 ist offenbar bewiesen, wenn gezeigt ist der

Satz 2. Wenn u die Voraussetzung TW und u(eo)=0 erfiillt, so ist 2(u, b)
kompakt in sich.

Beweis von Satz 2. Zunichst ist aus den oben genannten Griinden natiirlich
2 (u, b) abgeschlossen in der Menge der @-quasikonformen Abbildungen von
G. Gegeben sei nun eine Folge f,€2(u,b), und es sei g,(r)=1/f,(1/t). Sei h,
eine konforme Koebe-normierte Abbildung von g,({|/|<1/R,}) auf einen Kreis
{lwl<r,}. Durch Spiegelung an den Kreisen {|¢|=1/R,} und {|w|=r,} kann
g¥(t)=h,0g,(t) in die gesamte r-Ebene Q-quasikonform fortgesetzt werden mit
g5(0)=0, g¥(ec)=-eo fiir alle n. Nach [8], S. 232 folgt dann wieder die Existenz
eines s,=>=0 z. B. mit (1/2)s=|gi(¢+)|=2s fir |t|=s=s, und alle n, was zusam-
men mit g7(0)=0, g¥()=c die Kompaktheit der g} und damit auch r,=r=0
mit einem festen r liefert. Aus bekannten Verzerrungssitzen fiir Koebe-normierte
konforme Abbildungen (siehe z. B. [4], S. 102), angewendet auf die Umkehrabbildun-
gen der h,, ergibt sich dann auch die Existenz eines R=R, und zweier positiver
Konstanten ¢;, ¢, mit ¢, R=|f,(2)|=c, R fir alle z mit |z|=R und alle n,
wobei noch ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ¢; R=|b| angenommen werden
kann. Zusammen mit f,(b)=b, f,(e0)=c liefert dies die lokal gleichmaBige Kon-
vergenz einer Teilfolge der f, in G gegen eine Q-quasikonforme Abbildung von
G, womit Satz 2 und damit auch Satz 1 bewiesen ist.

Bemerkung 1. Wenn in der Definition von .#(u) (1.2), (1.3) ersetzt werden
durch

1.2 |l =(vl+luh-1frl fur fia. zéG mit  Jul+{v] = g, <1 fiir alle z,

(1.3) fo=vfi4uf, firf a. z€D,
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so laBt sich durch Affinititen in der f- und z-Ebene v(eo)=p(2)=0 erreichen.
Fiir die (bereits transformierten) v, u hat man dann als Voraussetzung TW zu
fordern

1.6) @I+l

EE do, <eo.

{lz|=Rg}

Fiir die Menge 2(v, u, b) der quasikonformen Abbildungen f von G mit f (b)=0b,
die (1.2") und (1.3") erfiillen und eine Entwicklung

(1.11) f(z) = z+e,(2) mit ep(2)/z ~0 fiir z—>co (v(eo) = p(=) = 0)

besitzen, und Z(|v|+|ul, b) gelten dann wieder die Sitze 1 und 2, wobei man nur
im Beweis von Satz 1 Hn2=unH,,,,Hi=u}7; durch H,.5=V,.an+#,.17n; H.,=
sz-i—uE mit analog zu (2.1) definierten v,, u, zu ersetzen hat. Einsetzen der
oben genannten Affinititen in (1.11°) liefert dann die Entwicklung

(11.17)  f(2) = z+[v(o) +u()Z+8,(2) mit ep(z)/z -0 fir z-—>eo

fiir die f€2(v, 4, b) und natiirlich auch die Giiltigkeit von Satz 1, wenn nicht
notwendig v(e)=u(e)=0 erfiillt ist.

3. Der Fall (L,)

Wenn nicht nur TW, sondern sogar (L,) erfiillt ist, so hat man als Ergénzung
zu den Sitzen 1 und 2 den folgenden

Satz 3. Die Funktionen p°(z), u(z) méogen die Voraussetzung (L)) erfiillen,
und es sei u’(e)=0. Fiir alle

f @) =z+p(=)Z+e,(2)€2(u, b) (u(e°) nicht notwendig = 0)

und alle
f(2) = z+e,(2)EZ(1% b)
gilt dann
}1»1130 e;(2)-1z|7* =0 fiir jedes feste 7> 1—(2/py)

gleichmdpig fir alle f€2(u, b) bzw. fir alle feX(u’, b).

Der Beweis des Satzes 3 beruht auf einer Verschirfung des (erweiterten) Teich-
miiller—Wittichschen Verzerrungssatzes, namlich dem

Satz 4. Die Funktion u(z) erfiille (1.1), (1.7) und pu(e>)=0. Eine beschrinkte
Menge Z,CG und ein p=2 mit p=p, seien beliebig, aber fest vorgegeben. Dann
gibt es zwei feste endliche positive Konstanten ¢y, C; und zu jeder quasikonformen
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Abbildungen f(z) von G mit f(e)=co, die (1.2) erfiillt, eine endliche Konstante

c,;#0, so daf gilt

f(2)—f(z)
z

_Cfl = [cfl[cllz[‘z/p—!-cz |Zl_l]

fiir alle z€G und fiir alle z,€Z,.

Beweis von Satz 4. C(s) sei die Norm der Hilberttransformation

Y RIN
€27

E die (in Zusammenhang mit Integrierbarkeit oder MeBbarkeit stets endliche und
sonst volle) z- bzw. {-Ebene, s>1 (Integrale, bei denen kein Integrationsgebiet
angegeben ist, sind stets iiber den gesamten Tréger des Integranden zu berechnen).
Wegen C(s)—1 fiir s—2 (siehe [5], [2]) gibt es ein s mit s=>2, das im weiteren
festgehalten werden soll, mit

(3.2) C(s) gy =ky<1.

3.1) Th(z) = do, in L, = Ly(E),

Im Falle p,>2 in (1.7) sei auBerdem s=p, gewihlt. Wegen (1.7) und p(e=)=0
gibt es ein R, =R,, so daB fiir g;=ess SUP|;| >R, lu(z)] gilt

33)C(p)-q.=k <1 fir p=p, imFalle py=2, p=s im Falle p,=2.
Fir s und p gilt dann p=s=>2. Sei nun f irgendeine quasikonforme Abbildung
von G mit f(eo)=eco, die (1.2) (mit p(==)=0) erfiillt und sei up(2)=f/f. fur
z€G, us(z)=0 sonst. Sei weiter u,(z)=p,(z) fiir |z|=R;, uy(z)=0 sonst, und sei
w(z)=pp(z) fir |z|=Ry, p;(z)=0 sonst. Wegen (1.7), (3.3) hat

(3.4) hy = w+p Thy

eine eindeutig bestimmte Losung A,€L,. Ebenso hat auch wegen (3.2) und u,=0
fir |z|>R,

(3.5) hy 2/10(1+Th1)+,ufTh0

eine eindeutig bestimmte Losung hy€L;. Fir h=hy+h, gilt dann
(3.6) h = pp~+u,Th.

Sei weiter

() Pg@ == [0 [~ 7] do e, r=2
Mit Pyh=Pyhy+Pyh, wird dann

(3.8) H/(z) = z+Pyh(z)

eine in der ganzen Ebene schlichte Losung des Beltramischen Differentialgleichungs-
systems

(3.9 (Hf)z = Uy '(Hf)z
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mit H,(0)=0, H;(ec)=oo. Denn (3.9) folgi sofort aus (Pyh).=h, (Pyh),=Th und
(3.6). AuBerdem ist (vgl. [1], Kap. V A)
(3.10) ]Poh(z)] = |Poho|+|Pohy| = Ks%l‘h()“Ls' |Z‘l—(2/5)+Kp“hl”L‘, . izllwm/p}:

wobei Kj, K, Konstanten sind, die nur von s bzw. p abhingen. Die Schlichtheit
von H, folgt dann unter Verwendung der Existenz mindestens einer in der ganzen
z-Ebene schlichten Losung w(z) von (3.9) mit w(e)=< (siche z. B. [5]) aus
H (z)=wow(z) mit einer ganzen analytischen Funktion w(w), dem Argument-
prinzip, (3.8) und (3.10).

Aus (3.10), (3.4), (3.5) erhilt man weiter die Abschitzung
G0 [Ph(2)] = K Kollpglp, - 12+ KK (it + e Thall ) - 211G

mit K,=1/(1—max (k,, k;)). Unter Beachtung der Hélderschen Ungleichung er-
hdlt man dann weiter
o ThyllL, = qo || Th, Lz =R = ko(mRY)P=rs. Hh1”L,,~

Wegen |u (z)] =|u(z)] fir alle z gilt dann
(3.12) |Poh(2)] = K, Kol - 121" G0+ KK [l gz = rap +

ey Ko (R ], ] - |21~ =

= d, |z 4 d, 1 2|*- 3P fiir alle z
mit Konstanten d,, d;, die nur von p, R;,p und s abhingen.

Da H/(z) und f(z) in G Losung ein und desselben Systems (3.9) sind, gibt
es eine schlichte konforme Abbildung w(+) von H (G) mit o ()= und

(3.13) f(z) = w,0H(2).
Die Abbildung w, besitzt eine Entwicklung
(3.14) w(H) = cH+ay+a,/H+ ...

mit natiirlich von f abhidngenden Koeffizienten ¢=0 und a;,i=0,1,2, .... Be-
trachtet man nun die Gesamtheit dieser f und die Menge der zugehérigen H,,
so bilden diese H, eine kompakte Menge in der Menge der schlichten Q-quasi-
konformen Abbildungen von G (wegen H (0)=0, H;(eo)=2, (3.9), (3.8) und
(3.12)). Folglich gibt es zu jeder festen beschrinkten Menge Z;C G eine Konstante
M(Z))<ee mit |[Hy(z)]=M(Z,) fir alle z€Z; und alle H,. AuBerdem gilt
wegen (3.12)

(.15 Hy({lzl = RY> (H|= Ry} mit Ry = Ry+dy Ry~ +d, Ry,
Folglich bilden auch die konformen hydrodynamisch normierten Abbildungen

a,/e

(3.16) wf(H)/c—ao/c:H-i-T-{—”,
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eine kompakte Menge schlichter konformer Abbildungen, und somit ist

G17) [(f(z0—ag)/¢| = (w0 Hp(z)—ao)/c| = L fiir alle z€Z, und alle f

mit einer festen endlichen Konstanten L=L(Z;). Fiir die Koeffizienten g;/c,
i=1,2, ... in (3.16) gilt nach dem Bieberbachschen Flichensatz |a;/c|=(R¥)*1i-1/2,
i=1,2,.... Es gibt ein R,>R,, so daB gilt

(3.18) 2Ry = |H;(z)| fir alle z mit |z|= R, und alle obigen f

(z. B. Ry=max {l, 4R}, [2(d,+d)I*}). Folglich gilt fiir alle oben genannten f
die Abschitzung

619 (o] = e P @+ | = 1602
mit
(3.20) 8(12) = (dy+d) 2=+ RS fur |z = Ry,

Zusammen mit (3.17) folgt daraus

' f@=fz)
z

(3.21) ¢| = le|+[(do+dy) |z~ +(Rg+ L) - 2] 7]

fiir |z|=R, und alle z,€Z,. Fiir |z]=R, gilt folglich
(3.22) |f(2)=f(z)] = le| - [(do+dy) R~ P+ R§+ L+ Ry].

Da f(z)—f(z,) beifestem z; eine schlichte gebietstreue Abbildung ist mit co— oo,
gilt (3.22) auch fiir alle z€G mit |z]|=R,. Damit ist Satz 4 bewiesen.

Beweis von Satz 3. Durch die affine Hilfstransformation
u(=2)
lﬂ( ) —|u(eo)?

entsteht aus jedem f€2(u,b) ein FE2(uy, b)) mit dem in (1.5) definierten p,.
Auf jedes FE€2(ug, b) und jedes fcZ(u b) ist Satz 4 mit cp=c,=1 und z;=b
anwendbar, woraus sich Satz 3 ergibt.

(1.4) F(z)= {2 (f(2— b)— (f(z)—b)+b

Bemerkung 2. Eine zu Satz 3 vollig analoge Aussage gilt auch fiir 2(v, u, b)
(sieche Bemerkung 1), wenn fiir die zugehorigen transformierten v, p gefordert wird

(1.7) Vv, €L, mit py=2 und limv(z) = lim pu(z) = 0.

Bemerkung 3. Sei pu(e)=0. Aus wu€L,, p=2, folgt fir pu(z)=p(l/2)
stets (u,(2)/2)|z|*~WPe L, (Ey)), E;={z|<1}, und damit nach der Holderschen Un-
gleichung (u,(2)/z)€ L,.(E,) fiir jedes p*<p mit 2/p*>1—2/p. Unter Verwendung
eines Gedankens von B. Bojarski (siche [5], S. 499 f) 14Bt sich folgender Satz be-
weisen.
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Satz 4. Sei (w(2)/2)€Lp(Ey), p*=2 und C(p*)-ess sup <1 lml<1. Zu
Jjeder quasikonformen Abbildung g(z) von E, auf sich mit g(0)=0 und | g./g, =
\t| fiir f.a. z€E, existiert eine Konstante c,70, 7o, 0 daf

lg(2)
I

(3.23) = ¥zt fiir alle z mit 0<|z| <1

erfiillt ist mit einer positiven endlichen Konstanten c*=1, die bei festem p, und
festem p* unabhiingig vom jeweiligen g ist. Fiir c, gilt dabei

(vgl. [7)). Wenn dariiberhinaus u,(z)—~0 strebt fiir z—0, so braucht p* nur die
Bedingung p*=2 zu erfiillen.

Der Vorteil der oben angedeuteten Betrachtungsweise besteht darin, dal auch
ohne die Zusatzvoraussetzung p;(z)—0 fiir z—0 eine Aussage (3.23) zustande
kommt, auch wenn man dann dort das p* nicht kennt. Dagegen ist der Ubergang
zu Voraussetzungen und Betrachtungsweisen, die zu einer Lipschitzbedingung (siche
Satz 6 unten) fiihren, hier nicht so zwanglos méglich wie bei den Voraussetzungen
und Betrachtungsweisen, die Satz 4 zu Grunde liegen.

Wenn lim,_ g3 (z)=0 ist, so sind die Sitze 4 und 4’ in folgendem Sinne gleich-
wertig: Sind die Voraussetzungen des Satzes 4 primér gegeben, so kann die Un-
gleichung des Satzes 4 ,,in beliebig guter Niherung* beziiglich der Exponenten
mittels Satz 4’ erhalten werden. Sind dagegen die Voraussetzungen des Satzes 4’
primir gegeben, so kann (3.23) mittels Satz 4 ,,in beliebig guter Nédherung* erhalten
werden (denn dann ist p(z)=p(1/2)€L,({|z]=1}) fir jedes p mit 2/p<1-2/p*).

4, Der Fall (L9)

Eine weitere ,,Verbesserung* der Verhiltnisse in 2(u, b), Z(u, b) tritt ein bei
Ubergang von (L,) zu (L%, d.h. bei Absinkenvon p, unter 2. Dann gilt ndmlich
folgender

Satz 5. Die Funktion u(z) erfiille die Voraussetzung (L?).

(I) Es existiert eine feste endliche Konstante cs, so daf fir alle f(z)=z+
p()Z+e,(2)€2(u, b) gilt |esp(2)|=cy fiir alle z€G.

(I)  Fiir jedes f€2(u, b) existiert der Grenzwert lim,_ _ ¢,(z)=a( f).

(II1) Die Menge 2(w)={f(z)—a(f): f(2)€2(u, b)} ist kompakt in sich. Eine
quasikonforme Abbildung f von G gehort genau dann zu 2(u), wenn sie (1.2),
(1.3) erfiillt und eine Entwicklung f(z)=z+pu(=)z+es(z) mit lim ep(2)=0
besitzt.
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(V) Wenn p zusdtzlich u(==) =0 erfiillt, so ist die Menge X(u) der quasikonfor-
men Abbildungen f, die (1.2) erfiillen und eine Entwicklung S@)=z+ep(2) mit
lim__ . e;(2)=0 besitzen, kompakt in sich.

Der Beweis von Satz 5 ergibt sich wieder aus einer Verschirfung des (erweiter-
ten) Teichmiiller—Wittichschen Verzerrungssatzes, nimlich dem

Satz 6. Die Funktion u(z) erfiille (1.1), (1.8) und 11(s<<)=0. Eine beschrinkte
Menge Z,CG sei beliebig, aber fest vorgegeben. Dann gibt es eine feste endliche
positive Konstante ¢, und zu jeder quasikonformen f(z) von G mit f(o0) =00,
die (1.2) erfiillt, eine endliche Konstante c,;#0, so dafi gilt

f(2) —f(zy)
z

—Cf

=lepleeqr|z| 7Y fiir alle z€G und alle  z,€Z,.

Beweis von Satz 6. Wegen der Stetigkeit von C(s) und C(2)=1 gibt es ein
festes 0>0 mit
(4.1) C(s)-qy=k<1 fir alle s aus dem abgeschlossenen Intervall [2—6,2+4],

k eine zuvor belicbig, aber fest gewihlte Konstante mit go<k=<1. Seien nun

p, g zwei feste Zahlen mit 2<p=2+5,2—5=g<2, und ohne Beschriankung der

Allgemeinheit (siehe (1.10)) stimme dieses ¢ mit dem in (1.8) genannten {iberein.
Sei LP9=L,nL,. Fir h€éLP? ist nicht nur P,, sondern auch

h (C)

(4.2) Ph(z)=— 1/

o
5

definiert, und es gilt Pyh(z)=Ph(z)—Ph(0). L™? ist ein Banachraum mit der
Norm  ||Af,,e=max {|4], ,HhHL} Zerlegt man das Intzgrationsgebiet rechts in
(4.2) in {|{{—z|<R)} u“ldp{f(:——7|>R} mit irgendeinem reellen R=0, so liefert
die Héldersche Ungleichung die Abschiitzung

4.3) \Ph(2)| = K, | h]pea fiir alle z

mit K, =inf,_,__ {HI/QHL =Ry T I/C”L e {>R})}’P_1+P/—1:19 gl bg =1,
Weiter gilt fiir Ph(z) foloende Aussage

(4.4)  Fiir jedes h€LP9 piit o>p=2, 1<g=<2 ist lim___ Ph(z)=0.

Beweis. Sei |z|=2t=2, R(t1)={{: 1<|{|<31}, K(z, s)={{: [{—z|<s}. Mit ¢'=
q/(g—1)=2, 1<p’=p/(p—1)<2 gilt dann

h(0)
!‘/(—Z dGC - '(iCJ.[t}I+!R(l)\‘[(’(z,t)’-{_IK(ZJ)\/I;(Z.I)I 'K(l/;)l ’{’Cl;/i;}’
Sl - Y 1= [, - G et Rl ey 1 Ly 1y
“"”h“Lp({m >t} ° [ 1/4’”1.,,'(“{] <1})+ Hh“L,,((m >3t} ° [l I/C”Lq/({]q >1}) -
Fiir t—oo folgt dann die Behauptung (4.4). (Fiir die in [12], S. 37 betrachtete Klasse
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L,,(E) mit p=2 gilt eine schirfere Aussage als (4.4). Natiirlich ist L, ,(E)C
P9 fir q=p/(p—1), jedoch LP9dL,,(E) fir alle p=2, g=1, wie einfache
Beispiele zeigen.)

Sei nun wieder f irgendeine quasikonforme Abbildung von G mit f(eo)=co,
die (1.2) erfiillt. Die Funktion u (z)=f,/f, fir f.a. z€G und =0 sonst gehort
dann auch zu L?9 und
4.5) H (z) = z+Ph(z)

ist wieder eine schlichte L&sung von (3.9) in der ganzen z-Ebene mit H (o)== oo,
wobei /4 Losung von

. . 1
(4.6) h=pp+p,Th mit ”hanémllﬂf”r_Mfi‘:EH#HLP-a

in LP? ist. Folglich gilt fiir jedes obengenannte f(z)
(4.7) f(2)=w;0H(2)

mit einem w, wie in (3.14). Die H, bilden wegen (4.5), (4.3), (4.6) wieder eine
kompakte Menge in der Menge der schlichten Q-quasikonformen Abbildungen
der vollen Ebene auf sich. Zum Definitionsbereich der w, in (4.7) gehort stets
{|{H|=Ry} mit Rf=R,+K, ,-(1/(1—k))|ul »,o. Der Rest des Beweises von Satz 6
verlduft vollig analog zum Beweis von Satz 4.

Beweis von Satz 5. Im Hinblick auf (1.4") genligt es natiirlich wieder, Satz 5
im Falle p()=0 zu beweisen. Die Behauptung (III) folgt unmittelbar aus (1),
(IT) und Satz 1, (I) folgt sofort aus Satz 6 mit c¢;=1,z;=>b. Die Behauptung (II)
ergibt sich aus (4.7) zusammen mit (3.14) und (4.4). Die Behauptung (IV) folgt
daraus, dall die feZX(u,b) bei p(ec)=0 dieselben Abschitzungen und eine Dar-
stellung (4.7) gestatten wie die f€2(u, b) bei pu(e)=0. Folglich gibt es zu jedem
f€Z(u, b) auch eine Konstante a(f)=ay, (siche a, in (3.14)), so daB f—a, € X (1)
ist und umgekehrt, und die a,, sind wieder gleichmifig beschrankt. Damit ist
Satz 5 bewiesen.

Die Klassen 2(u) und Z(u) (bei X(u) natiirlich p(e=)=0) besitzen groBe
Ahnlichkeit mit der Klasse X(G) der hydrodynamisch normierten konformen
Abbildungen von G. Das Abklingen von p—u(e) unter der Bedingung (L9)
fir z—o fiihrt zu solch ,stabilen Verhiltnissen® bei den f€¢2(u, ) und den
feZ(u, b), daB man die Forderung f(b)=b (oder eine dhnliche Forderung) hier
wie im ,Idealfall* p=0 durch zusatzliche Forderungen an die asymptotischen
Entwicklungen ersetzen kann, was zu den Klassen 2(u) und 2(u) fihrt. Diese
Ahnlichkeit von 2(x) und X(u) mit X(G) legt es nahe, die f aus 2(x) und die
S aus ZX(u) verallgemeinert hydrodynamisch normiert zu nennen.

Bemerkung 4. Eine zu Satz 5 vollig analoge Aussage gilt natiirlich auch fiir
2(v, 4, b) (siehe Bemerkung 1), wenn die zugehorigen transformierten v, u beide
zu L, mit 1=g<2 gehoren.
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