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UBER DAS VERHALTEN DER LOSUNGEN DER
MAXWELLSCHEN RANDWERTAUFGABE IN EINIGEN
NICHTGLATTEN GEBIETEN

JUKKA SARANEN

Sei QCR® ein Gebiet. Die zeitunabhidngige Maxwellsche Randwertaufgabe
fiir isotrope homogene Medien lautet

VXE—iouH = J,
0.1) VX H+iweE = K,
anlr = 0

mit I'=9Q. Dabei sind ¢ und u positive Materialkonstanter, und « ist eine
komplexe Zahl. Fithrt man in (0.1) die Substitutionen H=VeH’, E=YuE,
oVeu =’ ein, so ergibt sich

VXE —iw H = u=1%J,
VX H +iw E’ = ¢ 12K,
nXE’|=0.

Deswegen setzen wir im folgenden o. B. d. A. e¢=pu=1 voraus. Bei der Behandlung
von (0.1) mit Hilbertraum-Methoden ist es iiblich die Riume R(Q)={E€L*(Q)
VXECL2(Q)®), D(Q)={E€L*(Q)% div E€L*(Q)}, R (Q)={ECR(Q|(VXE|F)=
(EIVXF)Y FER(Q)} zu benutzen. Die schwache Form von (0.1) wird (e=p=1)

VXE—iowH =J, E¢R'(Q), HER(Q),
0.2)

VXH+ioE =K, J,KeL*(Q)>

Die Existenztheorie der Aufgabe (0.2) ist weit entwickelt worden [5], [6], [16], [17],
[18]. Fiir eine umfangreiche Klasse von Gebieten hat man die Fredholmsche Al-
ternative bewiesen. Dasselbe gilt auch fiir anisotrope inhomogene Medien [16], [17].
Von den qualitativen Eigenschaften der Ldsungen ist im wesentlichen folgendes
bekannt. Falls die rechte Seite die zusitzliche Regularitit J€R(Q), KED(Q),
div KEH(Q) erfiillt, kann man das Feld H aus (0.2) eliminieren (w#0), und
man erhilt die elliptische Gleichung

(0.3) —AE—w*E=F, ECR(QnD(Q), divEcHL(RQ)
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16 JUKKA SARANEN

mit F=VXJ+ioK+io 1V div K. Nach einem bekannten Verfahren [1] schlieBt
man dadurch in glatten Gebieten auf die Gbliche Regularitit E¢ H2(Q)® mit

1EN: = CAET+]F)

[8], [9]. In nichtglatten Fillen ist die Situation anders. Die Ldésungen von (0.3)
brauchen nicht einmal im Raum H(Q)® liegen [i1], [12], [i14]. In [I12] haben wir
das Verhalten der Losungen in Kegelspitzen untersucht. In der vorliegenden Arbeit
wird diese Untersuchung weiter gefithrt. Wenn man némlich z. B. Anwendungen
auf die Methode der finiten Elemente betrachtet, ist das in [12] gewonnene Ergebnis
nicht hinreichend. Sei x, ein singuldrer Randpunkt und sei U= {x,+rew|weaG,
0<r<R}, GC S:{xl [x]=1} eine Umgebung des Punktes x, in Q. Unter einigen
Bedingungen an das sphérische Gebiet G leitet man fiir die Losungen E in U
eine Zerlegung E= S+ W ineinen singuldren Teil S und einen anderen WeH2(U)?
her. Der singulidre Teil S ist vom Typ
P
S= ZOC,,‘;X—XOIQIFN(CU).

Die Konstanten ¢, hédngen nur von den Eigenwerten der Dirichletschen und Neu-
mannschen Aufgabe fiir den Laplace—Beltramischen Operator auf G ab. Die
Felder F, stellt man mit Hilfe der Eigenfunktionen dieser Probleme dar. Die
Konstanten o, und das Feld W erfiillen die Abschitzung

» 1/2
IJ‘WH2,U+(=ZII%F) = C(|E|+| F[ +(div Fll,).

Derartige Zerlegungen sind besonders wichtig, wenn man die Lésungen mit finiten
Elementen in nichtglatten Gebieten zu approximieren versucht [15]. In [12] konnten
wir diese Zerlegung nicht erreichen. Hier wird sie dadurch ermdglicht, daB wir mit
einer Methode von Kondrat’ev [4] die Koeffizienten einer Entwicklung fiir die
Losung giinstig zerlegen. Der ebene Fall mit einer Anwendung auf finite Elemente
wurde in [13] behandeit.

1. Entwicklung fiir die Lisung

Wir betrachten das Verhalten der Losung in der Nihe eines Punktes x,€T,
wo der Rand nicht glatt ist. Wir wollen die Ldsung in einer Umgebung von X,
glinstig entwickeln. Dafiir fordert man, daB x, eine kegelférmige Umgebung in
Q Dbesitzt. Sei B(x,, R)z{x] |x—x,|<R}. Man fordert (Vo 1): Es existieren ein
Radius R=0 und ein sphirisches Gebiet G S mit B(x,, R) N Q= {x,+ro|wcG,
O<r<R}. Unsere Betrachtungen werden besonders in soichen Fillen anwendbar
sein, in denen das Gebiet G glatt ist. Wir werden die nétigen Glattheitsvoraussetz-
ungen iiber den Rand von G in den folgenden Betrachtungen erst dann machen,
wenn sie gebraucht werden. (In dieser Arbeit werden aber nicht Glattheisvoraus-



Uber das Verhalten der Maxwellschen Randwertaufgabe in einigen nichtglatten Gebieten 17

setzungen groBter Allgemeinheit angestrebt.) Im Falle eines stiickweise glatten Ge-
bietes G konnte man einen Entwicklungssatz von Weck [16], [17] verwenden.
Wir werden einen solchen Satz fiir allgemeinere sphérische Gebiete beweisen. Es
sei bemerkt, dal wir somit auch solche Gebiete betrachten, flir welche keine voll-
stindige Existenztheorie existiert. Andererseits gibt es immer Losungen (wéhle
w=i). Wir sind hier nicht daran interessiert, die Existenztheorie in diese Richtung
zu verallgemeinern. AuBer (Vo 1) treten die folgenden Voraussetzungen auf (Vo 2):
Das sphirische Gebiet G kann mit Hilfe einer Karte dargestellt werden; o. B. d. A.
sei O={w=(0, )|0<0<n, 0<p<2n}, u(w)=/_(sin O cos @, sin 0 sin ¢, cos ) und
sei GCu(Q). Im weiteren werden u(w) und @ (wie schon friiher) oft identi-
fiziert. (Vo 3): G,=u"'(G) hat die Segmenteneigenschaft. Man kann (Vo 2)
gewissermalen als eine technische Voraussetzung ansehen. Bedingung (Vo 3) ist
wesentlicher. Sie garantiert geniigend Eigenschaften fiir die Neumannsche Aufgabe
des Laplace—Beltramischen Operators auf G. Sei L**={E=F,e,+E,é,|Ey,
E,cL[*=L*(G)} der Raum der quadratintegrablen Flichenfelder. Bezeichne
2=Cy (G). Analog zum fritheren Vorgehen definiert man eine Reihe der Teil-
rdume von L*? durch

D = {E€L>?3F,eL*: (E|V, ®) = —(F,|®) YT},
R = {E€L>*3F,e L% (E|V,X®) = (F,|®) Ve 7).

Hier ist V,®=0,®é,+(sin 0)"*0d,Pe,, V,XP=~-6,XV,d. Auf D bzw. R
setzt man dann div, E=V,-E=F,, rot, E=V,XE=F,. Fir differenzierbare
Felder stimmen diese Definitionen mit den klassischen Formeln

V,+E = (sin0)"1[dy(sin OEy) 49, E,],
Vo X E = (sin0) 71[d,(sin OE,) — 0, Ey]

liberein. Ferner setzt man Ry={E€R|V,XE=0}, Dy={E€D|V,-E=0} und
mit H'=HY(G)
R® = {ECR|(V, X E|F) = (E|V, X F) YFeH},

D° = {EcD|(V,-E|F) =—(E|V,F) YFcH}.

Im folgenden bedeutet & die orthogonale Summe. Analog zu [16, Lemma 2]
ergibt sich (mit H}=H,(G))

1.1. Lemma. Sei (Vo 2) erfiillt. Dann gilt
(1) L2’2:DO@VWH(}3
(ii) L*2 = Ry V, X H{.

Wir benutzen die Eigenfunktionen des Laplace—Beltramischen Operators mit
der Dirichletschen und mit der Neumannschen Aufgabe auf G. Man fiihrt die
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entsprechenden Operatoren 4;: D(4;)c L—~L,i=0,1 mit
D(4) = {uc Hy| 3AEL*: (VoulVy0) = —(folo) Vo€ Hs},
D(4y) = {uc HY 36 L*: (VoulV,0) =—(filp) VocH'},

A;u:=f;, ucD(4;) ein. Die Operatoren —4; sind selbstadjungiert und nicht-
negativ. Unabhiingig von G besitzt — 4, eine unendliche Menge {4, ,};> der nach
der Vielfachheit gezihlten Eigenwerte O<4, <2, ¢=...—~<> die sich im Endlichen
nirgends hdufen. Sei entsprechend {1, ,}; die Menge der Eigenwerte fiir —4,.
Das oben gesagte gilt fiir —4,, falls das Gebiet G, die Segmenteneigenschaft
besitzt, denn dann ist die Resolvente kompakt. Man beachte, daB3 der unterste
Bigenwert (4, >0 bzw. 1, ,=0) fiir die beiden Operatoren einfach ist; fir —4,
siche [2], [3]. Seien {E,}; bzw. {H,}; die orthonormierten Eigenfunktionen von
—A, bzw. —A4,. Wir definieren die folgenden Flachenfelder (w, ;:= VZ,_)

E} =iw; ;V,E,, El=iw,je,XV,E,,
H!=iw 1V, H,, H!=iw;1¢,.XV,H,
fir n=1. Die Systeme {E!;, {H}}; sind orthonormiert. Weiterhin gilt (E,|H2)=

(E2|H)=0 fiiralle n, m. Im Raum H?' seidie || - [,-Norm. [jully=(]lul®+]|V,,ul|?)*"2
festgelegt. Wie [7, Satz 6.7.2] zeigt man

1.2. Lemma. Seien (Vo 2), (Vo 3) erfiillt. Fiir HEH, gilt H=27_  (H|E,)E,
in H}, und fir HEH' gilt H=2:" (H|H,)H, in H' (d h. die Summen kon-
vergieren in bezug auf die | +||,-Norm).

Wir kiirzen noch #=R°AR,nD,, #*=D°"DyNR, ab.

1.3. Satz. Die Voraussetzungen (Vo 2), (Vo 3) seien erfiillt. Dann sind die vol-
genden Systeme vollsténdig in den entsprechenden Rdumen

) (ENy in V, H,

(i) (2 in V,<H
(iii) {HHy in DynAt,
(iv) {H}})Y in Ryn(HH)L.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, daB3 die betrachteten Felder zu den entsprechenden
Riaumen gehéren. Vom Rest wird nur (iii) argumentiert. Sei E€D,n s+ mit
(E| H?)=0, ne N. Weil die Eigenfunktion H, konstant ist, folgt 0=(E[e, XV, H,)=
(E|V,X H,) fiir alle n€N,. Nach Lemma 1.2 gilt (E|V,XH)=0, HCH'. Also
ist EER°NR, und folglich Ec# n#+={0}. O

Sei x,€I derart, daB (Vo 1)—(Vo 3) erfiillt ist. O. B. d. A. wihlt man x,=0,
und man setzt U=U(R)=B(0, R) n Q. Man betrachtet ein divergenzfreies Feld
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E, das der Gleichung (0.3) geniigt. Gleichbedeutend ist dann (A= —ow?)
(1.1) VXVXE+AE =F, E€R(Q)nDy(LQ).

Von nun an setzen wir voraus, dal3 das sphirische Gebiet G einfach zusammen-
hingend ist. Damit meinen wir, da (Vo 4) dim s =0 gilt. Unter einigen schwachen
Voraussetzungen 148t sich zeigen, daB3 diese Bedingung mit dem iiblichen geo-
metrischen Begriff {ibereinstimmt [9]. Die Forderung dim =0 ist auch &qui-
valent mit dim #*=0, denn EC¢H oe X EcH*. Aus ECL*(U)® folgt, daBl mit
E=E,é,+FEyeq+E,e,=FE,e,+E" fir fast alle O<r<R die Relationen E,cL?
E"cL»? gelten. Wir setzen E!=E,e,. Nach Lemma 1.1, Satz 1.3 kann man in
L2 bzw. L*? entwickeln

E(r,w)=r"1 >

S a,(r) Ey (),

E*(r, ) = 171 3 (b,(r) H3(@)+ ¢, () EX(@)).

Wegen E€L%(U)?® ist die Entwicklung

(1.2) E=r=1 5 (a,E0+b, H2+c,EY)
n=1
richtig in L2(U)%, und man erhélt
o R
(1.3) 1ER .o = 3 [ (12,0150 +le,(r)F) dr.
n=1ly

Fiir das Feld VXE ergibt sich mit H!=H,e, in L2*(U)?

(1.4) VXE=r"1 2[—ia),,,lr'lb,,H,‘,’—b,’,H,,l+(ia),,,0r‘1an+c,’,)E,,2]
n=1
mit
w R
(1.5) IVXE| vy = Z’f(in,lr‘zlbn|2+|b;l2+Iiwn,or‘lan+c,’.lz)dr-
n=1,

Die Ableitungen in (1.4) sind distributional definiert. Die Darstellung (1.4) erhélt
man wie folgt. Man entwickelt

E=r7t 3 (4, H}+ ByE3-+ C, H))
n=1

und benutzt die Umformung (VXE|®)=(E|VX®) mit d=r"1oH’ r-1oE?,
r toH!, p€2((0, R)). Im weiteren setzen wir zuerst A=0. Wenn F die Ent-
wicklung

(1.6) F=r=t 2 (o E+ B, Hy+7, Ey)
n=1

in L2(U)® besitzt, fithrt die Gleichung (1.1) (1=0) auf das folgende System von
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gewOhnlichen Differentialgleichungen

(171) An,or_lan_iwn,oc; = oy,
(1.711) by—r=22,1b, ==,
(1.7iii) iw, o(r ta,) +c; =—1y,.

Aus der Bedingung div E=0 folgt
(1.8) (ra,) —iw, ¢c, = 0.

Auch in (1.7), (1.8) sind die Ableitungen im schwachen Sinn definiert.

2. Verhalten der Koeffizienten

Ausgehend von dem System (1.7), (1.8) und von den Bedingungen E,
VXEE€L*(U)® untersuchen wir in diesem Abschnitt die Asymptotik der Koeffizi-
enten a,, b,, c, mit r—0. Zur Diskussion des Verhaltens Verwenden wir eine
Technik von Kondrat’ev [4]. Besonders das folgende Lemma ist eine solche ver-
schérfte Version von Theorem 1.2 [4], wo die Abhingigkeit vom Parameter 2,
beriicksichtigt wird. Die Argumente werden nur kurz gegeben. Aus (1.7i), (1.8)
ergibt sich

2.1 ay+2rta,—72, or%a, = —a,.

Die Gleichungen (1.7ii), (2.1) sind allgemeinerer Form
(2.2) w Py =2,y = —f

mit B€R. Die Gleichung (2.2) gelte in R, ={r|r=0}. Fiihrt man in (2.2) einc
‘neue Variable t=Inr~" ein, und setzt man v(t)=u(e™), g(r)=f(r~7), dann folgt

(2.3) v'+(1—=pPv' =2, v =—e~Fg(tr) =: —G(1).
Fir die Fourier-Transformierte #(2)= [ _ e " v(r)dr gilt
(2.4) P52 =G()

mit P,(A)=A*—i(1—p,)A+4,. Unsere einschrinkenden Bedingungen fiir » und
J werden derart sein, dal3 die obige formale Rechnung berechtigt ist. Man definiert
die folgenden gewichteten Normen und Riume
d )v
[W u(r)

und Wi={uc H*'** (R )||lull, ,<<}. Seiferner (1), 1,—~<o eine Folge von reellen
Zahlen, die keinen endlichen Haufungspunkt besitzt. Verkniipft mit der Folge
(47 erklart man

2
dr

k k¥
lulfe= 3 -ty z= 3 [ o2t
v=0 v=0gq

k
”“”1%,‘:, ) = 20 (1+ Mnl)k—v ”ru/z—(k_v)u(v)nz_
V=
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2.1. Lemma. Sei hy=Q2k;—o;+3)/2, h=Q2k—0—1)/2 und sei h,=h. Wenn
P,(2)#0 fiir alle n und alle } mit Im A=h, gilt, ergibt sich fiir alle Lisungen
ue W¥ der Gleichung (2.2) mit fe W die Zerlegung

_ . G()') 11’2,]
(2.5) u=w+i h<1m§<hl Res [P,,(A) e

t=Inp-1

mit we¢ Wa’fll“. Die Funktion w erfiillt die Abschitzung

(2.6) Wiy 42,00, iy = CU lkpy s 1y -

Beweis. Fiir h=h'=h, rechnet man

oo o

[ 1 G@Pdr= [ 5= f(r)2dr

—eo 0

= ClulR a1/, 2D =< o=

Demzufolge ist 4—G(2) analytisch im Segment h<Im A<h;, und man kann
invertieren
1 oo +ih
—_ it~
Q2.7 0(0) = 3 _J e §(7) dJ.
. G .
= wy (1) +i Res —= ¢f*4
1( ) h<1m%'<h1 Pn(”{)

mit
1 oo +ihy )
wi(t) = 3 f (2 da.
n —ooihy

Weil das Polynom P,(%) fiir Im A=h; keine Nullstellen besitzt, folgert man aus
(2.4) die Ungleichung

(2.8) [E(2)] = C(1+|2,DPP- 11 +]A)-?|G(A)]
mit p=0, 1,2, Im A=h,. Mit Hilfe von (2.8) rechnet man fiir w(r)=w, (In (1/r))
k42 o

92, i = € 3 (L at2=r [ et wf) (1)2de
v=0

— oo

ky+2 - oo ik
=C 3 (I+4r2 [ ja(s()d:
=0 —
Ky oo - ihy _
=C I+ [ APIGDEALZ CIf R
v — oot iy

Die Formel (2.7) fiithrt auf (2.5). O
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Sei 0<Ry<R. Es wird abgekiirzt
Ly =—W"+2ru'—2, v 2u),
Liv =—@W"—2, .7 2u).

Im folgenden bedeutet 5 eine beliebige Funktion n€2((—e<, R)), die in einer
Umgebung des Punktes r=0 identisch Eins ist. Die Bedeutung der Bezeichnungen
WER)=WE((O, Ry)) usw. ist klar.

2.2. Satz. Sei 2, ,#15/4 und sei A,,#3/4 fiir alle n. In (0, Ry)) hat man
die Zerlegungen

(2.91) a,(r) = ab(r)+ oL,
(2.9ii) c,(r) = Q@)+ 2r*,
(2.9iii) n,(r) = bO(r)+62r*n,

mit v, =2"1(—1+(1+42, )2, #,=2"1(1+(1 +44, )?) und mit Konstanten 9,
derart, dafp 61=062=0 fiir 1, o=15/4 und 63=0 fir %, ,=3/4 ist. Fiir %, ,<15/4
bzw. 7 41<3/4 (2.10iii) gilt

R
(2.10i) 8% = (1444072 [ r=w*1L(na,) dr,
0
(2.10ii) 82 = (i, 0) 7101 +v,),
R
(2.10iii) 83 = (1442, )7 [ r—=a+1L3(yb,) dr
0
mit den Abschdtzungen
(2.111) 1631 +16% = C(lloall (R) 4l all (R) + el (R))V,
(2.11ii) 1631 = C(IBull (R +11bull1, (Ro, ry)-
Ferner gilt a°, b°, ¢ WE(R2) mit
(2.12i) la8llz,0, (2. 0 (Ro) = C(llaull (R)+[[a,ll (R) +lle,l| (R)),
(2.1211) leall2,0, 0, 0y (R0) = C(ll2ll (R) +[174ll (R) + | @l (R) + [ c4ll (R)),
(2.12iii) 153012,0, 4,y (Ro) = CIBll (R) +1B4ll1, o, ))-

Beweis. Die Bedingungen E, FEL*(U)3, div E=0 implizieren na,& W2,
L’(na,)e Wo=L2(R,). Wihlt man in Lemma 2.1 a=4,4,=0, k=2, k;=0, dann
erhdlt man

n(rya(r,n) = ap(r,m)+o5r*

B locall (R) = lletullo. ro. &1 -
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2.1. Lemma. Sei hy=Q2k,—oa,+3)/2, h=Q2k—a—1)/2 und sei h,=h. Wenn
P,(A)#0 fiir alle n und alle 2 mit Im A=h, gilt, ergibt sich fiir alle Léstungen
ue W* der Gleichung (2.2) mit f¢ W;‘ll die Zerlegung

G .
mweq

(2.5) u=w+i > Res(

h<Imi<h, t=Inr-1

mit wE W2 Die Funktion w erfiillt die Abschitzung

(2.6) [Wlky 2,00, ) = CUS My, a0, 2 -

Beweis. Fiir h=h"=h, rechnet man

oo oo

[ 1" G@Pdr = [ A2 dr

— 0

= C(lullf a1/, 01D <.

Demzufolge ist A—G(2)) analytisch im Segment h<Im i<h,, und man kann
invertieren

1 = it
2.7) 0(0) = 5 _m[m e 5(2) dA
. G
= +i Res —— ¢f*4
WI(T) h<ImZ).’<h1 Pn ()“) ¢
mit
1 oo +ihy
—_ itd ) .
wi(1) = 5 _le e 5(7) dJ.

Weil das Polynom P,(1) fir Im A=A, keine Nullstellen besitzt, folgert man aus
(2.4) die Ungleichung

(2.8) 5] = C(L+[ADPEA+12D) PG ()]
mit p=0, 1,2, Im A=h,. Mit Hilfe von (2.8) rechnet man fiir w(r)=w, (In (1/r))
ky+2 oo

R o anm = C 3 (4D [ ethsjwi» ()2 dx
v=0

— oo

ky+2 oo +ihy
=C > (4Pt [ E@)Rda
v=0 — oo tihy
ky oo+ ihy _
=C 2+ [ BPIG@PAL = CL
V= —oo+ihy

Die Formel (2.7) fithrt auf (2.5). O
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Sei 0<R,<R. Es wird abgekiirzt
Ldu =—@"+2r'u'—2, or 2u),
Liu =—u"—A, 7 2u).

Im folgenden bedeutet # eine beliebige Funktion nE,@((—oo, R)), die in einer
Umgebung des Punktes r=0 identisch Eins ist. Die Bedeutung der Bezeichnungen
WER)=WE((O, Ry)) usw. ist klar.

2.2. Satz. Sei 2, ,#15/4 und sei A,,#3/4 fiir alle n. In (0, Ry) hat man
die Zerlegungen

(2.91) a,(r) = al(r)+6%r*»,
(2.9ii) ey(r) = () + 825,
(2.9iii) n,(r) = bO(r)+ 8%,

mit v,=2"Y—=1+(1+42, "), %,=2"2(1+(1 +44, )'?) und mit Konstanten 5}
derart, dafp 6y=02=0 fiir 1, ,>15/4 und 63=0 fir 2,,>=3/4 ist. Fir 1, ,<15/4
bzw. 7, 1<3/4 (2.10iii) gilt

R
(2.10i) 8% = (1442, [ r—w*1Li(na,) dr,

0
(2.10ii) 02 = (iw,, o) "1 on(1+v,),

R

(2.10iii) 08 = (1+44,,,) 712 f r=%t 1L (nb,) dr

0
mit den Abschéitzungen
(2.113) |03l +1031 = C(lloll (R) +llall (R) +l e, | (R))Y,
(2.11ii) 1931 = CIBM (R +11ball1, (o, &))-
Ferner gilt a°, b°, c°c WE(R2) mit
(2.121) lanlla,o, (2, 0 (Ro) = Cllla,| (R)+a,ll (R)+lc,fl (R)),
(2.12ii) lepl,0, 2, 0y (Ro) = C(llotall (R)+ 1740l (R) + [l a,ll (R) + ]| (R)),
(2.12iii) 1B3l12,0, (2, 1y (R0) = C(IB (R)+11By]11, o, »))-

Beweis. Die Bedingungen E, FEL*(U)?, div E=0 implizieren na,e W},
Ld(na)e W=L*(R,). Wihlt man in Lemma 2.1 «=4,0;,=0, k=2, k;=0, dann
erhélt man

n(rya(r,n) = ay(r,n)+oyr'

B loall (R) = ltullo, ro. &1 -
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mit §*=0 fir 4, ,>15/4 und mit

&4 = iG(iv,) Res P,()™"
R

= (144,072 [ rw+1Ly(na,) dr

0

fir A, ,<15/4. Man wihle R,<R;<R und 7,€2(R) mit no(r)=1,0=r=R,,
1o(r)=0, r=R,. Ferner sei a’(ry=al(r, ny). Nach (2.6), (1.8) rechnet man

llagllz, o, 4, oy (Ro) = C LMo an)ll (Ry)
= C(lloll (R) +llanlly, ro, k1)

= C((loall (R +1 @)l (Ry) + 0,0l call (Ros Ry))-

Fiir (2.12i) geniigt es folglich 4, (>15/4 zu betrachten. Dann gilt a,=a’ in (0, Ry),
und demzufolge
(2.13) Il anuz,o,un,g) (Ry) = C(Han” (R1)+”an”1,(Ru,R1))'

Ahnlich hat man dann
(2.14) lla,l 2,0, (An, 0)(R1) = C(”“n“ (-R)+]|an”1,(R1,R))'

Daraus schliefit man

(2.15) laulls, (ro, Ry = Chy bl aulls, 0, (An, 0) (R)

= C(lloll (R)+llall (R) +llc,ll (R)).

Die Abschitzung (2.12i) folgt aus (2.13), (2.15). Der Operator r2L? ist symmet-
risch, und es gilt LO(r~*»~?)=0. Das impliziert, daB das Integral in (2.10i) von
n unabhingig ist. Nach (1.8), (2.9i) gilt fiir die Koeffizienten c,(r) (2.911)) mit
A(r)= —iw, s(ray)’. Die Abschitzung (2.12ii) beweist man mit Hilfe von (2.7iii),
(2.12i). Die Ungleichung (2.12iii) ist nun ersichtlich. Die Ungleichungen (2.11)
sicht man leicht. O

3. Verhalten der Losung

Wir diskutieren die H2(U(R,))*-Regularitat der Lésung. Man setze &'=g¢,,
e2=g,, #=e,. Sei E=Zj=1Eféf in U(R). Fiir die Norm | «|5 yx), definiert
durch

3
”EHg,U(R) = 21' ”Ezllg U(R)
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WO E,-=fo:1Ej (¢/-¢") die kartesischen Komponenten sind, errechnet man die

Schranke
d 2—y 2
2v e J "
[ dr] E v] d

3 R/ o
1) IEBow=C 3 [ (3
Jj=1yg v=0
fir E€ H>"°(U(R))*. Hier wurde ||ull,=]u(w)],, 6, gesetzt. Fiir die Eigenlosungen
sind die Abschitzungen |E,[;=CA,,, |H,[i= C),ﬁ 1»0=v=I1,n=1 unabhingig

vom Gebiet G richtig. Um die H?(U(R,))*-Abschitzung zu gewinnen machen
wir stidrkere Annahmen an die Regularitdt der Eigenlésungen (Vo 5):

(3.2i) IE,2= Cit,, O=v=3,
(3.2ii) IH|2=Ch,, O0=v=3,n=1.

Falls das sphirische Gebiet G glatt ist, sind diese Voraussetzungen erfiillt. Sei
nun

1 N
(3.3) = (@B b, H+¢,E).

Nach (3.1) ergibt sich unter (Vo 5)
(3.4) (N

=C Z(Ilanllz 0, (i, 0 (R 10413, 0, (2, n (R) H1 €413, 0, 1, ) (R))-

Man betrachtet nun die Gleichung (1.1) mit einer allgemeinen Konstante J¢C.
Falls das Feld E bzw. F die Entwicklung (1.2) mit den Koeffizienten a,(r, /),
by(r, 2), c,(r, 1) bzw. a,(r), B,(r), y,(r) besitzt, erfiillen die Koeffizienten a,(r, ),
b,(r, 4), ¢,(r, 2) ein modifiziertes System (1.7), (1.8), wo anstelle «,, f3,,7, die
Funktionen o, =ua,—2a,, pi=p,—2b,, y¥=y,—Jc, auftreten. Ahnlich tritt in Satz

2.2 die Abhingigkeit von 4 wie 6:(1) usw. auf.
Man setzt D,(Q)={EcD(Q)| div E=0}.

3.1. Satz. Sei 1€C und sei E€R’(Q)NDy(Q) eine Lisung der Aufgabe (1.1)
mit FeD(Q). Ferner seien die Voraussetzungen (Vo 1)—(Vo 5) erfiillt und sei
Auo715/4, 4, 1523/4 fiir alle n. Das Feld E besitzt dann in L*(U(R,))? die Dar-
stellung

(3.5) E= 3 podPr0eu, 0 R(52) E0462() E})

Ay, 0<15/4

+ 2 T“l/2+(1+‘“‘n.1)1/2/253(/'.)H,,2+W;.

ln, 1<3/4

mit W, H3(U(R))* derart, daf die Ungleichung

(3.6) Wille,urgy = CAUEN+IF)
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richtig ist. Fiir das Feld W, gilt diein H?*(U(R,))? konvergente Entwicklung

(3.7) w,= > % (al(r, 2 EQ+b2(r, 7) H2+c3(r, 2) E}).

n=1

Die Konstanten 8:(%) kénnen mit

3.8) 2 (1o @P+1a3(1R) + 2 @A)

2p,0=<15/4 n,1=3/

= COEP+IFIP
abgeschdtzt werden.

Beweis. Jedenfalls ist (3.5) richtig in dem Sinn, daB W, die Entwicklung (3.7)
in L2(U(R,))* hat. Sei

(39) SY= 3 DER+ B, ) HE 0 DED),
Fir M=N ergibt sich nach (3.4), (2.12)
1S3 = SNIE, u(ry) = CN;M;(Ha,’,‘lP(R)+|!/33,‘||2(R)+Ily;‘,‘||2(R))
+ CNﬁ(|la,,(r> DIER) + 1Dy (r, DI2(R) + e, (r, 2R +I1by(ry DI ro, 1)-
Weil man fiir die ganze Summe > (o2 (R) +...+b;(r, D)3, (RO’RI)) die Schranke

(3.10) = C(|F=2EP+EIP+IVXE?) = CAOUEIP+IFI?)

findet, ist (Sy); als Cauchy—Folge konvergent. Fiir das Grenz-element
W,€H*(U(Ry))* hat man wegen (3.10) die Ungleichung (3.6). Die Behauptung
(3.8) folgt aus (2.11). O

Wir kehren nun zu der Aufgabe (1.1) mit 2€C, 250 und mit div FEH}(Q)
zuriick. Wie tblich zerlegen wir das Feld F in einen divergenzfreien Teil F, und
in ein Gradientenfeld F, wie folgt: F=F,+F,, F;=V(4;"(div F)). Wenn man
die Losung E=E,+E; &hnlich darstellt, ist die Aufgabe (1.1) dquivalent mit

(3.11) VXVXE+1E, = F,, E;€R(Q)nD,(Q)
(3.12) E, = J7'F,.

Hier gelten die Abschitzungen

(3.13) 1E] = C(D)|div F,

(3.14) £l = C(IE] +]div F).
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Um den Teil E; behandeln zu kdnnen, brauchen wir eine Regularititsaussage
fir die Poissonsche Aufgabe. Es liegt in unserem Interesse das Lemma in allen
Dimensionen p=2 zu formulieren. Im folgenden sind die Funktionen g, die
Entwicklungskoeffizienten in u=2>" , a,(r)E,(w). Ferner setzt man

Lyu=—W"+(p—1)rtu" —2, r 2u).

» 3.2. Lemma. Sei (3.2i) erfiillt und sei 7., (#4116 —(p—2)?) fiir alle n. Ferner
sei u, feHY(U(R)), du=f sowie &u, EfEH (U(R)) fir £€2(B(0, R)). Fiir die
Funktionen u gilt in U(R,) die Zerlegung

(3.15) u= 2 o,rmE(w)+w

0= (D)

mit J(p)=4"1(16—(p—2)%), v,=271(2—p+((2—p)*+42,0)*"?),
R
(3.16) 3, = (2= p)+44,0) 2 [ r=wt1L,(na,) dr.
0

Ferner gilt we H3(U(R,)), und man kann abschdtzen

(3.17) ) Zz( )5.2;+|IW||§, vre = CUullE vry TILFIE very)-
471,0< p
Auf die Einzelheiten des Beweises, der wie Satz 3.1 {iber Lemma 2.1 lduft,
wollen wir verzichten. Man beachte jedoch, daB die Voraussetzung &f€ Hy (U(R))
erforderlich ist, denn daraus folgert man, daB fir f=2>"  a,(r)E, der Gradient
Vf eine in L*(U(R,))", Ry<R konvergente Entwicklung

Vf: Za;Enér—{_ Zr_laanEn
n=1 n=1

mit ||Vf||§,U(R1): o [ P (o2 4 2y or T3 o,|?) dr zuldBt. Ferner gilt L,a,=
—a,, und man spaltet die Koeffizienten a, nach Lemma 2.1 mit a=p+1, k=2,
oay=p—1, ky=1 auf. Dieses Resultat kann man auch aus [4] herleiten.

Den folgenden Satz erhédlt man, wenn man Satz 3.1 auf den Teil £, anwendet,
und den Teil Vu, u=/"1A;"(div F) nach dem obigen Lemma zerlegt. Die Kon-
stanten &) und die Reihenentwicklung fiir W, sind aus dieser Addition abzulesen.

3.3. Satz. Sei 2€C, A0 und sei E€R(Q)ND(Q) eine Lisung der Aufgabe
(1.1) mit div FEH;(Q). Ferner seien die Voraussetzungen (Vo 1)—(Vo 5) erfiillt,
und es gelte 7, ,#15/4, 4, 1#3/4 fiir alle n. Dann besitzt das Feld E in L*(U(Ry))?
die Darstellung
(3.18) E= 3 rpo32r0+an, 0V 2(§L Q) E0+ 52(A) E}Y)

Ay 0=15/4

b3 G Y L,

A, 1<3/4
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mit W, H2(U(R,))? derart, daf die Ungleichung

(3.19) IWil3urn+ 2 (I5,1,|‘“r|5§|2)+/1 LHE

n,0<15/4 n’1<3/4

= CEIG o HIFIE o +1div FIIE o)
gilt.

Das magnetische Feld H besitzt im allgemeinen nicht so gute Regularitéts-
eigenschaften wie E, weil H keine Randbedingungen zu erfiillen braucht. Eine
— auch physikalisch motivierte — Randbedingung fiir H ist n-H|r=0. Unter
dieser Randbedingung kann man dhnliche Resultate fir H herleiten. Auf diese
Frage wollen wir aber nicht ndher eingehen.
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