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tlnnn DAS vERHALTEN DER r,ÖsuNcEN DER
MAXWELLSCHEN RANDWERTAUFGABE IN EINIGEN

NICHTGLATTEN GEBIETEN

JUKKA SARANEN

Sei Oc.RB ein Gebiet. Die zeitunabhängige Maxwellsche Randwertaufgabe

fiir isotrope homogene Medien lautet

mit f -0O. Dabei sind t und It positive

komplexe Zahl. Frihrt man in (0.1) die

,ll tL, - o)' ein, so ergibt sich

:J,
-K,

Materialkonstanten, und @ ist eine

Substitutionen H- /i ru', E- /i a',

- lt-ttzJ,
- t-tlz y,

(0. 1)

(0.2)

(0.3)

[o * E- iatpH
{ Vx H+iaeE
Irx Elr- 0

[vxE'-ia'H'
lv" H'+io'E'
[, * E'lr - 0.

I V x E - iaH - J, E€ .Ro ((2), H (A ((2),

[vx H+iaE - K, J, K€L'(a)'.

Deswegen setzen wir im folgenden o. B. d. A. s: lt:l voraus. Bei der Behandlung

von (0.1) mit Hilbertraum-Methoden ist es tiblich die Räume R(O): {E1L2(O)31

vxE(Lz(A)8), D(A): {E(Lr(O)'l div E1L,(Q)}, Ro(o): {E€R(o)l(v Xr; r;:
(.E'lVXOV.E€R(O)) zu benutzen. Die schwache Form von (0.1) wird (e:p:l)

Die Existenztheorie der Aufgabe (0.2) ist weit entwickelt worden [5], [6], [16], [17],

[18]. Fiir eine umfangreiche Klasse von Gebieten hat man die Fredholmsche Al-
ternative bewiesen. Dasseibe gilt auch fiir anisotrope inhomogene Medien [16], U7l.

Von den qualitativen Eigenschaften der Lösungen ist im wesentlichen folgendes

bekannt. Falls die rechte seite die zusätzliche Regularität J<R(Q),K?D(A),
divK€I101(O) erftillt, kann man das Feld lLI aus (0.2) eliminieren (colo), und

man erhält die elliptische Gleichung

- ÅE-@2 E - F, E€Ro((2) ^D(O), div ä€ Hå@)

koskenoj
Typewritten text
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mit f':VXJ-tiaK*ico-1V divK. Nach einem bekannten Verfahren [1] schlieBt
man dadurch in glatten Gebieten auf die ribliche Regularität .E€är(O)B mit

llEll, = c0Ell+llrll)

[8], [9]. In nichtglatten Fällen ist die Situation anders. Die Lösungen von (0.3)

brauchen nicht einmal im Raum Ht(O)3 liegen [111,1121, [1a]. In [2] haben wir
das Verhalten der Lösungen in Kegelspitzen untersucht. In der vorliegenden Arbeit
wird diese lJntersuchung weiter gefiihrt. Wenn man nämlich z. B. Anwendungen
auf die N{ethode der finiten Elemente betrachtet, ist das in [12] gewonnene Ergebnis
nicht hinreichend. Sei xo ein singulärer Randpunkt und sei i:{xo*rala(.G,
0=r=R), Gc,S:1xl lxl:1) eine Umgebung des Punktes xo in O. Untereinigen
Bedingungen an das sphärische Gebiet G leitet man fr.ir die Lösungen E in a
eine Zerlegung E: S+W in einen singulären Teil S und einen anderen We nz1Ul:t
her. Der singuläre Teil S ist vom Typ

t : 
,Z 

a,,lx - xoll" F,,((D).

Die Konstanten (n hängen nur von den Eigenwerten der Dirichletschen und Neu-
mannschen Aufgabe frir den Laplace-Beltramischen Operator auf G ab. Die
Felder Fn stellt man mit Hilfe der Eigenfunktionen dieser Probleme dar. Die
Konstanten «, und das Feld W erf:LJ",llen die Abschätzung

(p
litvllr,r* [,,4 l*,,1')''' = c(llsil + il Fii + lidiv rilJ.

Derartige Zerlegungen sind besonders wichtig, wenn man die Lösungen mit finiten
Elementen in nichtglatten Gebieten zu approximieren versucht [15]. In [12] konnten
wir diese Zerlegung nicht erreichen. Hier wird sie dadurch ermöglicht, daB wir mit
einer Methode von Kondrat'ev [a] die Koeffizienten einer Entwicklung fiir die
Lösung gtinstig zerlegen. Der ebene Fall mit einer Anwendung auf finite Elemente
wurde in [3] behandeit.

1. Entwicklung fiir die Lösung

Wir betrachten das Verhalten der Lösung in der Nähe eines Punktes xs€.l-,
wo der Rand nicht glatt ist. Wir wollen die Lösung in einer Umgebung von x0

giinstig entwickeln. Daftir fordert man, daB xo eine kegelförmige Umgebung in
O besitzt. Sei .B(xo, nl:{rl lx-xol=l?}. IMan fordert (Vo 1): Es existieren ein
Radius Ä>0 und ein sphärisches Gebiet Gc S mit B(xo, Å) 612: {xo*rala(G,
g=1=rR). Ijnsere Betrachtungen werden besonders in solchen Fällen anwendbar
sein, in denen das Gebiet G glatl ist. Wirwerden die nötigen Glattheitsvoraussetz-
ungen riber den Rand von G in den folgenden Betrachtungen erst dann machen,
wenn sie gebraucht werden. (In dieser Arbeit werden aber nicht Glattheisvoraus-
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setzungen gröBter Allgemeinheit angestrebt.) Im Falle eines stiickweise glatten Ge-

bietes G könnte man einen Entwicklungssatz von Weck [6], [7] verwenden.
Wir werden einen solchen Satz frir allgemeinere sphärische Gebiete beweisen. Es

sei bemerkt, da8 wir somit auch solche Gebiete betrachten, fr.ir welche keine voll-
ständige Existenztheorie existiert. Andererseits gibt es immer Lösungen (wähle

c»:i). Wir sind hier nicht daran interessiert, die Existenztheorie in diese Richtung
zu verallgemeinern. Au8er (Vo l) treten die folgenden Yoraussetzungen auf (Vo 2):
Das sphärische Gebiet G kann mit Hilfe einer Karte dargestellt werden; o. B. d. A.
sei Q:{a:(0, E)10<0<n,0<E=<2n}, u(a;):(sin 0 cos tp, sin 0 sin q,cos0) und
sei Gcu(Q). Im weiteren werden z(ro) und ro (wie schon friiher) oft identi-
fiziert. (Vo 3) i Gu:v-r(6) hat die Segmenteneigenschaft. Man kann (Vo 2)
gewissermaBen als eine technische Voraussetzung ansehen. Bedingung (Vo 3) ist
wesentlicher. Sie garantiert genr.igend Eigenschaften ftir die Neumannsche Aufgabe
des Laplace-Beltramischen Operators auf G. Sei [,2'2:{E:Eeco+EacalEo,
E*€L2:L2(G)\ der Raum der quadratintegrablen Flächenfelder. Bezeichne

9:CiG). Analog zum fniheren Vorgehen definiert man eine Reihe der Teil-
räume von I2,' durch

D - {E€L2,21=r, €L2: (ElV. @) - -(f,rl@) V@€ 9},

A - {E€L2,21=F2€L2: (E l%x@) - (FzlA) V@( g}.

Hier ist Y,(D:0r@40+(sin 0)-r»r<pea, v.xiP:--e,xY.i». Auf D bzw. R
setzt man dann div. E:V. . E: Ft, rot. ä:V,X E: Fz. Fiir differenzierbare
Felder stimmen diese Definitionen mit den klassischen Formeln

Y,. E : (sin 0)-r [å6(sin 9Es) * 0, Er),

v.x E : (sin 0)-1 [å u§in 0 Er) - 0* Es]

tiberein. Ferner setzt man Ao:{E€iRlV,XE:O}, Do:{E<DIV-.2':0} und
mit HI:H|(G)

i?o : {E€Rl(%xz1r; : (ElY,xF) V F(Hr),

Do : {E(Dlg.. EIF) : -(E\V.F) Vr€Hl}.

Im folgenden bedeutet O die orthogonale Summe. Analog zu 116, Lemma 2]

ergibt sich (mit aor:Aot16;1

1.1. Lemma. 
^Sei 

(Vo 2) erfillt. Dann gilt

(i) L2'2 : D1AV-Hå,

(ii) L2'2 : RoO V,XHot.

Wir benutzen die Eigenfunktionen des Laplace-Beltramischen Operators mit
der Dirichletschen und mit der Neumannschen Aufgabe auf G. Man fiihrt die
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entsprechenden Operatoren /t: D(/r)cL*L,i:0, I mit

D(/) : {u<Htl1fi(L2: (Y.ulY.E) : -uold YE(HI),

D(/): {u€Htl)fz(Lz: (Y.ulY,<p) : -(frlE) YE(H'},

/iu::fi,u(D(/,) ein. Die Operatoren -Åi sind selbstadjungiert und nicht-

negativ. Unabhängig von G besitzt -/o eine unendliche Menge fl,,oli der nach

der Vielfachheit gezählten Eigenwerte O<),r,o<).2,0s...*- die sich im Endlichen
nirgends häufen. Sei entsprechend {,t,,r}f, die Menge der Eigenwerte fiir -/r.
'Das oben gesagte gilt ftir -/r, falls das Gebiet G, die Segmenteneigenschaft
'besitzt, denn dann ist die Resolvente kompakt. Man beachte, daB der unterste

Eigenwert (,11,0>0 bzw. )"o,r:0) för die beiden Operatoren einfach ist; fiir -/o
siehe [2], [3]. Seien {E,\i bzw. {4,}f die orthonormierten Eigenfunktionen von

-/o bzw. -/r. Wir definieren die folgenden Flächenfelder (@n,i=l)rj)

El: ia;,[Y.E,, El: ia;tE,XY.En,

H|: ia;,1Y.H,, Hi: ia;!ö,XY.Ho

ftrr n>1. DieSysteme {E:}?, {äj}i sindorthonormiert.Weiterhin gilt (E:\HT):
(E:lH»:o fiir alle n, m. ImRaum flr sei die ll . llr-Norm llullr:(llrzli'zl llv.ullTt'
festgelegt. Wie [7, Satz 6.7.2] zeigt man

1.2. Lemma. Seien(Yo2), (Vo3) erfilllt. Fi)r H(H] gilt H:2* r(HlE,)E*
in H], undfilr HCHL gilt H:)i1(HlH")H" in Hr (d.h. die Summen kon-

uergieren in bezug auf die ll.llr-Norm).

Wir kiirzen noch ff:R0nRonDo, ff*:Do nDonÄo ab.

1.3. Satz. Die Voraussetzungen (Vo 2), (Vo 3) seien effillt. Dann sind die uol-

genden Systeme uollstdndig in den entsprechenden Riiumen

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

{r,i}f in v.u;,

{ri}r in vil101,

{ui}f in Da ^ff 
L 

,

{ru|l;f in Äo n (.tr*),

Beweis. Es ist leicht zu sehen, daB die betrachteten Felder zu den entsprechenden

Räumen gehören. Vom Rest wird nur (iii) argumentiert. Sei E(Doo,*r mit
(El Hl1:9, n€N. Weil die Eigenfunktion äo konstant ist, folgt 0 :(Elc,xV.H,) :
(ElV.xH,) fiir alle n (No. Nach Lemma 1.2 gilt (ElV-xH):0, ä€ä1. Also

ist E€Ron]Ro und folglich E(.tr ncf t:{0}. tr

Sei x6€l- derart, daB (Yo l)-(Vo 3) erfiillt ist. O. B. d. A. wählt man ro:0,
und man setzt U:U(R):B(0, R)nO. Man betrachtet ein divergenzfreies Feld
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E, das der Gleichung (0.3) genugt. Gleichbedeutend ist dann (7:-ruo')

V XV X E+ 7E : F, E€Ro((2) nDo((2).

Von nun an setzen wir voraus, daB das sphärische Gebiet G einfach zusammen-

hängend ist. Damit meinen wir, daB (Vo 4) dim lf,:0 gilt. Unter einigen schwachen

Voraussetzungen läBt sich zeigen, da8 diese Bedingung mit dem iiblichen geo-

metrischen Begriff iibereinstimmt [9]. Die Forderung dim ff:O ist auch äqui-
valent mit dima(*:O, denn E€a(+E,XE(3f*. Aus E€L2(U)3 folgt, daB mit
E:E,8,*Esas*E*Et:E,e,+E" fiir fast alle 0<r<R die Relationen E,CLz,
gui12,2 gelten. Wir setzen E|:E,E,. Nach Lemma I.l, Satz 1.3 kann man in
Lz bzw. Z2'2 entwickeln

E,(r' a) : '-' å a'(r)E'(a)'
"=:

E"(r, a) : r-' 
,Z 

(b,(r)H!(a)+c"(r)E!(a)).

Wegen E€Lz(U)z ist die Entwicklung

(1 .2) E - r-L Z @.E: +b"Hi * c,El)

richtig in L'(U)u, und man erhäl;

(1.1)

(1.3) llEIlä, r(*)
ooR

-Oltr:I0

ooRzf
- a,,fl:I0

(lo,(r) l' + lb,(il' * lcn@)1'z) dr.

Ftir das Feld V X E ergibt sich mit Ho : HnE, in L'(U)'

V x E - r_1 å f io)n,tr-| b,,H: - b;Hl +(io\,or-'an* c;) E,'l

(Ä n, Lr -' lb,l' + lb;l' * li rtt n, o r -r a n * c'"12) d r .

( 1.4)

mit

(1.5)

Die Ableitungen in (1.4) sind distributional definiert. Die Darstellung (1.4) erhält
man wie folgt. Man entwickelt

E: r-r § pl,n2+a,Ei+c,H:)

und benutzt die Umformung (VXZ'l A):@lVX@) mit .D:r-LEHl,r-tqEl,
r-'EHI,E€9((0,R)). Im weiteren setzen wir zuerst ,t:0. Wenn ,F die Ent-
wicklung

(1.6) F: r-L § 6,22+B,Hi+y,Ei)

in Lz((J)s besitzt, ftihrt die Or"r"irlr* (1.1) (1:0) auf das folgende System von
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gewöhnlichen Differentialgleichungen

(1.7i)

( I .7ii)

( 1 .7iii)

Aus der Bedingung div

(1.8)

Auch in (1.7), (1.8) sind die Ableitungen im schwachen Sinn definiert.

2. Verhalten der Koeffizienten

Ausgehend von dem System (1.7), (1.8) und von den Bedingungen E,
YxE(Lz(u), untersuchen wir in diesem Abschnitt die Asymptotik der Koeffizi-
enten a,,bn,c, mit r*0. Zur Diskussion des Verhaltens Verwenden wir eine
Technik von Kondrat'ev [4]. Besonders das folgende Lemma ist eine solche ver-
schärfte version von Theorem 1.2 l4l, wo die Abhängigkeit vom parameter )",,

beriicksichtigt wird. Die Argumente werden nur kurz gegeben. Aus (1.7i), (1.g)
ergibt sich

(2.r)

Die Gleichungen (1.7ii),

(2.2)

mit fr€R. Die Gleichung (2.2) gelte in ,i?*:{rlr>0}. Frihrr man in (2.2) eine
neue variable r:ln r-1 ein, und setzt man u(r):u{e-"), g(-c):f(r-), dann folgt

(2.3) t)" +(1 - §r)u

Frir die Fourier-Transformierte

(2.4)

mit P,Q'):12-i(l- Pr)l+).". IJnsere einschränkenden Bedingungen fiir a und
/ werden derart sein, daB die obige formale Rechnung berechtigt ist. Man definiert
die folgenden gewichteten Normen und Räume

k

llull\,q,: Z ll rdtz-(k-v) uQ\ ll 
, :

P:0

und W!:{u(Ho''"' (Ä*)lllzllo,.=-}. Sei ferner (,1,)i ,ln** eine Folge von reellen
Zahlen, die keinen endlichen Häufungspunkt besitzt. verkntipft mit der Folge
(,1,)i erklärt man

)n,or-L an- iT)n,oc; - TUn,

b;-r-zAn,tbn: - §r,

il)n,o (1" -1 a n)' -t cl : - T n.

E:0 folgt

(ra)'-io)r,ocn:0.

a'; +2r-L o;- ).u,ot"-Z a u : - crt.

(2.1) sind allgemeinerer Form

tt" + §J-Ltt' - lnr-zLt - -f

'- )nu - -e-" g(r) -: - G(r).

öQ) - 17* e-i)a u(r) dr gilt

P,,(t)fr(t) - GQ)

å i'e 
- z(k-'' 

l 
(*),, e)l' o,

llulli, a, ().n) :
k

z0y:0
+i,1,1)o - v llrdtz-(k- v) u(v) 

1; 

z
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2.1. Lemma- Sei h1:(2h-arl3)12, h:(2k-d.-l)12 und sei hr>-h. Wenn
P,(),)+0 filr alle n und alle )" mit Im),:h gilt, ergibt sichfi)r alle Lösungen
u(W! der Gleichung (2.2) rnit feWi; die Zerlegung

(2.s) u:wqi Z n"r[34r,'r]l
h<tm),<ht '. &(,1) " ,ll,:tn,-,

mit w(Wt*'. Die Funktion w erfitlt die Abschätzung

(2.6) llwlh,+z.n,,tt^t= Cll.f 1,*,,",,<^^».

Beweis. Flj"l h=h'<å, rechnet man

_[ lro''c{r)l'dr: { 
f-'?h'1111124,

< C |lullfl,"+ll "fo?,., ll) = -.
Demzufolge ist ),*G()") analytisch im Segment h-<Im )-<hr, und man kann
invertieren

(2.7) ,(r) : * 
*f"' 

,"^ ö(t) d^
-6+lll

: wr(r)* , 
o=rå-o,x"s ffir'"^

mit
1 * *ihrwr(r):- I et,^i\)dl.zn 

--u+in'

Weil das Polynom P,,Q) f,j.r Im ).:h keine Nullstellen besitzt, folgert man aus

Q.$ die Ungleichung

(2.8) lD(zt)l < C(t+1t,11nrz-1(1+l,u)-pld(r.)l

mit p:9, 1,2, Im)":h. Mit Hilfe von (2.8) rechnet man fiir w(r):y,r(ln(lir))
kr+2

ll wll ä+r, ",, rr.,, = C Z (l 1 ;/,,1;t"'+z-, f ezh," lw\» (r)12 dt

i,:no, -"]**,

: , 
,Z__o 

(1 1- 1,1,;;r,+z-' J, .. l),12"1fr(1)12 il"
__+ilrr

*r -+itr
= , 

"z:,(l 
+;/.,1;*,-, [ ,- v,r"GQ,)|, d7 = cl .f 111,,,,._*+ihr

Die Formel (2.7) fnhfi auf (2.5). n
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Sei 0<Ro<R. Es wird abgekiirzt

Lf;u : -(u" +2r-ru'- ).,,or-2u),

Llu:-(u"-).n,rr'zu).

Im folgenden bedeutet q eine beliebige Funktion n€9(1--, Å)), die in einer

Umgebung des Punktes r:0 identisch Eins ist. Die Bedeutung der Bezeichnungen

w!1n01:w!((0,Åo)) usw. ist klar.

2.2. Satz. Sei )"n,s*1514 und sei 1n,r*314 filr alle n. In (0, Ro) hat man

die Zerlegungen

(2.91) a,(r) : a!(r)*6r,r"",

(2.9ii) cn(r) : c!(r)*ö!,r"",

(2.9iii) nn(r): bl(r)*ö1,r"",

mit'ro:2-r(-1 +(1 +41,,)'t\, xn:2-'(l+(l +47,,r)ttz) und mit Konstanten öi
derart, dalS ö!:$2:0 filr ),,,o=1514 und ö1:0 fflr Å,,1>3f4 ist. Filr l,,o=1514
bzw. ).,.r<.31a Q.rciii) gilt 

.R

(2.10i) äl : (l l4)"n,o1-trz f ,-",*'7o1r1a,)dr,

(2.rOii) ö1 : (ic,t,,o) -1 äl(1 *vn),

^R

(2.10iiD ä:: (l *4).,,r1-rrz f r-x"+rLr(4b,)dr

mit den Abschiitzungen

(2.1li) lä*l+lä;l <c(llo(,ll(R)+lla,ll(.R)+llc,ll(R»1),

(2.11ii) lö1,,1= c(llp"ll(Ä)+llb,ll1,(R.,R)).

Ferner gilt af;, bf;, cf;(W!(R!) mit

(2.12i) llo9ll,,o,<r,,o(no) < c(lla,ll(R)+llc,ll(rR)+llc,ll(R)),

(2.t2it) llc9llr,o,tr,,,r(Ro)< C(lla,l|1n)+ilr,ll(rR)+lla,ll(R)+llc,ll(Ä)),

(2.t2iii) llå9llr,o,rr,,,r(,R0)= c(llp,ll(R)+llb,ll1,(R.,R).

Beweis. Die Bedingungen E, F<L2(U)3, dtv .E:0 implizieren 4a,€Wl ,

Lf;(qa,)(lY3:L'(R+). Wählt man in Lemma 2.1 a:4,d1:O,k:2,kr:g, dann

erhält man
r7 (r) a (r, q) : af;(r, 4) + ö1r""

') lla"ll (R) : Ila,llo. ro, *r .
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2.1. Lemma. Sei hr:(2h-ar*3)12,h:(2k-a-l)12 und sei hr>-h. lV'enn
P"Q,)*O filr alle n und alle ), mit Im),:h gilt, ergibt sichfilr alle Lösungen
u€W! der Gleichung (2.2) mit f<W:; die Zerlegung

(2.s) u:w*i > p.r[i-QI ,,*]ln-nii<h, \ P,(/) )1":h,-,

mit w(W::*'. Die Funktion w erfullt die Abschcitzung

(2.6) llwli,*r,,,.<^,» = Cllfllo,,,,.<^^t.

Beweis. Fijr h=h'=å, rechnet man

_{ lro'"ctilzd.r: { f-'h'11r11'4,

< c |lullfl, "+ ll "f,?,, ",1) = *.

Demzufolge ist ),-GQ) analytisch im Segment h<Im )<hr, und man kann
invertieren

1 -+ih(2.7) u('):* I ek^a(L1il,
-@+tn

: w1(?)+' 
o=r,o4=orx"' ffi "'"^

mit
1 - Iih,wr@):; I ehli(^)il".

'" - -'tiht

Weil das Polynom P,(,1) frir Im ).:h keine Nullstellen besitzt, folgert man aus

Q.$ die Ungleichung

(2.8) W(Dl= C(r+1t",110r2-r1l*lr,l)-elc(r")l

mit p:0, 1,2, Im).:hr. Mit Hilfe von (2.8) rechnet man fiir w(r):wr(ln(l/r))
kr+2

llrll'i,*r,",,<^^t = C Z (l +;1.,1;r,+z-, f ezh,"lwl» G)p a,

),:no, 
--]* 

*,
: , 

,1u 
(1 + 12,;;*,+z-' J, ., l1l'z"li,(1)12 dl

__+irh

k1 -aii1

= " Å(l+l/.,1x,-, [,- ttt "GQ)1, il. = cllfll?",,,,.
_ _ +ihr

Die Formel (2.1fnhfi auf (2.5). tr



22 Ju«a S.anaNrN

Sei 0<.Ro<R. Es wird abgekrirzt

Llu : -(u" +2r-ts'- ),n,or-zu),

Lf,u:-(u"-)"n,rr-zu).

Im folgenden bedeutet 4 eine beliebige Funktion 4<9((--, R)), die in einer

Umgebung des Punktes r:0 identisch Eins ist. Die Bedeutung der Bezeichnungen

w!1nol:w!((o,JR)) usw. ist klar.

2.2. Satz. Sei ).n,s*1514 und sei )",,1*3f4 filr alle n. In (0, Ro) hat man

die Zerlegungen

(2.9i) a,(r): af;(r)+öf,r"",

(2.9ii) co(r) : cf;(r)*öf;r"",

(2.9ii1) nn(r): b!,(r)+öf;r"",

mit ttn:2-t(-1 +(l +4",,)rtr), xn:2'r(l+(l+41,)tt2) und mit Konstqnten öl
derart, daJS ö1,:$2:0 filr ),n,o=1514 und öl--O fiir 7.,r=314 ist. Filr Ä,,o-1514
bzw. ).,.r-3la Q.rciii) gilt 

R

(2.10i) äl : (1 -14).,,01-rrz I r-""+rtolqan) dr,

(2.rOii) ö1 : (ia\,,) -1 äl(1 *un),

R

(2.10ii1) ä3: (l *4).,,r1-rrz f ,-""*'7'14b,)dr

mit den Abschiitzungen

(2.11i) lä*l+läil=c(lla,ll(R)+Jla,ll(R)fllc,ll(iR))l),

(2.1lii) löil = c(llB,ll(Ä)+llb,ll1,(R.,R)).

Ferner gilt af;, tf;, clewf@!) mit

(2.12i) llo9ll,,o,rr,,o(ÅJ = c(llr,ll(R)+lla,ll(R)+llc,ll(rR)),

(2.r21i) llclllr,o,tr,,.r(RJ= C(lla,ll(A)+lly,llUR)+lla,ll(R)+llc,ll(lR)),

(2.t2iii) llblllr,o,rr,,,r(,R)= C(llB,ll(,R)+llb,ll,,r^,,^r).

Beweis. Die Bedingungen E, F(L2(U)g, dtv,E:0 implizieren 4a,(Wl,
L?,(rya")el/3:L',(R+). Wählt man in Lemma 2.1 a:4,d1:0,k:2,kt:o, dann
erhält man

4 (r) a (r, 4) : a\(r, 4) + ö1r""

r) lla"ll(it) : lla,llo,ro.^r.
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mit öl: O frir ln,o>1514 und mit

ftrr ).,,o<1514. Man wähle R,<,R1<R und qo(9(,lR) mit 4o(r):1,0=r<R0,
qn?):o,r-Ä1. Ferner sei ao*(r1:al(r,rt). Nach (2.6), (l'8) rechnet man

llc9llr,o,rr,,,r( Ro) = CllLlfutoaJll (ÅJ

= C(lla,ll (iU * Ila,ll,,r^.,oo)

= c(lla,ll (,RJ+ lla,ll (R)*ar,,ollc,ll (Ro, Rr)).

Frir (2.12i) geniigt es folglich ),,,o>1514 zu betrachten. Dann gilt an:ao in (0, .Ro),

und demzufolge

(2.r3) lla,llr,o,tr,,o(Ro) = C(lla,ll(.RJ+ll4,ll1,(no,nr)).

Ähnlich hat man dann

(2.14) lla,llr,o,<^^,oln) < C(lla,ll(n)+llc,llr,rr,,n).

Daraus schlieBt man

(2.15) llanllr,«^0,^,r=C1-,tt2llr,llr,o,rr,,o(Rr)

= c(llo,ll (R) + ll a,ll (a) + ll c,ll (R)).

Die Abschätzung (2.121) folgt aus (2.13), (2.15). Der Operator rzLl ist symmet-

risch, und es gitt Lf;(r-v"-11:0. Das impliziert, daB das Integral in (2'l0i) von

4 unabhängig ist. Nach (l.s), (2.9D gilt fiir die Koeffizienten c,(r) (2.9ii) mit

cf;(r): -ia;.1(rao,)'. Die Abschätzung (2.l2ii) beweist man mit Hilfe von (2.7iii),

(2.12i). Die ungleichtng (2.1211i) ist nun ersichtlich. Die Ungleichungen (2.11)

sieht man leicht. n

3. Verhalten der Lösung

Wir diskutieren die Ilr(U(.Ro»3-Regularität der Lösung. Man setze Er:e,,
z2:Eo,Es:E,?. Sei E:Zr1:rEiei in u(A). Fiir die Norm ll 'llr,u«*1, definiert

durch 
,E,B,ur^i : )ru,rz,ur^,

i:1

öl: iG(iv,) 
A?,1 

P,( )-'

:(1 + 47n,0)-rtz j ,-vn*r L2(r1a,) dr



wo Er:)B:rEi{Ci.a') die kartesischen Komponenten sind, errechnet man die
Schranke

(3 r) tEtz,o'^t= , åiå,*-^ll(*)'-"r71,',)*
ftrr E<H2'ro"({/(,R»'. Hierwurde llull":llu(a)llr,c, Besetzt. Ftir die Eigenlösungen
sind die Abschätzungen llE"l],=Cll,o, llH,ll?=C7',,r, 0=t=1, n>l unabhängig
vom Gebiet G richtig. Um die H2(U(R))B-Abschätzung zu gewinnen machen
wir stärkere Annahmen an die Regularität der Eigenlösungen (Vo 5):

(3.2i) llE"lll=Cli,o, 0<v<3,

(3.2ii) llH)ll=O";,r, 0<y<3,n>1.

Falls das sphärische Gebiet G glatt ist, sind diese Voraussetzungen erfiillt. Sei
nun

(3.3) r, : +Z @,El-tb,H,2-tc,El).

Nach (3.1) ergibt sich unter (Vo 5)

(3.4) lls,ll3,,r"r
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= C Z Ql a 
"llZ,o, 1^,,,) (A) + Jl b,ll A, o, 1,r,, ; (R) f ll c, ll !, 6, 11,,,y (R)).

Man betrachtet nun die Gleichung (l.l) mit einer allgemeinen Konstante ).<c.
Falls das Feld E bzw. ,F die Entwicklung (1.2) mit den Koeffizienten a,,(r,2),
b,(r, ),), cn(r, ),) bzw- an(r), §,(r),y,(r) besitzt, erfiillen die Koeffizienten a,,(r, ).),
bn(r, ),), c,(r, ),) ein modiflziertes System (1.7), (1.8), wo anstelle c,,, §,,,1,, die
Funktionen al:an-)an, §I:P,-Ab,,yI:y,-),c, auftreten. Ähnlich tritt in Satz
2.2 die Abhängigkeit von l" wie äi(,1) usw. auf.

Man setzt Do(O): {E<D@)l divE:0}.

3.1. Satz. Sei i€C und sei E'(Ro(O)nDo(O) eine Lösung der Atf[abe (1.1)
mit FeDo(A). Ferner seien die Voraussetzungen (Yo l)-(Vo 5) erfiillt totd sei
1,,0+l5f 4, ),,r*314 filr alle n. Das Feld E besitzt dann in Zr(U(Ro))3 die Dar-
stellung

(3.5) E - z r_3t2+(r+4^n,ilt/zt2(a?,t;.1 El + öi()) E:)
)"n, o<.L5f I

+ Z r-U2+(1+ 4l,.,1)r/212 ö?,Q) H: lWi
)'nr r-<314

derart, da/3 die Ungleichung

llW 
^ll 

,, u1*oy E C ())(il A'il + ll ril)

mit wt€Hr(y(Äo)),

(3.6)
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richtig ist. Filr das Feld W7 gilt die in HL(U(R))B konuergente Entwicklung

(3.7) ,^: 
å+@l@, 

)")E!+bl(r, )") H!*cl(r,^)Ei).

Die Konstanten öi(),) können mit

(3.8) Z (läl(,r)1,+lä;(1)1,)+ z lö:(,1)1,
1^,0<1514 ),n,r<314

= c(),)|lEll,+llrll)
abgeschätzt werden.

Beweis. Jedenfalls ist (3.5) richtig in dem Sinn, daB W7 die Entwicklung (3.7)

in zr(U(Rc))3 hat. Sei

(3.e) s,$: å+( al(r,1)E!*b!(r, )")Hl*cl(r, Å)E|).

Fiir M=N ergibt sich nach (3.4), (2.12)

lls,fln- s,$113, u(*,) = c-J (lld;ll,(R) + llPIll,(n)+ llylll,(n))

M

+c z(llo,(r,,t)ll,(R)+llb"(r,)")ll2(R)*llc,(r,,,,)ll,(R)+llb;(r,2)llå,rn,,n,r).
N+t

WeilmanfiirdieganzeSumme Z7=,,(llolllr(n)+...+llb'"(r,,1)llå,ro,,*,r) die Schranke

(3.10) < cilF-)"Ell,+llEll,+llvxEll) = c(^)|lEll?+llFll)

findet, ist (Si)f als Cauchy-Folge konvergent. Fiir das Grenz-element
W^?HI(U(RJ| hat man wegen (3.i0) die Ungleichung (3.6). Die Behauptung
(3.8) folgt aus (2.11). tr

Wir kehren nun zu der Aufgabe (1.1) mit 
^<C,^*O 

und mit divF(HJ(O)
zur[ick. Wie iiblich zerlegen wir das Feld F' in einen divergenzfreien Teil Fo und
in ein Gradientenfeld F', wie folgt: F:F'o+4, fr:V(Z;l(Aivf;). Wenn man
die Lösung E:EolE1 ähnlich darstellt, ist die Aufgabe (1.1) äquivalent mit

(3. 1 1)

(3.12)

(3. 13)

(3.14)

V X V X Er* lEo - Fo, EoQRo (O) 
^ Do(O)

EL - )'-t Ft.

Hier gelten die Abschätzungen

llä,ll = c(1) lldiv Fll,
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Um den Teil E, behandeln zu können, brauchen wir eine Regularitätsaussage

fiir die Poissonsche Aufgabe. Es liegt in unserem Interesse das Lemma in allen
Dimensionen p>2 zu formulieren. Im folgenden sind die Funktionen at die

Entwicklungskoeffizienten in u: 27, a,(r)E,(a). Ferner setzt man

Lnu : -(u" +(p - l) r-1 u' - 7,,or-, u).

3.2. Lemma. Sei (3.2i) erfi)llt und sei ),,o14-L(16-(p-2)'z) filr alle n. Ferner

sei u,f<HL(U(R)), /u:f sowie <u,€f(H;(ug)) fur €<9(B(o,R)). Fi)r die
Funktionen u gilt in U(R) die Zerlegung

u - Z ö,rrrn ErQ»i) tw
Ln'o= A(P)

mit 
^(p)- 

4-1( L6 -(p -2)r), rn:2-L(2-p +((2-p), *4in,o)'/r),

ön : (fz - p)' + 41,,0)-rrz 
i 

r-vn*' Ln(r1a,,) clr.

(3. 1 s)

(3. I 6)

Ferner gilt w(Hs((/(rRJ), und man kann abschiitzen

(3.17) Z äi+llwll3,utn,y = C(llullf,rrnif ll,fll?,u«n).
4,,,o=L(p)

Auf die Einzelheiten des Beweises, der wie Satz 3.1 riber Lemma 2.1 lfu;ft,
wollen wir verzichten. Man beachte jedoch, daB die Voraussetzung (fen|(U611
erforderlich ist, denn daraus folgert man, daB fnr f:Z7ra,(r)Eo der Gradient
V/ eine h LL(U(R,)),, Rr=R konvergente Entwicklung

a;E,€,* ; r-LcnY,En
n:L

nrit llV,fllS,urn,r: Z;=r lt' re-1la;12+),n,or-2lanlz) dr zuläBt. Ferner gilt L,a,:
-0r,, und man spaltet die Koeffizienten a, nach Lemma 2.1 mit q.:p*l,k:2,
at:p-l,kr:l auf. Dieses Resultat kann man auch aus [4] herleiten.

Den folgenden Satz erhält man, wenn man Satz 3.1 auf den Teil I'o anwendet,

und den Teil Va, u:i-r /;1 (div .F') nach dem obigen Lemma zerlegt. Die Kon-
stanten å[, und die Reihenentwicklung f.jr W1 sind aus dieser Addition abzulesen.

3.3. Satz. Sei ).QC,i+O und sei E(R0(Q)nD((2) eine Lösung der Aqfgabe
(l.l) mit div,F(ä01(O). Ferner seien die Voraussetzungen (Yo l)-(Vo 5) effillt,
undes gelte 1,,011514, Ä,,r+314 filr alle n. Dannbesitzt das Fetd E in L2(U(R))Z
die Darstellung

E - z r-3t2+(1 + 4Ä,,,s)r/2,r(6\Q) E: + öiQ) nl)
)'rr, o<l5f 4

+ z r-Lt2+(1+ 4An,1)L/2tr(61Hil *fr 
^Än t=314

Y.f:;
n:L

(3. 18)
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mt fr^eu2((/(Ro))' derqrt, dalS die Ungleichung

(3.le) llrv^ll".ut*t-t z (låil'+1531)+ z l5il'
1^,0<1514 ln,L<gl[

= c(,1) (llE ll 3, o + ll -r'll ä, o + ll div rll i, o)
gilt.

Das magnetische Feld H besitzt im allgemeinen nicht so gute Regularitäts-

eigenschaften wie .8, weil 11 keine Randbedingungen zu erfrillen braucht. Eine

- auch physikalisch motivierte - Randbedingung fiir H ist n 'älr:0. Unter

dieser Randbedingung kann man ähnliche Resultate frir H herleiten. Auf diese

Frage wollen wir aber nicht näher eingehen.
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