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ZIJ DEN GRUNSKYSCHEN COEFFIZIENTEN.
BEDINGUNGEN*)

RETNER rUHuau

1. Einleitung und Resultate

Es sei )o die Klasse der Funktionen

(l) w(z): ,+!]+*+ ... ,

die fiir lzl=1 bis auf den einfachen Pol in z:- regulär und schlicht sind. Wie
riblich bilden wir

(2)

(3)

Bekanntlich gelten dann u. a. die Ungleichungen

(4)

(s)

l"l"
I > aktxkxtl=v6 Zlxol'lk,
lk,t:L I k: l

n l" 12 n

Z kl Z axrxtl = ,' Z l*ol'lk,
k:l fl:1 | k:L

l" I ,
I Z fof,(I(ro,zt)l=* Z fol,(rozt-l)-,
lk,t:L I lc,t:!

(7)

ftir jedes System von untereinander verschiedenen Punkten zo mit lrol=l und
komplexen Zahlen x1,bzw. yobzw..I'o mit einem x=l nach H. Grunsky, G. M. Golu-
sin (vgl. [12]) sowie S. Bergman und M. Schiffer [a] (vgl. auch [5]). Wir wollen im

*) Vortrag vor der Finnischen Mathematischen Gesellschaft am 14. 10. 1980.
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folgenden die Frage nach dem kleinstmöglichen x beleuchten. Eine zentrale Rolle
wird dabei der kleinste nichttriviale Fredholmsche Eigenwert 1>1 des Bildes G

von lrl:I spielen [3]. Man beachte im folgenden, daB die Ausartung ),:*
nur im trivialen Falle, § ist ein Kreis , d. h. w(z)=2, auftrilt (vgl. z. B. t8D.

Satz l*. Die Ungleichungen (4) bis (7) gelten sogar mit x:ll)., jedoch zufestem
w(z) keine filr alle Parqmetersysteme mit einem kleineren Faktor x.

Dies liefert fiir die Abbildungen (l) aus Zoz.B. larl=ll). und frir den Inhalt
1 des Komplementes des Bildgebietes 1>z(l -),-2) [4]. Diese Abschätzungen sind
scharf, wie die Abbildung auf's Äu0ere einer Ellipse zeigt. Eine verwandte Unglei-
chung, die auch noch den Inhalt 1 neben a. betrachtet und im wesentlichen auf
M. Schiffer zuriickgeht, wurde in [9] unter (20) angegeben.

Bezeichnet man zu festem w(z)(Zo und festem r
Ll"

lf ),("\ : max l2 ao,xux,l bei ) lxolzlk = l,11 I r
dann erhalten wir unmittelbar

Folgerung l. Die Folge der lll/d is nichtfallend und gegen lll konuergent.

Da nach tl2l (S. 88-89) ll)"@\ als gewöhnlicher Eigenwert bei der entspre-

chenden Teilmatrix der ao, deutbar ist, erhält man so eine Möglichkeit der prak-
tischen Berechnung bzw. Abschätzung von ,t iiber die l,('), d. h. letztlich iiber die
a1 in (1).

In [5] (vgl. auch I l), Ll2], [4] und weitere Literatur hierzu in [0]) wurde weiter
gezeigt, daB (a) bis (7) mit x:q=@-DlQ+D notwendig dafiir sind, daB w(z)
znsatzlich eine schlichte Q-quasikonforme Fortsetzung nach lzl< I besitzt. Dabei
wurde die Frage gestellt ([5],S.97,[6], [11], S.31, U21,5.292,[14],S.168), ob diese

Bedingungen mit x:Q auch hinreichend for Q-quasikonforme Fortsetzbarkeit sind.
Immerhin wurde in [2] gezeigt, da8 aus der Griltigkeit von (4) mit einem z<1
die Q'-quasikonforme Fortsetzbarkeit mit einem gewissen Q' folgt und in [6], daB

im Falle 2a<ll3 wenigstens die (l+32)10-3r)-quasikonforme Fortsetzbarkeit
folgt; vgl. auch [3]. Wir werden in § 3 tiber Satz 1 an einem Beispiel aufzeigen, da8

keine der Bedingungen ( ) bis (7) mit x-q fijr Q-quasikonforme Fortsetzbarkeit
hinreichend ist. (Entsprechendes gilt fiir andere aus (4) folgende Ungleichungen,
z.B. (6) in [7]; vgl. auch 121,6.57,6.58,7.23; in [17] qualitative Resultate analog
zu [6].)

Satz 2. Es gibt Abbildungen in Zo, die die Bedingungen @) bis (7) mit x:q
effillen, aber nicht Q-quasikonform fortsetzbar sind.

*) Auf diesen Satz hat mich brieflich unterm 21.3.72 Herr Chr. Pommerenke mit Hinweis
auf [13] - auch mit Bezug auf ein von ihm mit G. Springer gefiihrtes Gespräch - aufmerksam
gemacht im Falle von (4).
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Aus (4) mit x:4 und Satz 1 ergibt sich iibrigens beiläuflg die

Folgerung 2 ([1], [5D. Es gilt ll)"=q, falls w(z) nach lzl<l noch Q-quasi-
konform fortsetzbar ist.

Diese Ungleichung ist scharf. Das Gleichheitszeichen steht z. B. fiir den Fall,

w(z) bildet auf's ÄuBere einer Ellipse ab.

Aus Satz I und dieser Ungleichung ergeben sich natiirlich umgekehrt auch

wieder die Grunskyschen Koeffizientenbedingungen fiir die Q-quasikonform fort-
setzbaren Abbildungen.

2. Beweis von Satz 1

Da bekanntlich [5] aus der Giiltigkeit von (4) die Ungleichungen (5), (6), (7)

mit gleichem z folgen, gentigt es, (4) miL x:lll zu beweisen. Letzteres ergibt sich

in Anlehnung an die Uberlegungen in [12] (S. 290-291) so.

Sei mit den Faberschen Polynomen Eo(w)

h(w): 
r]-rf;,,lrt*1.

Dann gilt fijr lzl>l
h(w(z)) : )* ru * å dor-u, du: å.o0,*,.' k:r K k:L l:l

Die Funktion F,'eh(w) ist innerhalb § harmonisch und besitzt dort das (nach Um-
formung in ein Randintegral wie iiblich zu berechnende) Dirichletsche Integral

d*e-7T,äry-ft år4ot'.

Hier bezeichne dQ das Flächenelement in der jeweiligen Ebene.

Die gleichen Randwerte auf § besitzt die auBerhalb § harmonische und in

rr:- verschwindende Funktion Xe{t(z(w)) mit der frir lzl>l regulären Funktion

(8)

z-k+ ; d*z-r
k:n*l

Das hierzu gehörige Dirichletsche Integral läBt sich nach Transformation in die

z-Ebene zu

,t,k)- h(n(,))-åf,*+ ;,7,-k - rä-,(or.?)

(e) il t$'e)r'd,e
lzl>- I

- ir ) rl ,** +f *n ; kktrt'
k:L I "l k:n*L

umrechnen. Schätzt man nun den Quotienten von (8) und (9) durch die bekannte

Extremalcharakterisierung des kleinsten Fredholmschen Eigenwertes ,t ab (vgl. z. B.

Ul, [13], [15]), folgt (4) mit x:ll),. (Yerwendet man diese Extremalcharakterisierung

von ), zrtr Definition, ist der Beweis in dieser Form nicht an einschränkende Glatt-
heitsvoraussetzungen beziiglich G gebunden.)



RprNsn KusNau

Um nun noch zu beweisen, da8 in (a) bis (7) der Faktor x:ll)" nicht durch-
weg durch einen kleineren ersetzt werden kann, geniigt es, dies frir die letzte Unglei-
chung zu zeigen, da aus der Giiltigkeit einer der tibrigen riber (6) elementar (7)
folgt ([s]).

Nehmen wir nun also an, (7) sei fiir alle Werte- bzw. Punktsysteme bei w(z)Q)o
richtig! Dann gilt auch folgendes kontinuierliches Analogon mit jeweils zweimaliger
Integration iiber das ÄuBere des Einheitskreises:

(r0) lll II, t,lr(Ou(2, 0 d,o dpl= 
" il il, e)r (AkE-t)-zd,e d(e.

Hier setzen wi f (z):F\*)r\4 wobei F(w) eine ,,komplexe Eigenfunktion" zum
Eigenwert /. ist ([3], [8]). Dies ist eine auBerhalb § reguläre Funktion *0, die in
rr:6 verschwindet, und ftir die F-).F ins Innere von § analytisch fortsetzbar
ist. Auf § ist -F noch stetig und damit regulär. Es ist fiir w auBerhalb §, wenn auf §
im negativen Sinne integriert wird,

F'(w):^t, f F'(a)da - t f dF(@) 
-l f !@I!)znil a-w -2"iJ @-w-2ftiJ-r-*

:*I+P:*1\ffi*
c

So wird die linke Seite von (10) bis auf die Betragsstriche zu

il U fiW w, e)t,,*, ur, -'@P =P@J o, n] o 
" 
n

: I I {r-, t t, @r J' [ ffi d.e - tr @-);O I I W a,o] a, a

: II F6lw'(41,(nlt) F'(w)d,e: t"lD II lF'lzct.e,

denn

t'fM)t!(dee:+ IEJJ (z-O' . 
t:.;i:l

1 1 TktF:- a, Jft -Q
ii:l - t

Dabei schreiben wir w-w(z), @-w(O.
Entsprechend wird die rechte Seite von (10) zu

, il {t{ F'kiw'(Oe-z re're)e-tl0-z d-ct) a,o

- % tl F'(a)w'(O-(-2(* §
lzl:1

"" II lF'(a)l,d*Q.
(10) LlÄ=x. Damit ist

(lF(z\\
fr)d,n

So entsteht aus Satz I vollständig bewiesen.
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3. Beweis von Satz 2

Wir bilden die folgende Abbildungskette

(11) aQ): z't', w(t):3ar2f3 fiir lal = 1, ul(a) : t*rza fiir lal = 1,

w(o): Pzla.

Dabei sei 0<r=1, und die Zweigwahl sei so vorgenommen, da8 jeweils die positiv
reelle Achse in sich ribergeht, wir also eine Abbildung €å erhalten. Die ftir lzl= 1

entstehende Abbildung ist offenbar bei der entstehenden Randabbildung möglichst
konform, d.h. die fiir lzl>1 vorliegende Abbildung w(z) ist mit q*:vz-
(Q.-|)l(Q.+l) nach lzl=l gerade Q*-quasikonform fortsetzbar, aber nicht

Q-quasikonform fortsetzbar mit kleinerem Q. Das ergibt sich unmittelbar aus der

Struktur der Abbildung als ,,Teichmtillersche Abbildung" durch die Grötzschsche
Methodik bzw. heutzutage natiirlich auch sofort aus den Strebelschen Resultaten
(2. B. in [16], S. 77).

Die aus lzl:l entstehende Bildkurve § besitzt ,,Dreifachsymmetrie", d. h.

geht bei Drehung um 2trl3 um den Nullpunkt in sich riber. Fiir den Fredholm-
schen Eigenrvert )" gilt nach der in § 1 genannten Ahlforsschen Ungleichung ll),=q*.
Wenn gezeigt ist, daB hier nicht das Gleichheitszeichen steht, dann hätten wir eine

einparametrige Schar von Beispielen fiir Satz2. Wenn hier das Gleichheitszeichen
stiinde, mtiBte in [15] - wenn r\an z. B. dort den Beweis verfolgt - im Dirichlet-
schen Prinzip (ll) ebenfalls das Gleichheitszeichen stehen. Dann wäre ni@@)
ftir lzl< t harmonisch, wenn wir mit åi (rr) die harmonisch konjugierte Funktion zum
Potential der Doppelschicht mit einer Dichte auf §, die gleich einer Eigenfunktion
zu ),ist, bezeichnen. Da die Ubergänge von z nach 3 und von w nach m konform
sind, wären auch åf (w(m)) und åf (n(ru(3))) (mit gemäB (ll) definiertem w(m) und
m(3)) au8er in 0 lokal harmonisch. Da der Ubergang von 3 nach ur eine Affinität
darstellt, folgt daraus notwendig

tr{(w(ul)) : 5m(an*årc2)+const, a komplexe, å reelle Konstante,

was man anhand der Laplaceschen Differentialgleichung nachrechnet. Damit wird

äf (w): Sm(awztz+bwl).

Da diese Funktion in Umgebung von w:0 eindeutig ist, folgt a:0. lJnsere Funk-
tion hl(w):6 Srnw3 besitzt also auch die Dreifachsymmetrie, damit auch die

zugehörige Eigenfunktion von §, die sich in bekannter Weise aus åi (w) durch die

Sorungrelation beim Potential der Doppelschicht bestimmt. Diese Dreifachsymmetrie
kommt also auch der zugehörigen komplexen Eigenfunktion von § zu, welche damit
vermöge C:wB AnlaB gibt zu einer komplexen Eigenfunktion vom Bild von §
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in der (-Ebene. Dieses ist eine Ellipse mit den Brennpunkten 0 und 4r2 und Scheiteln

in -(l-vz1z und (1*12)2. Hier sind bekanntlich die Eigenwerte von der Form
,-tk, k:1,2, .... Damit folgt ).>r-a:q*-2=q*-1 im Widerspruch zur Annahme.

Somit ist Satz 2 bewiesen.
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