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I. Einleitung

Die Gespräche mit Rolf Nevanlinna iiber mathematische Gesichtspunkte in
der heutigen Physik, die sich iiber sehr viele Jahre hingezogen haben, sind mir in
unvergesslicher Erinnerung. Rolf Nevanlinna hatte ein grolSes Interesse und ein
tiefes Verständnis fiir die entscheidenden mathematischen Gedanken, die der Ent-
wicklung der heutigen theoretischen Physik zugrunde liegen. Er war im Innersten
von der Notwendigkeit und der Fruchtbarkeit eines intensiven Austausches zwi-
schen den beiden Gebieten iiberzeugt. Mit ihm dtirfen wir uns fragen: was wäre
die heutige theoretische Physik ohne die grundlegenden mathematischen Begriffe
wie z. B. der Riemann'sche Raum, Faserbiindel, Hilbert'sche Räume, Spektral-
theorie, die verschiedenen Gruppen, algebraische Strukturen, Funktionalanalysis
und auch Topologie. Diese Begriffe werden in der Physik nicht nur gelegentlich
angewendet, sie bilden vielmehr die formale Grundlage der eigentlichen Formulie-
rung der physikalischen Grundgesetze selbst. Man denke dabei besonders an die
spezielle und allgemeine Relativitätstheorie, die Formulierung der Quantentheorie
mit ihrer neuesten Erweiterung durch die sog. Eichtheorien. In gewissem Sinn wird
dabei eine bestimmte mathematische Struktur mit der Deutung einer Klasse physi
kalischer Tatsachen in wunderbarer Weise in Beziehung gebracht. In diesem Zusam-
menhang kann man vielleicht die Frage beantworten: Was heiBt es, einen bestimm-
ten physikalischen Vorgang theoretisch zu verstehen? Dies bedeutet die Zuriick-
fiihrung einer ganzen, möglichst groBen Klasse verwandter physikalischer Erschei-
nungen auf ein matlematisch wohldefiniertes Gesetz. Der entscheidende Punkt
ist hier, daB ein solches Gesetz in gewissem Sinn natiirlich erscheint, was nichts
anderes heiBt, als die Verwendung einer im abstrakten Sinn bereits bekannten
mathematischen Struktur. DaB ein solches verstehen oder deuten physikalischer
Vorgänge in einem so weiten Rahmen tatsächlich möglich ist, fiihrte Rolf Nevan-
linna zur Annahme einer geheimnisvollen Beziehung zwischen der Welt der physi.
kalischen Erscheinungen und der Welt der abstrakten Gedanken. In erstaunlicher
Weise können äu8erlich ganz verschiedenartige physikalische Erscheinungen tat-
sächlich auf ein und dieselbe mathematische Struktur zuriickgefiihrt werden. Man
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denke etwa an die Zusammenfassung der elektromagnetischen und der optischen

Erscheinungen durch die Maxwell'sche Theorie oder an die Beziehung zwischen

Lichtablenkung und Gravitation in der allgemeinen Relativitätstheorie. Dabei ist
zu betonen, daB eine solche iibergreifende mathematische Struktur wieder Hinweis

und Anlass zur Entdeckung neuartiger physikalischer Tatsachen gibt, sodaB ein

wahres Wechselspiel zwischen abstrakten mathematischen Gesichtspunkten und phy-

sikalischen Tatsachen entsteht.

Oft erinnerte Rolf Nevanlinna daran, in welch hohem MaBe im ersten Viertel

dieses Jahrhunderts, insbesondere ztr Zeit der Begri.indung der Relativitätstheorie

und der Quantenmechanik, ein Austausch zwischen den beiden Gebieten bestand,

indem einige der gröBten Mathematiker dieser Zeitwie D. Hilbert, F. Klein, J. von

Neumann und besonders H. Weyl in entscheidender Weise zur Entwicklung der

Physik beigetragen haben. Die beiden groBartigen Werke von H. Weyl iiber Rela-

tivitätstheorie und Quantenmechanik gehören auch heute, nach so vielen Jahren,

noch zu den bedeutendsten Beiträgen zu diesen Gebieten, aus denen sogar in jiingster

Zeitwichtige Anregungen und Gesichtspunkte hervorgingen. Seit dieser gro&enZeit

haben sich aber die beiden Gebiete zunächst weitgehend unabhängig voneinander

entwickelt: Die Physik drang, hauptsächlich aufgrund enorm erweiterter experimen-

teller Methoden, in ungeahnte Dimensionen, sowohl im GroBen wie auch im Mik-
roskopischen, vor, während die Mathematik ausgedehnte abstrakte Gebiete erschloss.

Mit groBer Freude erlebte Rolf Nevanlinna, der vor einer Entzweiung der beiden

Gebiete in eindringlicher Weise gewarnt hatte, noch einen erneuten Kontakt und

Austausch, der gegenwärtig von einigen der bedeutendsten Mathematiker wie

M. Atyiah, B. Kostant, R. Bott, S. Sternberg und anderen angeftihrt wird. Zu den

Gebieten, die gegenwärtig vor allem ein gemeinsames Interesse beanspruchen,

gehören die sog. geometrische Quantisierung, die konstruktive Feldtheorie, die

Supersymmetrie und hauptsächlich die fiir die Physik grundlegenden Eichtheorien.

Diese letzteren stellen im mathematischen Sinn eine auBerordentlich natiirliche
Anwendung differentialgeometrischer Methoden, hauptsächlich in Verbindung mit
dem Begriff der Faserbiindel, dar. Es soll hier anhand der allereinfachsten Beispiele

in Kiirze dargelegt werden, wie die Entwicklung bis hin zu den Eichtheorien zu-

stande kam.

II. Der Aufbau der allgemeinen Relativitätstheorie aus der Elektrodynamik

Das elektromagnetische Feld erscheint vom experimentellen Standpunkt aus

als die Zusammenfassung eines gewöhnlichen polaren Feldes (d. h. das elektrische

Feld) und eines axialen (d. h. des magnetischen) Feldes. Die entgegengesetzen Spie-

gelungscharaktere ergeben sich ohne weiteres aus dem bekannten Ausdruck ftir die

sog. Lorentzkraft, die in das unrelativistische Bewegungsgesetz eines geladenen
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Massenpunktes eingeht :

(r) R-e (r*|rrrr) : mx.

Die Struktur der Maxwell'schen Feldgleichungen ist nun ganz wesentlich durch
die sog. Paritätserhaltung oder Invarianz gegeniiber Spiegelungen bestimmt:

(2)

1 ' 4ft - r-rot ^B -: E : li div ^E 4nQ

+1rrotE+ .B - 0
c

divE - 0.

In der Tat gehen in jeder einzelnen Gleichung nur GröBen mit demselben Spiegelungs-

charakter ein und zwar sind unter Annahme der Linearität und der ersten Ordnung
(wobei die räumlichen Ableitungen in Form der "hydrodynamischen Begriffe" Rota-
tion und Divergenz auftreten sollen) alle Gleichungen bis auf numerische Faktoren
eindeutig bestimmt. Man kann also in diesem Zusammenhang, von einem mathema-

tisch gesehenen, auBerordentlich natiirlichen Aufbau sprechen.

Von physikalisch weittragender Bedeutung ist aber die Tatsache, daB diese Glei-
chungen nicht wie diejenigen der klassischen Mechanik gegeniiber einer sog. Galilei-
Transformation

(3)

invariant sind, dafi.ir
sich bergen:

(4)

16':x-ut t'-t

aber automatisch die grundlegende Lorentz-Transformation in

x,tt' _ atlr' xp

tt- 1...4 x4:

a,fi' guv al,' : gr'n'

!r
Itct g- 
|ol1
Io :l

Betrachtet man nämlich das Transformationsgesetz eines schiefen Tensors der zwei-

ten Stufe, so sieht man sofort, daB derselbe unter dem EinfluB der speziellenLorentz-
Transformation, die nur eine räumliche Drehung beschreibt, in der folgenden Weise

in einen schiefen 3-dimensionalen Tensor Bro(d. h. einen axialen Vektor) und einen

gewöhnlichen Vektor zerfällt:

Frn:l+l+l

Es liegt deshalb nahe, das Maxwell'sche Feld durch einen 4-dimensionalen schiefen

Tensor darzustellen, mit dessen Hilfe die Maxwell'schen Gleichungen die folgende

(5)
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relativistisch invariante Form annehmen :

(6a)

(6b)

0 Fpn 4n
- 

-Jp 
Jp * j, cQ

\xn c

%l -0.Ml"nt.

Vom Standpunkt der speziellen Relativitätstheorie handelt es sich hier um ein sehr

natiirliches, aber in keiner Weise ausgezeichnetes System, das nicht durch ähnliche

Ausdriicke ersetzt werden könnte. Diese Sachlage ändert sich aber mit einem Schlag,

wenn man zur allgemeinen Relativitätstheorie iibergeht. Betrachtet man in einer
4-dimensionalen Mannigfaltigkeit ein kovariantes antisymatisches Tensorfeld F^
zweiter Stufe, sowie eine ebensolche kontravariante Tensordichte Fa", so gilt fol-
gendes: Die beiden Ausdriicke (in (6a) und (6b)) stellen (nach Palais) die einzigen

Iinearen, gegeniiber allgemeinen Transformationen invarianten, Operationen dar.

Dabei ist die Anti-Symmetrie sogar eine Notwendigkeit und die zweite Operation
stellt nichts anderes als die sog. äuBere Ableitung dar; die lnvarianz des ersten

Ausdrucks wird durch den sog. Levi-Civitta'schen e-Homomorphismus aus dem

ersten gewonnen. Damit sind also die beiden zunächst als getrennt aufzufassenden
Maxwell'schen Gleichungen in der neuen Form im wesentlichen durch die Annahme
der Linearität und allgemeinen Invarianz eindeutig bestimmt. Die Verbindung der

beiden Felder geschieht jetzt in nattirlicher Weise mit Hilfe eines metrischen Ten-
sors g, die ihrerseits eindeutig ist, wenn man verlangt (was physikalisch als natiir-
lich erscheint), daB keine Ableitungen des metrischen Tensors in die Gleichungen
eingehen:

Ft n 
- R SFF. gvv' Fr,r, .(7)

Man kann in diesem Zusammenhang mit Fug und Recht sagen, daB die Max-
well'schen Gleichungen die Transformationen der allgemeinen Relativitätstheorie
in natiirlicher Weise in sich bergen.

Es ist interessant von diesem Standpunkt aus auch das Bewegungsgesetz eines

geladenen Massenpunktes im elektromagnetischen Feld zu betrachten. Die iiblichen
mechanischen Bewegungsgleichungen (1) sind nicht invariant gegeniiber einer
Lorentz-Transformation und sollen deshalb in Ubereinstimmung mit (4) in der fol-
genden Weise geändert werden (hier stehen im Gegensatz zu friher jetzt die Ablei-
tungen (o) nach der sog. Eigenzeit, die bis auf einen Faktor die 4-dim. Bogenlänge
darstellt):

(8) rnxl : I ,! *".
c

Man kann beweisen, daB diese neuen, sehr viel einfacheren Gleichungen aus der
relativistischen Invarianz folgen, unter der Bedingung, daB im Grenzfall kleiner
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Geschwindigkeiten die alten Gleichungen (l) entstehen (d. h. im lokalen Ruhsyst.).

Stellt man aber hier jetzt die Frage nach der Invarianz gegeniiber den allgemeinen
Kooridinatentransformationen, so mu8 die linke Seite durch den bekannten Ztsatz-
term der sog. kovarianten Ableitung erweitert werden:

(e)

mit

( l0)

(12:)

mit der Abki.irzung

(13)

m";rafso*"*n : + ry*"

ttB-s,,n{ -W-W.WI

Rloplsr : (D ro,D fr;p)p

(D*u)u : #*f§puo u.s.w.,

Dieser vom Standpunkt der Differentialgeometrie notwendige und in gewissem Sinne
eindeutig bestimmter Zusatztetm kann physikalisch in natiirlicher Weise als Gravi-
tationskraft (die jetzt geschwindigkeitsabhängig ist) interpretiert werden. Dabei ergibt
sich zugleich auch die Deutung des metrischen Tensors als verallgemeinertes Gravi-
tationspotential. Stellt man sich in diesem Zusammenhang die Frage, in welcher

Weise nun eine invariante Feldgleichung fiir dieses erweiterte Gravitationspotential
angegeben werden könnte, so bietet sich nach David Hilbert das folgende Variations-
problem an:

ö{Rt/4du-0.

Hier bedeutet R den Ausdruck fiir den Kriimmungsskalar, der durch Verjiingung
der Kriimmungstensore Rf,, gewonnen wird; dabei gilt fiir ein beliebiges Vektor-
feld a'

(11)

d. h. der Kriimmungstensor ist durch den Kommutator [...] der kovarianten Ablei-
tung D bestimmt. Unter relativ einfachen Kriterien, die neuerdings sogar verschärft
wurden, ist dieser Kriirnmungsskalar in eindeutiger Weise ausgezeichnet. Dieses

Variationsprinzip ergibt die Einstein'schen Feldgleichungen in ihrer definitiven
Form, welches automatisch das bekannte Newton'sche Gravitationsgesetz als Grenz-
fall enthält. In Bezug auf diese in sehr einfacher Form wiedergegebenen Grund-
gesetze darf man wohl sagen, daB dieselben von einem geeigneten abstrakten Gesichts-

punkt als die denkbar natiirlichsten erscheinen. Nachdem schon die Maxwell'schen
Gleichungen (6) zusammen mit (8) ein riesiges empirisches Material iiberdecken,

ergibt sich jetzt durch eine denkbar natiirliche mathematische Erweiterung nach
(7), (9) und (11) die richtige Deutung erst in letzter Zeit gut verifizierter Effekte wie
Lichtablenkung, Perihelbewegung und Gravitationsabstrahlung.
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III. Die Gleichungen nach Weyl und Dirac

Um die lnvarranz eines physikalischen Grundgesetzes explizit zum Ausdruck
zu bringen, ist es notwendig, daB sich die verschiedenen physikalischen GröBen
nach bestimmter Darstellung der unterliegenden Invarianzgruppe transformieren.
In der speziellen Relativitätstheorie treten ausschlieBlich Tensoren verschiedener
Strukturen auf, d. h. als Darstellungen kommen im wesentlichen nur die direkten
Produkte der ursprtinglichen linearen Gruppe vor. Es stellt sich deshalb in natiir-
licher Weise die Frage, ob es noch wesentlich andere Darstellungen der Lorentz-
Gruppe und damit auch der Drehgruppe gibt. Die sog. Spinor-Darstellungen wur-
den längst vor der Entdeckung der Quantentheorie durch H. Weyl und E. Cartan
eingefiihrt, doch können dieselben wegen ihrem komplexen Charakter erst in der

Quantentheorie angewendet werden. Dort spielen dieselben aber eine ganz funda-
mentale Rolle: Zunächst denke man an die 2-dimensionale Darstellung S (dieselbe

ist aus bekannten Grtinden nicht eindeutig) der gewöhnlichen Drehgruppe. Dieselbe
stellt den Transformationscharakter des 2-komponentigen Schrödinger'schen Wel-
lenfeldes, d. h. der Pauli'schen Theorie, dar und spielt damit eine fundamentale
Rolle in der unrelativistischen wellenmechanischen Bearbeitung aller Partikel mit
Spin 1/2. Als charakteristischer Term, der die Kopplung des Spins mit einem äuBe-
ren Magnetfeld beschreibt, steht

(0) H' : (Bä)

wobei ä die drei Pauli'schen Matrizen oe (k:1...3) darstellt, die einerseits die Dar-
stellungen der infinitesimalen Drehungen öeo, erzeugen

(1)

(2)

und andererseits die fundamentale Beziehung beziiglich einer 3-dimensionalen
Drehung ao, erfiillen

äs - * uro,or,ar

ä,S : * Urnooao*

04: f'

§r-lopS - Z amot

die in natiirlicher Weise zur Invarianz des oben angegebenen Störungsterms fiihrt.
Hermann Weyl hat nun in seinem grundlegenden Buch i.iber Quantenmechanik

und Gruppentleorie die Erweiterung dieser Darstellung fiir die Lorentz-Gruppe
verwendet. Zu diesem Zweck wird (1) durch Hinzufi.igen folgender Terme erweitert:

(3)

mit

Zugleich erweitert sich dann (2) zu

(4) ,S+ oP,S - a# on
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(,S ist wegen (3) nicht mehr unitär; ,S+ bedeutet den hermitisch konjugierten Ope-
rator).

Diese Beziehung fiihrt in natiirlicher Weise zu der denkbar einfachsten rela-
tivistisch-invarianten Feldgleichung frir ein zwei-komponentiges Feld E

d. h. die sog. Weyl'sche Gleichung. Diese Gleichung ist wohl invariant gegeniiber

der eigentlichen Lorentz-Gruppe, nicht aber gegeniiber Spiegelungen. Dies geht

ohne weiteres aus der Tatsache hervor, daB einerseits im unrelativistischen Fall
die räumliche Spiegelung durch den Einheitsoperator festgelegt ist und anderer-
seits die eigentlichen Lorentztransformationen mit den räumlichen Spiegelungen

nicht vertauschen. Aus diesem Grunde schien diese Gleichung in der Physik keine
Anwendung nt haben, obwohl Hermann Weyl - im Gegensatz zu der damaligen
Ansicht von Wolfgang Pauli - betonte, daB eine Spiegelungs-Invarianz keine
logische Notwendigkeit darstellt. Diese Lage änderte sich mit einem Schlag, als

mehr als 20 Jahre später bei der Vermessung sog. Beta-Prozesse eine Verletzung
des Spiegelungs-Invarianz experimentell tatsächlich festgestellt wurde. In diesem

Zusammenhang ergab sich in ganz natiirlicher Weise die Verwendung der Weyl'schen

Gleichung als Wellengleichung der Neutrinos, die in den genannten Prozessen eine

maBgebende Rolle spielen (Die Weyl'sche Gleichung erzwingt zugleich - wegen

der Nichtunitarität von ,S - die experimentell bekannte Tatsache, da8 die Neutrinos
die Masse Null besitzen). Aus all diesen Grönden darf man wohl sagen, da8 die
Weyl'sche Gleichung, die zugleich die Grundlage der wesentlich erweiterten modernen
Theorien iiber schwache Wechselwirkung in Verbindung mit der Elektrodynamik
bildet, ein eindriickliches Beispiel dafiir ist, daB mathematisch natiirlich erschei-

nende Strukturen in der Physik von grundlegender Bedeutung sein können.
Auf der anderen Seite bildet aber die Weyl'sche Gleichung zugleich den elemen-

taren Baustein zum Aufbau der beriihmten Dirac'schen Gleichung, in der einer-
seits die Paritätserhaltung garantiert ist und zugleich ein Masse-Term auftritt. (Dies

ist notwendig zur weilenmechanischen Beschreibung einer gro8en Klasse bekannter
Partikel.) Zu diesem Zryeck beachtet man, da8 es eine zweite (in gewissem Sinn
gespiegelte) Erweiterung der Drehgruppe gibt. Sie wird erhalten, indem man das

Vorzeichen von o.4 ändert wodurch man eine zweite Darstellung § der Lorentz-
gruppe erhält, die mit der urspriinglichen in der folgenden Weise zusammenhängt:

SI - (^S +; -t

(s)

(6)

Dq- t#*)o- o

Damit wird eine zweite Weyl'sche Gleichung fiir das neue Feld @ konstruiert: mit
ö4: - 04, 6k :ok heiBt dieselbe (sog. Antineutrinogleichung)

(7) Dö =(#6r)Q(x) o
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In der bekannten Weise können nun die beiden verschiedenen Weyl'schen Spino-

ren in ein 4-komponentiges System zusammengefasst werden, das nun vermöge

der ober angegebenen Beziehung nicht nur gegeniiber eigentlichen Lorentz-Trans-
formationen (vermöge (6)) invariant ist, sondern bei Spiegelung durch den Austausch

der beiden Spinoren ebenfalls in sich iibergeht:

Daraus entsteht durch die Einfiihrung einer 4-kompon. GröBe rl, (E,Q*{t) die
DiraCsche Gleichung in der bekannten Form

(8)

(e)

Die Dirac'sche
elektromagnetischen

(1)

DE *iruQ _. 0

D0 *imE - o.

{#rr)v*rtflt: s'

,r(#*igAu) ** m{, - o

Es liegt also in gewissem Sinne bei diesem Aufbau der Dirac'schen Gleichung ein

ähnliches Konstruktionsprinzip wie in den Maxwell'schen Gleichungen zugrunde,

indem GröBen mit verschiedenem Transformationscharakter in geeigneter Weise kom-
biniert werden, wobei gleichzeitig die Möglichkeit entsteht, einen freien Parameter

m in die Gleichungen einzufiihren, der physikalisch die Bedeutung der Masse hat.

Es ist in diesem Zusammenhang interessant festzustellen, daB in allen physikalischen

Prozessen, in denen Partikel (vom Spin ll2) mit nicht-verschwindender Masse

beteiligt sind, die Parität immer erhalten bleibt.

IV. Die Eichtheorien

Gleichung wird ftir den Fall der Wechselwirkung mit dem

Feld in der folgenden Weise erweitert:

d. h., der Operator des Impulses wird.mit Hilfe des Vektor-Potentials I des elektro-
magnetischen Feldes ergdnzt (dasselbe existiert lokal aufgrund II, (6b)).*t Einer-
seits wird dadurch in natiirlicher Weise die allgemeine Lorentz-Invarianz erhalten

und andererseits die Beziehung zur klassisch-relativistischen Bewegungsgleichung II
(8) im sog. klassischen Grenzfall sichergestellt. Es ist aber von entscheidender Bedeu-

tung, daB die so gewonnene Gleichung noch eine zusätzliche, sehr allgemeine Inva-
rianzforderung, nämlich die sog. Eich-Invarianz, erfiillt. Man stellt fest, daB die

*' g steht fiir die Ladung e.
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physikalische Deutung der Dirac'schen Wellenfunktion fiir die Bildung einer neuen

Wellenfunktion durch hinzufiigen eines raum-zeit-abhängigen Phasenfaktors nicht
geändert wird:
(2) ,1, n *' ,isÅ(x)

Man muB deshalb verlangen, daB diese neue Wellenfunktion im wesentlichen die-

selbe Wellengleichung erfiillen soll. Durch Einsetzungen ergibt sich aber sogleich,

da8 die neue Wellengleichung lautet:

(3) ,,(fi*,r(^,.y))t'+mp':s
d. h., das Vektorpotential ist durch hinzufiigen eines Gradienten verändert wor-
den. Diese Änderung ist aber aufgrund der physikalischen Deutung des Potentials

(4) F,,.:*-Yu'pv ilxt 0x"

nicht nur erlaubt, sondern auch ganz nati.irlich. Man sieht damit, daB das

angegebene Kopplungsschema, das bereits durch die klassische Physik in gewis-

sem Sinn festgelegt wurde, auch aufgrund der Eich-Invarianz weitgehend bestimmt
ist. Von mathematischer Seite kann diese Tatsache in der folgenden Weise auf-
gefasst werden: Man betrachte den Operator

D,,: #*igA,,(4a)

als eine lineare Ubertragung in dem einfachen Faserbiindel, das durch die Lorentz-
Mannigfaltigkeit und die komplexen Zahlen als Faser gegeben ist. Die zu dieser

Ubertragung gehörige Kri.immungsform R

(5) Ru, : lDu, Dnl

ergibt dann gerade das (eich-invariante) elektromagnetische Feld (4), in formaler
Analogie za II (12).

Dieses Schema wird nun zur Aufstellung der heutzutage grundlegenden Eich-
theorien in natiirlicher Weise erweitert. Dies soll abschlieBend am Beispiel der sog.

Yang-Mills-Theorie angegeben werden. Als Faser wird in diesem Fall die 2-dimen-
sionale komplexe Ebene angenommen und als Eichgruppe im Gegensatz zt der

oben (nach (2)) verwendeten SU (l) wird jetzt SU (2) verwendet. Unter Einfiihrung
der Pauli'schen Matrizen, die in diesem Fall die Bedeutung des sog. Isotopen-Spins

haben und mit i bezeichnet werden, Iauten diese Gleichungen zunächst aus physikali-
schen Griinden:

(6) ,rt#*ig(tÅr))t+m{t - o
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wobei jetzt die Ar 3 Komponenten besitzten die als Iso-Vektor 1,, zusammen-
gefasst werden und ry' jetzt als Element der neuen Faser eine komplexwertige 2-kom-
ponentige GröBe ist, auf welche die Matrizen r in nati.irlicher Weise wirken. Der
neuartige Wechselwirkungsterm ist mit ganz anderer physikalischer Bedeutung ana-
1og zu III (o) gebaut. Er bildet u. a. die formale Grundlage zu der erfolgreichen
Salam-Weinberg'schen Theorie, in welcher schwache und elektromagnetische Wech-
selwirkungen zusammengefasst werden. Eine infinitesimale Eich-Transformation hat
jetzt die Form:

(7)

(8)

(r2)

rL - rL' sioFö)

wobei ä:ä(x) die raw-zeit-abhängige infinitesimale Drehung im Isospin-Raum
bedeutet. Die Invarianz aller aus der Theorie abzuleitenden physikalischen GröBen
gegenäber dieser sog. lokalen Eich-Transformation (7) wird nun als grundlegendes
Prinzip aufgestellt. Aufgrund der bekannten Vertauschungsrelationen der rMat-
rizen erhält man jetzt fiir das eich-transformierte r/ Feld die Gleichung

Um auch hier wieder zu einer ,,eich-invarianten" Feldstärke F zu kommen, bildet
man wie oben die zu der erweiterten Ubertragung

,r l# * i gV {nr,. # *tÄ urr)J ) 
r,' * m{,' - o

Du= #+igGÅ,y

(F,i) : lDu, Dnf

oÄ' oÄu *rÅu, ÄÅ.: 
a*u-7.

(e)

gehörigen Kriimmungsform

(10)

mit

(11) Fun

Dieser Ausdruck enthält gegeniiber (4) einen charakteristischen nicht-linearen
Zusatzterm, der vom nicht-abel'schen Charakter der erweiterten Eichtransforma-
tion (7) herriihrt. Er ist notwendig, um den auch direkt verifizierbaren kovarianten
Charakter von F gegentiber Eichtransformationen zt garantieren. In Analo gie zum
bekannten elektromagnetischen Fall kann man nun aus dieser ,,eich-kovarianten"
Feldstärke einen eich-invarianten Skalar Z, bilden

L - (Fu, Fu")

der als Lagrange-Funktion fiir das urspriingliche Feld Z, verwendet wird. Wegen
dem nicht-linearenZusatzterm (in (11)) enthält diese Lagrange-Funktion im Gegen-
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satz a)r Elektrodynamik einen Term vierter Ordnung in 1, soda8 die aus der Lag-
range-Funktion abzuleitende Feldgleichung einen nicht-linearen Charakter erhält.

Auf der einen Seite sind diese Feldgleichungen (schon im freien Fall) von gröBtem

mathematischem Interesse, da es möglich war, die Lösungsgesamtheit (im sog.

euklidischen Fall, d. h. Srn:I) vollständig zu iibersehen. Eine Erweiterung dieser

Eich-Theorien auf die Gruppe SU (3) stellt gleichzeitig die mathematische Grund-
lage der sog. starken Wechselwirkung, d. h. des Systems aus Quarks und Gluonen,
dar. Damit wären in sehr vereinfachter Form im wesentlichen alle mathematischen

Grundstrukturen der heutigen Physik zusammengefasst; es sollte dabei nochmals

betont werden, daB dieselben in allen Fällen in ihrer mathematischen Form au8er-

ordentlich natiirlich erscheinen.
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