
Annales Academiie Scientiarum Fennicre

Series A. I. Mathematica
Volumen 7, 1982, 177-188

Es sei Q{r, ti', wL, wz)

derlichen w,r,r,l und wz mit
liche in C meromorphen

(1)

sich in der Form

(2)

NORBERT STEINMETZ

1. Einleitung

ein nichttriviales hornogenes Polynom in den Verän-
rationalen Koeffizienten. In [7] wurde gezeigt, da8 sämt-
Lösungen der algebraischen Differentialgleichung

Q(r, w, rv', w") - 0

w(z) - #exp g*(e)

iTun DIE EINDEUTIGEN I-,ÖSUI\GEN
EII{ER HOMOGEI{EI{ ALGEBRAISCHEh{

DIFFE,REhITIALGLEICHUI\G ZWNITER ORDNUNG

mit ganzen Funktionen g:j von endlicher Ordnung darstellen lassen. Dabei wurde
auBer acht gelassen, ob und unter welchen Voraussetzungen (1) solche Lösungen

zuläBt. In diesem Zusammenhang stellt sich die Frage nach möglichst schwachen

Bedingungen dafiir, daB jede Lösung von (1) in C meromorph ist, daB also die analy-
tische Fortsetzung eines beliebigen Lösungselements bis auf isolierte Polstellen

unbeschränkt durchfiihrbar ist. Um solche Bedingungen aufzufinden, ist es sehr

hilfreich, die notwendigen Bedingungen zu kennen, die sich aus der Existenz wenig-
stens einer in lzl-* eindeutigen Lösung von (l) ergeben. Es zeigt sich zumindest
in den hier behandelten Fällen, daB die o'Struktur" der Gleichung (1), d. h. die Ab-
hängigkeit von f2 von den Variablen r', ru, und lr2, nur durch die notwendigen

Bedingungen bestimmt wird, während Voraussetzungen nur an die auftretenden

Koeffizienten schlieBlich garantieren, daB jede Lösung zu einer in C meromorphen
Funktion fortgesetzt werden kann.

Diese Arbeit beschränkt sich auf Gleichungstypen (l), in denen u," linear oder
quadratisch auftritt, also

(r)
und
(II)

koskenoj
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wobei lineare Gleichungen w" +a(z)w'+b(z)w:O auBer acht gelassen werden kön-
nen. Es wird stets angenommen, ohne da8 dies jedesmal wiederholt wird, daB (I)
bzw. 0D irreduzibel sind, d.h. O soll nicht als Produkt zweier homogener Polynome
(2, und O, darstellbar sein. Dies bedeutet keine Einschränkung, da man ansonsten

die Gleichung Or:0 oder Oz:0 anstelle von (1) betrachten wiirde. Eine Ein-
schränkung bedeutet hingegen die Voraussetzung
(E) Die Differentialgleichung (I) bzw. (II) besitzt eine in lzl-.* meromorphe Lö-
sung mit nichtrationaler logarithmischer Ableitung w'f w

zur Gewinnung notwendiger Bedingungen. Andererseits sind aber ohne diese

zusätzliche Voraussetzung an w'fw iiberhaupt keine sinnvollen Aussagen möglich.
Man denke etwa an die Exponentialfunktion w:e', die jeder homogenen Gleichung
Q(z,w,w',w")-Q n1i1 Q(z,l,I, 1;:6 geniigt. Ähntiche Beispiele findet man

fiir jede Funktion w:(P{z)lPz(z))eP'<'), P, Polynome, mit rationaler logarith-
mischer Ableitung.

Ein wesentliches Hilfsmittel fiir die folgenden Betrachtungen bildet die Nevan-
linnasche Theorie der meromorphen Funktionen. Es werden die iiblichen Bezei-
chnungen verwendet, insbesondere die Abkiirzung §(r, w) fiir jede Funktion, die
der Bedingung .S(r, w):o(T(r,w)) ftir F*** aufierhalb eventuell einer Menge

von endlichem MaB geniigt (vgl. [2], l4l). T(r, w) ist die charakteristische Funk-
tion von v.

2. Notwendige Bedingungen

Diese sind sehr einfach im Falle der Gleichung (I).
Satz 1. (Inter der Vorqussetzung (E) hat (I) notwendis die Gestalt

(3) wtu" +a(z)w2+b(z)ww'+c(z)w'z :0.

Dabei sind a, b und c rotionale Funktionen, und es ist c(z)*O.

Bemerkung. Der Fall c(z)=0 bedeutet, daB eine lineare Differentialgleichung
vorliegt, und diese sollen ja ausgeschlossen sein.

Es kann mehr ausgesagt werden, wen.n alle Koefrzienten in (3) Polynome sind.

Diese Voraussetzung ist nicht sehr einschränkend, da die Polstellen der Koeffzienten
i.a. feste singuläre Stellen der Lösungen sind.

A1s Beispiel dient die Gleichung

w'2 - 0.

Jede von Ceti" verschiedene Lösung ist bei z:0 wesenllich singulär. Dies folgt aus

dem Verhalten der logarilhmischen Ableitung w'fw:y:lan(z*llz*?), die der
Riccatischen Differentialgleichung y' :(l -llzz)(l*y'z) geniigt.

ww".{+-r) wz+(+-r)
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satz 2. sind die Koeffizienten in Q) Polynome und ist (E) erfiillt, so gilt entweder
(a) c(z):-l und jede Lösung ist eine ganze Funktion der Gestalt w(z):expg1r1,
wobei y:g' der linearen Dffirentialgleichung y'la(z)*b(z)y:g genilgt, oder
(b) c(z)=-l*lln, wobei n*O,l eine ganze Zahl ist. Jede Lösung hat die Gestalt
w:?)n, wobei u die lineare Dffirentialgleichung u"*b(z)u'*(a(z)ln)u:0 löst.

Bemerkung. Die Integration der Gleichunc (3) läBt sich also stets auf die
Integration einer linearen Differentialgleichung zuri.ickfiihren.

Ein dem Satz I entsprechendes Ergebnis gilt auch fiir GleichunC (ID.

satz 3. unter der voraussetzung (E) hat (rr) notwendigerweise die Gestalt

(4)

Dabei ist

(5)

und

(6)

(ww')'+2P(2, w, w')ww" +QU, w, w') - 0.

P(r, w, w') : å o,(r)w'-i (w')i
J:0

eQ, w, w') - å u,e)wn-i (w')i-
j:0

die Koeffzienten aj,bi sind rationale Funktionen.

Bemerkung. Eventuell ist ein allen Polynomen Z, M und y'f gemeinsamer,
nur von z abhängiger Faktor gekiirzt worden. Es ist auch möglich, daB in (4) ein
Faktor lrl oder wz wegfällt (falls |n:g oder sogar bn=br=ar:0 ist).

Auch im Falle der Gleichung (4) sind weitergehende Aussagen möglich, wenn
die auftretenden Koeffizienten Polynome sind. Um die Ergebnisse nicht zu uniiber-
sichtlich erscheinen zu lassen, wird eine Fallunterscheidung entsprechend der Zahl
der Null- und Polstellen von u getroffen.

3. Lösungen mit nur endlich vielen Null- und Polstellen

In diesem Abschnitt wird generell angenommen, daB die in Bedingung (E) vor-
kommende Lösung nur endlich vielä Nu[- und Polstellen besitzt (und damit not-
wendigerweise unendliche Ordnung hat). Es sei

(7)

D (2, y) :: (aZ- b ) yn + (2a, a, - b r) yB + (al+ 2a o a r- b ) yz + (2a o a 1 - b 1) y * aä - b o

die Diskriminante der GleichunC (4).

Satz 4. Es gelte (E), und die Koffizienten in (4) seien Polynome. Dann ist

ar(z)=-1, bnQ):I,
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und. es gibt ein Polynom p(z) und eine Konstante x*0, so dafr sich D(r, y) in der Form

(a) D(z,Y) : c(z)(Y-P(4), c ::2aoar-h # o

oder

(b) D(,, v) : c(z)l(v-p('))'-n'7, s i: q!12asa2*b' 7 o

dorstellen läfit. Die Funktion p(z) bzw. p(z)Xn ist Lösung der Differentialgleichung

!'*ao+ary:O. und im Falle (b) ist zustitzlich ar(z)=O'

Bemerkung. Die Substitution 
z

(s) w : tt"*P ["/ P()dzl

fiihrt in den nach satz 4 einzig möglichen Fällen auf die Gleichungen

(e) l(+)' .o,@A : c@)L

bzw.

(10) l(+)')' : c(z)lg)'-.7

Es geniigt daher, diese Gleichungen zu untersuchen.

Bei beliebigem c(z) ist nicht zu erwarten, daB alle Lösungen eindeutig sind'

so hat die allgemeine Lösung von l(u'lu)'*u'fu)z:z(s'fa) bei z:0 einen algebrai-

schen Verzweigungspunkt. Dagegen gilt

Satz 5. Ist c(z):yL(z), y ein Polynom, so ist iede Lösung tt(z) uon (9) bzw'

(lO) eine ganze Funktion ohne Nullstellen.

In dem Beispiel ist gerade die ztsatzbedingung f|d;r c(z):z verletzt.

4. Lösungen mit unendlich vielen Null- oder Polstellen

Die Null- und Polstell E1 zy 221 .. . von w sind einfache Pole von w' f w mit ganz-

zahligen Residuen Rr, Re, .... Aus der Differentialgleichung (17) fiir y:w'lw (vgl.

Abschnitt 6) erhält man fiir z-2, und R:R; die quadratische Gleichung

(11) I -2(r + ar(z))R+ (t +2a,(z) + ba (z))R2 : 0.

Da die Lösungen von (4) bewegliche Null- oder Polstellen besitzen, bedeutet die

folgende Residuenbedingung keine wesentliche Einschränkung:

(R) Fiir jedes z€C besitzt Gleichung (ll) nur ganzzahlige Lösungen.

Satz 6. In der Differentialgleichung (4) seien die Koeffizienten Polynome. Weiter

seien die Yoraussetzungen (E) und (R) erfAllt. Dann sind ar(z) und ba(z) konstant, und
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es liegt genau eine cler folgenden Gleichungen uor:

(a) [[+)'-p'*+[t+ 
_-u)'-")]': ,(,)tt+ -,)'-*,1,

(b) [(#)'-p'*](+-o)-J' :,(,)tt+-r) e-z)-,1 t, -.o),

(c)

[[,)' - p' * ]t#-o)']' - c (z)tt#

[(#)' - 
p' u [tt#-o)'-,r]' :

-r)e-2,)-,,1 t(+ -r) (z-,,1-n);

i,{+-p-*,)'

#t(+-o)'-,*]t+ -p-,1 ,

(d)

(e)

(f)

l(#)' -, . #[(+ -,)' - 4l' -- (-,.)' [(+ -,)' - "ll# -, -'l'
Dabei sind c, p und s Polynome (c(z) l0), n und m (n#m) ganze und zr, Zz, x, xL, xz,

ttr, t<n komplexe Zahlen (z1lz2, x#0, xi*xi fur ilj).
Die notwendigen Bedingungen von Satz 6 sind o'fast" hinreichend. Genauer gilt

Satz 7. Die Lösungen der Gleichungen (d), (e) und (f) aus Satz 6 und - falls
c(z)=yz(z), y ein Polynom, gilt - auch aon (a), (b) und (c) sind in C meromorphe

F-unktionen.

Bemerkung. Neben den Lösungen w:exp ll'p@)dz+xz] von (a), (e) und
(f), w:exp l["p@dz'fx,zf von (d), w:€Xp l['oQ)dz) von (b) ,161v:(z-zi)"'
expll'p(z)dzl von (b) und (c) haben alle Lösungen unendlich viele Null- oder Pol-
stellen.

5. Beweis der Sätze l, 2 und 3

Die Beweise der Sätze I und 2 verlaufen zum gröBten Teil parallel. Nach Vor-
aussetzung ist
(12)

wobei w die nach (ä') vorhandene
Funktion. Mit Hilfe von

(1 3)

y :- w'f w,

Lösung von (I) bzw. (II ) ist, eine in C transzendente

j" + )'2 - w" f tu
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und der Homogenität der Gleichungen (I) bzw. (II) erhält man fiir y
(14) M(2, l, y)(y'+ yz)+ N(2, 1,./) : 0
bzw.
(15) A(2, y)+Zn@, y)y'*C(2, !)y'2 :0
mit

A(r, y) ::L(2,1, y)y4+2M(2,1, y)yz+N(r,1, y),

B(2, y) :: L(2,1, y)yr+ A(2,l, y)
und

C(2, y) :: L(2,1, y).

Die Gleichungen (14), (15) sind mit (I), (II) irreduzibel. Nach dem Satz von Malm-
quist [3] ist (14) notwendigerweise eine Riccatische Differentialgleichung

(16) y'+a(z)+b(z)y+(c(z)+1)l':0.

Hieraus folgt bereits die Behauptung von Satz 1, wenn die Substitution (12) rtick-
gängig gemacht wird.

Zum vollständigen Beweis von Satz 3 wird ein dem Malmquistschen Satz ana-
loges Ergebnis benötigt. Da es auch an anderer Stelle benutzt wird, sei es hier als
Hilfssatz formuliert.

Hilfssatz. Fiir die Existenz einer in C transzendenten meromorphen Lösung der
irreduziblen Gleichung (15) milssen folgende Bedhtgungen erftillt sein:

10 C(z,y) ist unabhängig uon y (so da§ o.B.d.A. C(z,y):l angenommenwerden
kann).

2a AQ, y) bztv. B(2, y) haben in bezug auf y den Grad höchstens 4 bzu'. 2.

30 Die Gleichung D(2, y)::82(2, y)-A(2, y)C(2, y):O besitzt y,enigstens eine
Wurzel y:Ae) xon ungerader Vielfachheit.

40 Jede Wurzel der Gleichung D(2, y):O uon ungerader Vielfachheit geniigt auch
der Riccatischen Dffirentialgleichung y' +B(2,]):0.

Bemerkung. Beweise fiir 10, 2o und 40 findet man in [6]. Die Bedingung 3o

ist eine Folge der Irreduzibilität.
Wendet man nun 10 und 20 auf die vorliegende Gleichung an, so erhält man

L(2, t, -y) = 1,

2

M(2,1, ,) = Åqil)yi
und

4

N{r, L, y) = Z biG)),i.
J:0
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Ist ft der Homogenitätsgrad von Q und sind damit h-2, h-l und & die Grade der
Polynome L, M und N, so folgt

L(2, w, wr) = lvå-z,

M(z,w,wr) : yTrr-a 3 qlz)wr-iwi= wh-awP(z,w,wr)
j:o -

und

biQ)w4-i wi: wh-4Q(r, w, wr).

Damit ist

Q(2, w, wt,'/tz) : wh-n((w wr)z+2P(2, w, w1)ww2*Q(2, w, w))

wie behauptet. Denn wegen der Irreduzibilität von Q ist h:4 bzw. å:3 (falls
ån=0) bzw. h:2 (falls åo=åz:az:O).

Zum Beweis von Satz 2kann man von (3) ausgehen, so daB !:w'lw der Glei
chung (16) geniigt. FrJ;r c(z):-l ist jede Lösung von (16) eine ganze Funktion,
und w(z) hat die in Satz 2 (a) angegebene Gestalt. Ist hingegen c(z) 7 - 1, so hat
nach Wittich [8] jede transzendente Lösung von (16) unendlichviele einfache Polstel-
len zyZz,.... Die Residuen R;:Res,-y miissen ganze Zahlen sein, woraus

-R;* (l+c(zj))R3:0 oder ll +c(2,)l:l/lR;l=1 folgt. Damit ist c(z)+1=11n,
n*O eine ganze Zahl. Die Funktion ru besitzt nur n-fache Nullstellen und keine Pole,
falls n >0 ist, und nur (-z)-fache Pole und keine Nullstellen fiir r<0. Daher ist
w:ut mit einer ganzen Funktion u, die, wie man leicht nachrechnet, der in Satz 2
(b) angegebenen linearen Differentialgleichung geniigt. Damit ist Satz 2 vollständig
bewiesen.

6. Beweis der Sätze 4 und 5

Wieder wird die Substitution tv'fw:y verwendet. Sie transformiert (4) in

4'N(r,l,f/, lrr) - yh-L Zj:0

(17) y'2 +2(oo* ary + (or+ L) y') y' + bo* b*
* (br*2a)y2+ (br*Zar)y3+(br*Zar+ 1)),a : 0,

oder, anders geschrieben, in

fi/ *as+arY*(az*L)Y272 : D(2, y),

wobei D(z,y) durch (7) gegeben ist. Nach Voraussetzung besitzt (17) eine transzen-
dente meromorphe Lösung mit nur endlich vielen Polstellen. Dies bedingt

(18) bnQ)+2ar(z)+1 :0.

Denn wäre dies nicht der Fall, so könnte man (17) in der Form

Yn : Tr(2, Y, Y')
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mit einem Polynom Tuin y und y' vom Grad 3 schreiben und mit Hilfe eines bekann-

ten Lemmas von Clunie [1] auf m(r,y):51v,y) schliefien, was zusammen mit
N(r,y):gllogr) zu einem Widerspruch fiihrte. Mit einer ähnlichen Begriindung

folgt
(19) br(z)+2ar(z) :- ar(z)+l = O.

Andernfalls folgte zusammen mit (18) aus (17)

Y2[(br+2ar)Y*2(aral)Y'f : Tz(2, Y, Y')

mit einem Polynom T2 in y und y' von Grad 2. Mit

(20) c6(;) :: (br(z)+2ar(z))y(z)+2(a,(r)*r)y'(r)

erhielte man wiederum nach dem Clunieschen Lemma m(r, co):§(v, y) und zusam-

men mit N(r, c)=2N(r, y):O(log r) schieBlich

(21) T(r, co) : S(., y).

Satz 5 ist zu zeigen, daB jede Lösung von

lu'*ct{,2)uf' : Y'(z)u

Somit ist y Lösung einer linearen Differentialgleichung y':a(z)* ll(z)y mit Koeffi-
zienten e und p, die der Bedingung T(r,a)*T(r, fr):S(r,7) geniigen. Wird dies in
(17) eingetragen, so erhältman D(2, y):lu(z) *ao@) + (ar(z)+ §(z))y + (ar(z)*l)rp72,
und diese Bedingung steht im Widerspruch zur Irreduzibilität der betrachteten Glei-
chung (vgl. [6]).

Aus (18) und (19) folgt ar(z):-l und b4@):1.
Nach dem bisher Gezeigten ist die Diskriminante D(2, y) höchstens quadratisch

in y. Nach den Aussagen 30 und 4o des Hilfssatzes aus Nummer 5 ist

D(2, Y) : c(z)(Y- Sre))
oder

D(2, v) : c(z)(v- sre))(v- e,G)), s{z) * sz@),

wobei g. und g, der (in diesem Fall linearen) Differentialgleichung

(22) o'+aoQ)*atk)g-0
geniigen. Jede Lösung von (22) ist aber eine ganze Funktion. Somit sind die bisher

nur als algebraisch bekannten Funktionen q1 und q, Polynome. Aussage (a) von Satz

4 ist mit p : g, bereits bewiesen. Zum Beweis von (b) ist zu bemerken, daB (22) rutr
fiir ar(z)=O zwei verschiedene Polynomlösungen besitzen kann. Weiter besitzt

nach dem Eindeutigkeitssatz fiir Differentialgleichungen erster Ordnung das Poly-
nom g1 - g2 keine Nullstellen und ist daher konstant, d. h. es gilt pr--p * x , Qz:P - x
mit einem Polynom p, p'=-ao, und einer Konstanlen vt*O. Dies beweist Teil
(b) von Satz 4.

Zum Beweis von

(23)
bzw.
(24) t)'z : yr(z) (u, - xr)
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eineganzeFunktionist.DiesbestätigtmanimzweitenFallexplizit: "-(z):v"sing(z),
g'(z):iyQ), und im ersten Fall mit Hitfe der Substitution u:72, die auf die lineare

Differentialgleichung
2T'*ar(z)T : Y(z)

fiihrt.

7. Beweis der Sätze 6 und 7

Aus der Residuenbedingung (Å) folgt zunächst, da$ a, und bn konstant sind.

Dies ist unmittelbar klar fiir bn+2ar+1:0, in welchem Fall 2!l *ar(z)l:l1lp1<1
und hieraus die Konstanzyon azund bn folgt. Ist bn*2ar* 1 10, so seien, bei festem

z, ntndm die ganzzahligen Lösungen von (tl). Es ist dann ll+2a2+b4l:lllnml<l
und somit 1+2az+b4konstant, etwa:1. Das Produkt nm ist dann unabhängig von

z gleich 1//., woraus insbesondere die Beschränktheit von n und m (in Abhängigkeit

von z) folgt. Damit ist auch 211+arl:lllln+ml beschränkt und a, konstant.

Zunächst wird der Fall bE:aZ (d.h. ar:(l-n)ln und bo:((n-l)1")')
behandelt. Fiir y:w'lw erhält man in der iiblichen Weise

(2s) - D(r, !),

wobei D(2, y) durch (7) gegeben ist. In einer Polstelle von ir, von denen es nach Vor-
aussetzung unendlich viele gibt, hat die linke Seite von (25) einen Pol von gerader

Ordnung. Daher ist der Grad von D(r, y) in bezug auf y eine gerade Zahl und wegen

aZ-bn (:fiihrender Koefrzient von D(2,.y)):0 und Aussage 30 des Hilfssatzes

aus Nummer 5 ist
(26) D(z,Y): coe)itY-s,@))(Y-s,Q)),

wobei q, und qr, s.,(z)*pz@), nach dem eben erwähnten Hilfssatz der Riccatischen

Differentialgleichung

(27) q'+ao* atQ+ 
I 

Q2 : o

geniigen. Insbesondere sind 91 und g, als Lösungen von (27) eindeutige rationale

Funktionen.
Zunächst werde angenommen, daB g. und q, Polynome sind. Dann ist nach dem

Eindeutigkeitssatzfiir(27)qr-grstetsvonNullverschieden,also Qr:P*x,Qz:P-x
mit einem Polynomp und einer komplexen Zahl x*0. Dies bedeutet aber fiir (27)

a1Q):(2ln)p(z) und ao@):(lln)(p'(z)-x')-p'(z). Wird dies in (25) eingesetzt

und die Substitution w'lw:y riickgängig gemacht, so erhält man die Gleichung (a)

aus Satz 6 mit c(z)::co@),
Nun sei etwa cl kein Polynom.Aus dem Eindeutigkeitssatz fnt Ql) folgt dann

er-ez:llQ, Q ein Polynom.Weiter folgt aus (21),daB 8r und Q2 nuf einfache Pole

mitResiduen n besitzen (dieGleichungfiirdieResiduen / von Q tst -r+(1ln)r2:0).

lr'* ao* ar! ++)'')
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Die Funktionen ql und q, können keine gemeinsame Polstelle besitzen, wie aus dem
Eindeutigkeitssatz fiir die Gleichung o'-lfn-aro-aooz:O folgt, die man aus (27)
durch Stiirzung o:llq erhält. Zusammen ergibt dies pi:nQjlQi+pj mit poly-
nomen pi land Qi,Qr.Qz:Q. Aus gr-qr:n(Qil8r-Q;lQ)*prpr:llQ folgt
dann pr=pz::p. Setzt man Qr:nQilQt+p bzw. az:nQilQz*p in Gleichung
(27) ein, so erhält man fiir t:Qr, Q, die lineare Differentialgleichung

(28) {' *(o,G)*}o«,), * +(0,{,)* 
qo@)*a,(z)p121.1 t9), : o.

Diese besitzt nach Konstruktion ein Fundamentalsystem, bestehend aus den Poly-
nomen Q., und Qr, woraus

(2e)

(30)

2at*7n - Q

(die Wronskideterminante ist konstant)und p' * ao* a1p *pzf n: -nQiler*O (z* -),
also

p'+ao*atp+P' - Q

zweiten Fall zugelassen, was einer dreifachen Lösung entspricht.
die Q i Lösungen der Riccatischen Differentialgleichung

folgt. Damit ist qi:O, also Qr@):cr(r-zr) linear (q, besitzt Polstellen), und
Qr(z):c, konstant oder linear, QrQ)--cr(z-zr). Man erhält die Gleichungen (b)
bzw. (c) mit c(z)::coQ)lG-zr) bzw. c(z)::co@)l@-zr)(z-zr).

Nunmehr sei bn+aZ. Dann hat D(r,y) beztiglichy den Grad 4 und, da der
fiihrende Koeffizient aZ-bnvon D(z,y) konstant ist, besitzen die Lösungen y:p(z)
von D(2,./):0 im endlichen keine eigentlichen oder al-eebraischen Polstellen. Nach
dem Hilfssatz aus Nummer 5 sind nur die folgenden Fälle möglich:

(i) vier verschiedene Lösungen Qr, Qz, Qs, grl
(ii) zwei oder drei verschiedene Lösungen Qt, Qz,o,o.

Dabei ist o = Qz im
In jedem Fall sind

(3 1) Q'+ao*atQ*(ar+1)Q2:0

und damit Polynome. Letzteres gilt auch fiir o. Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir (31)
sind die Differenzen Q;-Q7 konstant und ffir i*.i von Null verschieden.

Im Falle vier verschiedener Lösungen von (31) ist Qi:p*xi, p ein polynom
und x i* x i fijrr i *j. Es ist leicht zu sehen, dafl dies nur fii f a1: a2* I :0 und p' * ao = O

möglich ist. Mit az: - I folgt schlie8lich aus der Residuenbedingung (,R)

r+(b4- 1)R2 :0,

also af,-bn:linz. Insgesamt erhält man so Gleichung (d). Es bleibt der Fall (ii) zu
behandeln. Wie oben findet man pr:p*% wd gr-p-x mit einem polynom
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und einer Konstanten t<*0, wobei

p' * ao* ar(p + x) + (L*ar)1p*x)z : g

erfiillt sein mu8. Die Differentialgleichung fidtr y-*'1, lautet in diesem Fall

(32) ly' - p' + (l + a r) ((y - p)' - n'\' : (qzz- b +) ((y - p)' - x\ (! - p - s)2,

wobei pls:o gesetzt ist.
Aus der Residuenbedingung (Å) folgt schlieBlich l+az:ll2n und af,*br:

ll@nz) (das entspricht Gleichung (e)) oder L+ar:(n+m)lQnm) wd af,-bn:
((n-m)lQnm))'+0, entsprechend Gleichung (f). Damit ist Satz 6 vollständig
bewiesen.

Zum Beweis von Satz 7 werden die Gleichungen (a)-(f) durch passende Substi-
tutionen in Gleichungen iibergefiihrt, von denen bekannt ist, daB ihre Lösungen in
C meromorph sind. Es sind dies der Reihe nach die Substitutionen

(a') n'l 
-o : nu, u ..': : r', x : n2;w Lr+ /,

(b) '' -p - ,ru, , u, , : T,;w (z-zrlu-l

(c') L-, : nr, \z-:)u-l - 72.w y_.../, Q_:)u_l_,

(d) { -o : nu, x,: nii:

w' u- )t(e') w-p:nu, u-:7", z:ni. s:n8)

(r) L-r: u, ! x :7,.
lrl D+/"

Sie fiihren auf folgende Differentialgleichun-een:

(a") 2T',*2)T*y(z)(Tr-1):0;
(b') 2T'-y(z)(l-(z-zr) rr): O;

(c") 2T'-y(z)(z- z2-(z- z1)I') : 0;

(d') p'z: (tt-)1)Q:-)2)@-).u)(u-i.n);

(e') 4T' +2),7+(q(z)- ).-(q(z)+ i)72) : o'

(f') 4T'*2xry+T +n...) (s(z)-x-(s (z)+x)7,) : o.nm nm \\
Durch die verwendeten Substitutionen sind die imAnschluB an Satz 7 erwähnten

speziellen Lösungen weggefallen (sie entsprechen den Funktionen a=X), bei (a')
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und (e'), a=Lx bei (f'), z':0 bei (b) bzw. u:11(z-z;) bei (b') und (c') und u:ii
bei (d').

Die verbleibenden Funktionen sind bei (d") doppeltperiodisch (vgl. [5]) und
in den restlichen Fällen als Lösungen Riccatischer Differentialgleichungen in C
nreromorph. Die Residuenbedingung (.R) garantiert, daB a nur einfache Polstellen
mit ganzzahligen Residuen besitzt und daher eine logarithmischeAbleitung ist. Dies
zeigt, da$ mit a auch stets u/ in C meromorph ist und beweist Satz 7.

DaB tatsächlich unendlich viele Null- oder Polstellen auftreten, sei am Fall (f)
demonstriert (die Beweise in den restlichen Fällen verlaufen analog). Es geniigt zu
zeigen, daB u unendlich viele Polstellen hat, oder, was dasselbe ist, daB 7 einen der
Werte * 1 und - I (oder beide) unendlich oft annimmt. Nun ist aber weder T(z):1
noch 7(z):-l Lösung von (f"), so daB nach [8] Tjeden der Werte *l und -l
unendlich oft annimmt.
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