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UBER DIE EINDEUTIGEN LOSUNGEN
EINER HOMOGENEN ALGEBRAISCHEN
DIFFERENTIALGLEICHUNG ZWEITER ORDNUNG

NORBERT STEINMETZ

1. Einleitung

Es sei Q(z, w, wy, ws) ein nichttriviales homogenes Polynom in den Veridn-
derlichen w, w; und w, mit rationalen Koeffizienten. In [7] wurde gezeigt, daB simt-
liche in C meromorphen Losungen der algebraischen Differentialgleichung

©)) Q(z,w,w,w)=0

sich in der Form

) w@ = 2D exp g,
52\~

mit ganzen Funktionen g; von endlicher Ordnung darstellen lassen. Dabei wurde
auBer acht gelassen, ob und unter welchen Voraussetzungen (1) solche Losungen
zulaBt. In diesem Zusammenhang stellt sich die Frage nach moglichst schwachen
Bedingungen dafiir, daB jede Losung von (1) in C meromorph ist, daB also die analy-
tische Fortsetzung eines beliebigen Losungselements bis auf isolierte Polstellen
unbeschrinkt durchfithrbar ist. Um solche Bedingungen aufzufinden, ist es sehr
hilfreich, die notwendigen Bedingungen zu kennen, die sich aus der Existenz wenig-
stens einer in |z]<oo eindeutigen Losung von (1) ergeben. Es zeigt sich zumindest
in den hier behandelten Fallen, daB die “Struktur” der Gleichung (1), d. h. die Ab-
hingigkeit von Q von den Variablen w, w; und w,, nur durch die notwendigen
Bedingungen bestimmt wird, wéihrend Voraussetzungen nur an die auftretenden
Koeffizienten schlieBlich garantieren, daB jede Losung zu einer in C meromorphen
Funktion fortgesetzt werden kann.

Diese Arbeit beschrinkt sich auf Gleichungstypen (1), in denen w” linear oder
quadratisch auftritt, also

@ M(z, w, W)W+ N(z,w,w’) =0
und
(10 Lz, w, w)(W")2+2M (z, w, w)w”+ N(z, w, w) = 0,
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wobei lineare Gleichungen w”+a(z)w’+b(z)w=0 auBer acht gelassen werden kon-
nen. Es wird stets angenommen, ohne dafB3 dies jedesmal wiederholt wird, daB (I)
bzw. (II) irreduzibel sind, d.h. Q soll nicht als Produkt zweier homogener Polynome
Q, und Q, darstellbar sein. Dies bedeutet keine Einschrankung, da man ansonsten
die Gleichung 9;=0 oder Q,=0 anstelle von (1) betrachten wiirde. Eine Ein-
schrankung bedeutet hingegen die Voraussetzung

(E) Die Differentialgleichung (I) bzw. (II) besitzt eine in |z|<e meromorphe Lo-
sung mit nichtrationaler logarithmischer Ableitung w’/w

zur Gewinnung notwendiger Bedingungen. Andererseits sind aber ohne diese
zusitzliche Voraussetzung an w'/w iiberhaupt keine sinnvollen Aussagen moglich.
Man denke etwa an die Exponentialfunktion w=e¢%, die jeder homogenen Gleichung
Q(z,w,w’, w")=0 mit Q(z,1,1,1)=0 geniigt. Ahnliche Beispicle findet man
fiir jede Funktion w=(P,(z)/Py(z))e™®, P; Polynome, mit rationaler logarith-
mischer Ableitung.

Ein wesentliches Hilfsmittel fiir die folgenden Betrachtungen bildet die Nevan-
linnasche Theorie der meromorphen Funktionen. Es werden die iiblichen Bezei-
chnungen verwendet, insbesondere die Abkiirzung S(r, w) fiir jede Funktion, die
der Bedingung S(r, w)=0(T(r,w)) fiir r—+oo auBerhalb eventuell einer Menge
von endlichem MaB geniigt (vgl. [2], [4]). T(r, w) ist die charakteristische Funk-
tion von w.

2. Notwendige Bedingungen

Diese sind sehr einfach im Falle der Gleichung (I).
Satz 1. Unter der Vorausseizung (E) hat (1) notwendig die Gestalt

3) ww”+a(2)w+ b (2)ww +c(2)w’2 = 0.
Dabei sind a, b und ¢ rationale Furktionen, und es ist c(z)#0.

Bemerkung. Der Fall ¢(z)=0 bedeutet, daB3 eine lineare Differentialgleichung
vorliegt, und diese sollen ja ausgeschlossen sein.

Es kann mehr ausgesagt werden, wenn alle Koeffizienten in (3) Polynome sind.
Diese Voraussetzung ist nicht sehr einschrénkend, da die Polstellen der Koeffizienten
ia. feste singuldre Stellen der Losungen sind.

Als Beispiel dient die Gleichung

ww” + (Lz—— 1] w2+ [%—2] w?2=0.
z z
Jede von Ce*™ verschiedene Losung ist bei z=0 wesentlich singulir. Dies folgt aus
dem Verhalten der logarithmischen Ableitung w'/w=y=tan (z+1/z+7y), die der
Riccatischen Differentialgleichung y'=(1—1/z%)(1+»?) geniigt.
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Satz 2. Sind die Koeffizienten in (3) Polynome und ist (E) erfiillt, so gilt entweder
(@) c(2)=—1 und jede Lésung ist eine ganze Funktion der Gestalt w(z)=exp g(z2),
wobei y=g’ der linearen Differentialgleichung y'+a(z)+b(z)y=0 geniigt, oder
(b) c(z)=—1+1/n, wobei n=0,1 eine ganze Zahl ist. Jede Lésung hat die Gestalt
w=v", wobei v die lineare Differentialgleichung v”+b(z)v’+ (a(z)/n)v=0 Idst.

Bemerkung. Die Integration der Gleichung (3) 14aBt sich also stets auf die
Integration einer linearen Differentialgleichung zuriickfiihren.
Ein dem Satz 1 entsprechendes Ergebnis gilt auch fiir Gleichung (II).

Satz 3. Unter der Voraussetzung (E) hat (I11) notwendigerweise die Gestalt

) (Ww”)24+2P(z, w, w)ww”+Q(z, w, w) = 0.
Dabei ist

©) P(z,w, w') = 22’ a;(z2)w* (wy

und j=0

© 0Gw,w) = 3 b,@wIWY;

die Koeffzienten a;, b; sind rationale Funktionen.

Bemerkung. Eventuell ist ein allen Polynomen L, M und N gemeinsamer,
nur von z abhingiger Faktor gekiirzt worden. Es ist auch méglich, daB in (4) ein
Faktor w oder w? wegfallt (falls b,=0 oder sogar b,=b,=a,=0 ist).

Auch im Falle der Gleichung (4) sind weitergehende Aussagen méglich, wenn
die auftretenden Koeffizienten Polynome sind. Um die Ergebnisse nicht zu uniiber-
sichtlich erscheinen zu lassen, wird eine Fallunterscheidung entsprechend der Zahl
der Null- und Polstellen von w getroffen.

3. Losungen mit nur endlich vielen Null- und Polstellen

In diesem Abschnitt wird generell angenommen, daB die in Bedingung (E) vor-
kommende Lésung nur endlich viele Null- und Polstellen besitzt (und damit not-
wendigerweise unendliche Ordnung hat). Es sei

(7
D(z, y):= (a3—byy*+(2a,a5—by) y*+ (a3 +2a5a,— b)) y*+(2aga;—by) y+aj—b,
die Diskriminante der Gleichung (4).

Satz 4. Es gelte (E), und die Koeffizienten in (4) seien Polynome. Dann ist

a;(z) =—1, by(2) =1,
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und es gibt ein Polynom p(z) und eine Konstante »#0, so dap sich D(z, y) in der Form

(@ D(z,y) = c(2)(y—p(2), c:=2apa,—b, #0
oder
(b) D(z, y) = c@)[(y—p@)P—%], c¢:=ai+2aga,—by 0

darstellen lifit. Die Funktion p(z) bzw. p(z)Lx ist Losung der Differentialgleichung
V' +a,+a,y=0, und im Falle (b) ist zusdtzlich a(z)=0.

Bemerkung. Die Substitution

8) w = uexp [f p(z)dz]
0
fithrt in den nach Satz 4 einzig moglichen Fillen auf die Gleichungen
Y o o
® () rae ] =
bzw.

7ol

Es geniigt daher, diese Gleichungen zu untersuchen.

Bei beliebigem c(z) ist nicht zu erwarten, daf alle Losungen eindeutig sind.
So hat die allgemeine Losung von [(u'/u) +u'[ul*=z(u'[u) bei z=0 einen algebrai-
schen Verzweigungspunkt. Dagegen gilt

Satz 5. Ist ¢(2)=y2(2), y ein Polynom, so ist jede Losung u(z) von (9) bzw.
(10) eine ganze Funktion ohne Nullstellen.
In dem Beispiel ist gerade die Zusatzbedingung fiir c¢(z)=z verletzt.

4. Losungen mit unendlich vielen Null- oder Polstellen

Die Null- und Polstellen z;, z,, ... von w sind einfache Pole von w’/w mit ganz-
zahligen Residuen Ry, R, .... Aus der Differentialgleichung (17) fiir y=w'[w (vglL
Abschnitt 6) erhalt man fiir z=z; und R=R; die quadratische Gleichung

(11) 1—2(1+ay(2)R+ (142a(2) + by (2)R? = 0.

Da die Losungen von (4) bewegliche Null- oder Polstellen besitzen, bedeutet die
folgende Residuenbedingung keine wesentliche Einschrénkung:
(R) Fiir jedes z€C besitzt Gleichung (11) nur ganzzahlige Losungen.

Satz 6. In der Differentialgleichung (4) seien die Koeffizienten Polynome. W eiter
seien die Voraussetzungen (E) und (R) erfiillt. Dann sind ay(z) und by(z) konstant, und
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es liegt genau eine der folgenden Gleichungen vor:

(@ [( ‘:: ],—P'+% [( :Vv ‘P]z—ﬂ”z = c(2) [[ ’:: __p]z_%z];
®) [(‘Lw/] _p/+,_1,[%—l’)2]2 = ¢(2) [[ :}: —p) (z——z,,)—n][‘: —p);

) v ()T = o)l p) -]

R [ o e o
[ e e [ e [

Dabei sind ¢, p und s Polynome (c(z) 20), nund m (n7m) ganze und zy, zy, %, %1, %5,
%3, %y komplexe Zahlen (zy7z,, x#=0, »;5%%; fir i#)).
Die notwendigen Bedingungen von Satz 6 sind “fast” hinreichend. Genauer gilt

Satz 7. Die Lésungen der Gleichungen (d), (¢) und (f) aus Satz 6 und — falls
c(2)=y2(2), y ein Polvnom, gilt — auch von (a), (b) und (c) sind in C meromorphe
Funktionen.

Bemerkung. Neben den Losungen w=exp [ [*p(z)dz£xz] von (a), (¢) und
(f), w=exp [ [*p(2)dz+x;z] von (d), w=exp [ [*p(2)dz] von (b) und w=(z—z))"-
exp [ [*p(2)dz] von (b) und (c) haben alle Losungen unendlich viele Null- oder Pol-
stellen.

5. Beweis der Sitze 1,2 und 3

Die Beweise der Satze 1 und 2 verlaufen zum groBten Teil parallel. Nach Vor-
aussetzung ist

(12) y =wlw,

wobei w die nach (E) vorhandene Losung von (I) bzw. (I1) ist, eine in C transzendente
Funktion. Mit Hilfe von

(13) V42 =wlw
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und der Homogenitdt der Gleichungen (I) bzw. (II) erhilt man fiir y

(14) M(z, 1, »)(Y'+y)+N(z,1,y) =0
bzw.

15) A(z, ) +2B(z, )y’ +C(z, y)y* =0
mit

A(z,y) =L(z, 1, ) y*"+2M(z, 1, ) 2+ N(z, 1, p),
B(z,y) :==L(z, 1, »)y*+M(z 1, p)
C(z,y) =L(z1,y).

Die Gleichungen (14), (15) sind mit (I), (II) irreduzibel. Nach dem Satz von Malm-
quist [3] ist (14) notwendigerweise eine Riccatische Differentialgleichung

und

(16) Y +a@)+b@y+(c(2)+1)y* =0

Hieraus folgt bereits die Behauptung von Satz 1, wenn die Substitution (12) riick-
gangig gemacht wird.

Zum vollstandigen Beweis von Satz 3 wird ein dem Malmquistschen Satz ana-
loges Ergebnis bendtigt. Da es auch an anderer Stelle benutzt wird, sei es hier als
Hilfssatz formuliert.

Hilfssatz. FLiir die Existenz einer in C transzendenten meromorphen Lésung der
irreduziblen Gleichung (15) miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:

1° C(z, y) ist unabhingig von y (so daff 0.B.d.A. C(z,y)=1 angenommen werden
kann).

2° A(z,y) bzw. B(z,y) haben in bezug auf y den Grad héchstens 4 bzw. 2.

3° Die Gleichung D(z, y):=B%(z,y)—A(z, ¥)C(z, y)=0 besitzt wenigstens eine
Wurzel y=9(z) von ungerader Vielfachheit.

4°  Jede Wurzel der Gleichung D(z, y)=0 von ungerader Vielfachheit geniigt auch
der Riccatischen Differentialgleichung y'+ B(z, y)=0.

Bemerkung. Beweise fiir 1°, 2° und 4° findet man in [6]. Die Bedingung 3°
ist eine Folge der Irreduzibilitit.
Wendet man nun 1° und 2° auf die vorliegende Gleichung an, so erhilt man

Lz 1,y) =1,
Mz, 1,y) = Z; a;(2)y’
=
und

4
NG L3 = 3 by,
P
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Ist h der Homogenitétsgrad von Q und sind damit A—2, h—1 und h die Grade der
Polynome L, M und N, so folgt

Lz, w, w) =wh-2,

M(z, w, w;)) = wh—3 22' a;(2)w*Iw] = wh=twP(z, w, w,)
und =
N(z, w, w)) = wh-4 24’ bi(2)wr=Iw] = wh=1Q(z, w, wy).
Damit ist T
Q(z, w, wy, wg) = Wh=4((w wo)2+2P(z, w, w)wwy+Q (2, w, w;))

wie behauptet. Denn wegen der Irreduzibilitit von Q ist h=4 bzw. h=3 (falls
by=0) bzw. h=2 (falls b,=b;=a,=0).

Zum Beweis von Satz 2 kann man von (3) ausgehen, so daB y=w’/w der Glei-
chung (16) geniigt. Fiir ¢(z)=—1 ist jede Lésung von (16) eine ganze Funktion,
und w(z) hat die in Satz 2 (a) angegebene Gestalt. Ist hingegen c(z) —1, so hat
nach Wittich [8] jede transzendente Lsung von (16) unendlich viele einfache Polstel-
len z,z,,.... Die Residuen R;=Res, y miissen ganze Zahlen sein, woraus
—R;+(1+c¢(z;))R3=0 oder |1 +c(zj)[=ll/le[§l folgt. Damit ist c(z)+1=1/n,
n#0 eine ganze Zahl. Die Funktion w besitzt nur n-fache Nullstellen und keine Pole,
falls n=0 ist, und nur (—n)-fache Pole und keine Nullstellen fiir n<0. Daher ist
w=v" mit einer ganzen Funktion », die, wie man leicht nachrechnet, der in Satz 2
(b) angegebenen linearen Differentialgleichung geniigt. Damit ist Satz 2 vollstindig
bewiesen.

6. Beweis der Sitze 4 und 5

Wieder wird die Substitution w’/w=y verwendet. Sie transformiert (4) in
17 V2 4+2(a+ a1 y+ (a3 +1)y2) ¥ +bo+ by y
+ (bs+2ay) Y3+ (by+2ay) y3+(by+2a,+1)y* = 0,
oder, anders geschrieben, in
V' +ao+ary+(as+1)y*F = D(z, »),

wobei D(z, y) durch (7) gegeben ist. Nach Voraussetzung besitzt (17) eine transzen-
dente meromorphe Losung mit nur endlich vielen Polstellen. Dies bedingt

(18) by(2)+2a,(z)+1 = 0.

Denn wire dies nicht der Fall, so kénnte man (17) in der Form

¥ =Tz, 5,1
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mit einem Polynom 7T in y und y” vom Grad 3 schreiben und mit Hilfe eines bekann-
ten Lemmas von Clunie [1] auf m(r,y)=S(r,») schlieBen, was zusammen mit
N(r,y)=0(logr) zu einem Widerspruch fiihrte. Mit einer dhnlichen Begriindung
folgt

(19) by(2)+2a,(z) = ay(z)+1 = 0.

Andernfalls folgte zusammen mit (18) aus (17)
VEl(bs+2a) y +2(ax+ 1)y = To(2, 3, )

mit einem Polynom 7, in y und )’ von Grad 2. Mit

(20 ¢o(2) = (bg(2)+2a, @)y (@) +2(ax(2)+ 1)y (2)

erhielte man wiederum nach dem Clunieschen Lemma m(r, ¢o)=S(r. ¥) und zusam-
men mit N(r, c)=2N(r, y)=0(logr) schieBlich
(21) T(r, co) = S(r, ).
Somit ist ¥ Losung einer linearen Differentialgleichung 3’ =o(z)-+ f(z)y mit Koeffi-
zienten « und B, die der Bedingung T(r, x)+7(r, f)=S(r, y) geniigen. Wird dies in
(17) eingetragen, so erhilt man D(z, y) =[a(2) +do(2) + (a1 (2) + B (2) )y + (a(2) + 1) y*13,
und diese Bedingung steht im Widerspruch zur Irreduzibilitat der betrachteten Glei-
chung (vgl. [6]).

Aus (18) und (19) folgt ay(z)=—1 und baz)=1.

Nach dem bisher Gezeigten ist die Diskriminante D(z, y) hochstens quadratisch
in y. Nach den Aussagen 3° und 4° des Hilfssatzes aus Nummer 5 ist

D(z,y) = c(2)(y—01(2))

D(z,3) = c(D(y—0(@)(r—0:(2), 21(2) Z 0:(2),
wobei ¢, und g, der (in diesem Fall linearen) Differentialgleichung

(22) o' +ay(2)+a(2)e =0

oder

geniigen. Jede Losung von (22) ist aber eine ganze Funktion. Somit sind die bisher
nur als algebraisch bekannten Funktionen ¢; und ¢, Polynome. Aussage (a) von Satz
4 ist mit p=p, bereits bewiesen. Zum Beweis von (b) ist zu bemerken, daf (22) nur
fiir a;(z)=0 zwei verschiedene Polynomldsungen besitzen kann. Weiter besitzt
nach dem Eindeutigkeitssatz fiir Differentialgleichungen erster Ordnung das Poly-
nom g; — 0, keine Nullstellen und ist daher konstant, d. h. es gilt ¢, =p-+%, g,=p—x
mit einem Polynom p, p’=-—a,, und einer Konstanten »30. Dies beweist Teil
(b) von Satz 4.
Zum Beweis von Satz 5 ist zu zeigen, daB} jede Losung von

(23) [+ a1 (2)v] = y*(2)v
bzw.
(29) v = y¥(2) (v*—%7)
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eine ganze Funktion ist. Dies bestétigt man im zweiten Fall explizit: v(z)=x sin g(2),
g’ (2)=iy(z), und im ersten Fall mit Hilfe der Substitution v=72, die auf die lineare
Differentialgleichung

2T +a,(2)T = y(z)
fithrt.

7. Beweis der Sitze 6 und 7

Aus der Residuenbedingung (R) folgt zunichst, daB a, und b, konstant sind.
Dies ist unmittelbar klar fiir b,+2a,+1=0, in welchem Fall 2|1 +a,(z)|=1/|R|=1
und hieraus die Konstanz von a, und b, folgt. Ist b,+2a,+1 #0, so seien, bei festem
z, nund m die ganzzahligen Loésungen von (11). Es ist dann |1 +2a,-+b,|=1/lnm|=1
und somit 1+2a,+b, konstant, etwa=2~. Das Produkt nm ist dann unabhéngig von
z gleich 1/2, woraus insbesondere die Beschrianktheit von » und m (in Abhéngigkeit
von z) folgt. Damit ist auch 2|1+a,|=|A|[n+m| beschrankt und a, konstant.

Zunichst wird der Fall by=da; (d.h. a,=(1—n)/n und b,=((n—1)/n)?)
behandelt. Fiir y=w’/w erhidlt man in der iblichen Weise

1 2
e3) [+ ataritr] =,

wobei D(z, y) durch (7) gegeben ist. In einer Polstelle von y, von denen es nach Vor-
aussetzung unendlich viele gibt, hat die linke Seite von (25) einen Pol von gerader
Ordnung. Daher ist der Grad von D(z, y) in bezug auf y eine gerade Zahl und wegen
ai—b, (=fiihrender Koeffizient von D(z, y))=0 und Aussage 3° des Hilfssatzes
aus Nummer 5 ist

(26) D(z, ) = ¢o(2)(y— 01 () (y — 22(2)),

wobei ¢; und g,, 0:(2) # 0.(z), nach dem eben erwahnten Hilfssatz der Riccatischen
Differentialgleichung

1
@27 Q’+ao+alg+792=0

geniigen. Insbesondere sind ¢, und g, als Losungen von (27) eindeutige rationale
Funktionen.

Zunichst werde angenommen, daB ¢, und g, Polynome sind. Dann ist nach dem
Eindeutigkeitssatz fiir (27) ¢, — @, stets von Null verschieden, also ¢, =p+x, go=p—=x
mit einem Polynom p und einer komplexen Zahl x0. Dies bedeutet aber fiir (27)
a,(z)=(=2/n)p(z) und a,(z)=(1/n)(p*(z)—»*)—p’(z). Wird dies in (25) eingesetzt
und die Substitution w’/w=y riickgingig gemacht, so erhalt man die Gleichung (a)
aus Satz 6 mit c(2):=cy(2).

Nun sei etwa o; kein Polynom. Aus dem Eindeutigkeitssatz fiir (27) folgt dann
01— 2:=1/0, O ein Polynom. Weiter folgt aus (27), dal ¢, und ¢, nur einfache Pole
mit Residuen # besitzen (die Gleichung fiir die Residuen r von ¢ ist —r+(1/n)r*=0).
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Die Funktionen ¢, und ¢, konnen keine gemeinsame Polstelle besitzen, wie aus dem
Eindeutigkeitssatz fiir die Gleichung ¢’ —1/n—a,6 —a,62=0 folgt, die man aus (27)
durch Stiirzung o=1/¢ erhilt. Zusammen ergibt dies ¢;=nQj/Q ;+p; mit Poly-
nomen p; und Q;, Q1 0,=0. Aus ¢;—0,=n(Q1/01—05/Qy)+p,—p.=1/Q folgt
dann p,=p,=:p. Setzt man ¢,=nQ;/Q,+p bzw. 0,=n03/Q,+p in Gleichung
(27) ein, so erhdlt man fiir 1=Q,, Q, die lineare Differentialgleichung

e r+(a@+2r@) o (O @@ tacre+ L) <o

Diese besitzt nach Konstruktion ein Fundamentalsystem, bestehend aus den Poly-
nomen Q; und Q.,, woraus

2
(29) at—p=0

(die Wronskideterminante ist konstant) und p’ +a,+ay p+p2/n= —nQ}/Q,~0 (z— =),
also

2
(30) p’+a0+a1p+p7 =0

folgt. Damit ist Q7=0, also Q,(z)=c;(z—z,) linear (g, besitzt Polstellen), und
0.(z)=c, konstant oder linear, Q,(z)=c,(z—z,). Man erhilt die Gleichungen (b)
bzw. (¢) mit ¢(2):=¢y(2)/(z—2z;) bzw. c(2):=co(2)/(z—2,)(z—2,).

Nunmehr sei b,>a;. Dann hat D(z, y) beziiglich y den Grad 4 und, da der
filhrende Koeffizient a5—b, von D(z, ) konstant ist, besitzen die Losungen y=9(z)
von D(z, y)=0 im endlichen keine eigentlichen oder algebraischen Polstellen. Nach
dem Hilfssatz aus Nummer 5 sind nur die folgenden Fille mdglich:

(i) vier verschiedene Losungen g;, 0s, 03, 043
(ii) zwei oder drei verschiedene Losungen g, 0., 0, 0.

Dabei ist 0=, im zweiten Fall zugelassen, was einer dreifachen Losung entspricht.
In jedem Fall sind die ¢; Lésungen der Riccatischen Differentialgleichung

(31) o' +aptao+(az+1)0* =0

und damit Polynome. Letzteres gilt auch fiir 6. Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir (31)
sind die Differenzen ¢;,—¢; konstant und fiir 7/ von Null verschieden.

Im Falle vier verschiedener Losungen von (31) ist Q;=p+x;, p ein Polynom
und x;#x; fiir 7>/. Es ist leicht zu sehen, daf3 dies nur fiir ¢y =a, + 1=0 und p’+a,=0
moglich ist. Mit a,=—1 folgt schlieBlich aus der Residuenbedingung (R)

1+(by—1)R* =0,

also a3—b,=1/n%. Insgesamt erhilt man so Gleichung (d). Es bleibt der Fall (ii) zu
behandeln. Wie oben findet man ¢,=p+x und g,=p—x mit einem Polynom
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und einer Konstanten »:0, wobel
P t+agta(ptx)+(1+a)(ptx)? =0
erfiillt sein muB. Die Differentialgleichung fiir y=w’/w lautet in diesem Fall

(2 =P+ +a)((y—pP =) = (a3—b)((v—p)*—#*) (y—p—5)%,

wobel p+s=0c gesetzt ist.

Aus der Residuenbedingung (R) folgt schlieBlich 1+a,=1/2n und a5—b,=
1/(4n® (das entspricht Gleichung (e)) oder 1+a,=(n+m)/(2nm) und a3—b,=
((n—m)/(2nm))?0, entsprechend Gleichung (f). Damit ist Satz 6 vollstindig
bewiesen.

Zum Beweis von Satz 7 werden die Gleichungen (a)—(f) durch passende Substi-
tutionen in Gleichungen iibergefiihrt, von denen bekannt ist, da ihre Losungen in
C meromorph sind. Es sind dies der Reihe nach die Substitutionen

4

, wooo VA
@) TP = v—i-}._T’ % = ni;
, wooo v _ .
(b") ——p = n, Tt T2:
, w’_ B (z—z)v—1
©) w P (z—zpv—1 s
’ W, .
(d) o TP = v % =ndg
7 W, — y —4 — 2 Ny —— h — .
() - —p = nv, v+)."T’ % =mns, §=ng,
/ W — 74 _ e
") " p=v, v—{—x_T'
Sie fiithren auf folgende Differentialgleichungen:
(a”) 2T+ 20T +y(2)(T*—1) = 0;
(®") 2T —y(2)(1—(z—2z) T?) = 0;
(c") 2T —y(2)(z— 22— (z—2) T?) = 0;
@”n V2 = (=72 (0—79) (v —73) (v—1y);
") 4T +27T+(q(2)—7—(q(2)+ H)T?) = 0;
, , n-+m n—m L N
() 4T+ 2% — T+ — (s(2)=x—(s(2)+»)T? = 0.

Durch die verwendeten Substitutionen sind die im AnschluB an Satz 7 erwihnten
speziellen Losungen weggefallen (sie entsprechen den Funktionen v=+/ bei (a’)
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und (e), v=%x bei (f'), v=0 bei (b") bzw. v=1/(z—z;) bei (b’) und (¢') und v=14;
bei (d").

Die verbleibenden Funktionen sind bei (d”) doppeltperiodisch (vgl. [5]) und
in den restlichen Fillen als Losungen Riccatischer Differentialgleichungen in C
meromorph. Die Residuenbedingung (R) garantiert, daBl v nur einfache Polstellen
mit ganzzahligen Residuen besitzt und daher eine logarithmische Ableitung ist. Dies
zeigt, daB3 mit v auch stets w in C meromorph ist und beweist Satz 7.

DaB tatsichlich unendlich viele Null- oder Polstellen auftreten, sei am Fall (f)
demonstriert (die Beweise in den restlichen Fillen verlaufen analog). Es geniigt zu
zeigen, daf} » unendlich viele Polstellen hat, oder, was dasselbe ist, dal3 7 einen der
Werte +1 und —1 (oder beide) unendlich oft annimmt. Nun ist aber weder T(z)=1
noch T(z)=—1 Losung von (f”), so daB nach [8] T jeden der Werte +1 und —1
unendlich oft annimmt.
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