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QUASIKONFORME FORTSETZBARKEIT,
FREDHOLMSCHE EIGENWERTE UND
GRUNSKYSCHE KOEFFIZIENTENBEDINGUNGEN

REINER KUHNAU

1. Einleitung

Die folgenden Bemerkungen sollen im AnschluB an [10] den Zusammenhang
zwischen den konformen Abbildungen mit einer quasikonformen Fortsetzung, den
Fredholmschen Eigenwerten sowie den Grunskyschen Koeflizientenbedingungen
behandeln. Dabei werden u.a. auch Eigenwertabschidtzungen, z. T1. die genauen
Eigenwerte fiir einige Kurven gewonnen.

Jeder geschlossenen Jordankurve € 146t sich bekanntlich (vgl. z. B. [18], S. 135,
[17} und dortige Literatur) durch

(M 1/2. = sup [D(h) =D~ (M/[D(h)+D* (h)}

ein ,,Fredholmscher Eigenwert” A zuordnen. Dabei durchliduft s alle durchweg
stetigen Funktionen, die auBBerhalb und innerhalb von £ jeweils harmonisch sind, und
D(h) bzw. D*(h) bezeichnet das Dirichletsche Integral von /1 beziiglich des AuBeren
bzw. Inneren von £. Es gilt /=1 genau fir ,,Quasikreise”. Bei hinreichend glatten
Kurven 148t sich bekanntlich / auch als Eigenwert bei einer klassischen Integral-
¢leichung deuten.
Wie tiblich sei nun ¥ die Klasse der schlichten konformen Abbildungen

(2) w(z) = :+£:—+

von lz|=1. Wir entwickeln jeweils
wiz)—w()
z—¢ KI=1

(3) —log

und nennen zu festem w(z)¢X den kleinsten Faktor x=1, fiir den stets
n [ i
(4) 2 aklxkxll =x > x[k
[k, =1 | =1

mit beliebigen komplexen x, giiltig ist, die ,.Grunsky-Norm” von w(z).
Wir definieren nun drei Teilklassen von ¥ (vgl. auch [i1], S. 287 fT.).
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Definition. Es sei fiir 0=x<1

a) X (x) die Gesamtheit aller w(z)€Z, bei denen eine Q-quasikonforme Fortsetz-
ung nach |z|<1 moglich ist mit x=(C—1)/(Q+1),

b) 2 (x) die Gesamtheit aller w(z)€Z, bei denen |z|=1 in eine Jordankurve
iibergeht, deren Fredholmscher Eigenwert =1/x ist,

¢) Z[x] die Gesamtheit aller w(z)€ZX, bei denen die Grunsky-Norm = ist.

In allen drei Fallen folgt w(z)=z bei »=0 (im Falle b) nach [15]). Nach [1]
gilt X (%) S Z{x), nach [10] dabei Z(x):X{x). Nach [10] (vgl. dort Ende von S.
127) gilt weiter X(x)S X[x] (die entsprechende Aussage bei glatter Bildberandung
auch in [13]). Unten werden wir schirfer X{(x)=ZX[%] beweisen, was sozusagen eine
,,innere Definition” der Fredholmschen Eigenwerte ermoglicht. X(x)CS Z[x] war
schon in [4] bewiesen worden (vgl. u.a. auch [11]); daselbst auch weitere notwendige
Bedingungen fiir Zugehorigkeit zu X (5¢) bzw. Z[x], hinreichende solche sind zusam-
mengestellt in [2]. Im folgenden sollen aus Bedingungen fiir Zugehorigkeit zu X [x]
noch Eigenwertabschitzungen gewonnen werden. In einigen Fillen ergeben sich
sogar die genauen Eigenwerte. Dies ist wohl der Mitteilung nicht unwert, da bisher
die Eigenwerte nur fiir wenige Kurven bekannt sind.

2. Bedingungen fiir > [»] und Eigenwertabschétzungen

Da in [4] bei einigen fiir 2 (x) angegebenen Ungleichungen tatsachlich nur (4)
benutzt wurde, konnen wir folgende Ungleichungen fiir X[x] notieren, was dann
allemal unter Benutzung der Invarianz von 4 bei linearer Transformation zu Eigen-
wertabschiatzungen AnlaB3 gibt.

a) Es gilt fiir |z]=1 bei w(z)€X[x] nach [4], (25) die (unscharfe) Ungleichung
(das Bild von |z]=1 ist nach [11], S. 288 eine Jordankurve)

oo

%) w(@) =zl = c()/lz] mit c(x) = f [(A—=r=2)=*—1]dr.
Wegen X
[xm2(=x) 7 dx = —x T (=X F—(1=2) [ (1—x%) " dx

rechnet man noch leicht mit der Beta- und Gammafunktion um

1

1
cG) = [[l=x)*—1]x"2dx = 1=(1=22) [ (1—x3)*dx

0

. 1-(%-;:)3(1/2, l—y = 1—yr =2
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Jedenfalls ist ¢(x) fiir x=0 analytisch mit ¢(0)=0, ¢’(0)=21log2=1,386.... Damit
haben wir in X[x] mit fiir %—~0 beschriankten O (x?)/»>

6) w(z)—z| = [1,387 x4+ 0 (x»]/|z|.
Zum Vergleich: Es gilt nach [5] in 2 (x)
@) w(z)—z| = [1,274 %+ 0 (:¥)]/|z|.

Aus (5), (6) folgt insbesondere fiir den Durchmesser D des Bildes von |z|=1 bei
w(z)€ X [x]
®) 2=)D=2+2c(x) =2+ @ log2)x+0(3).

Denn dieses Bild von [z|=1 muB in
) T—c(x) = |w| = 14+c(x)

liegen, wobei der linke Teil der Ungleichung fiir %=1/2 (entsprechend c¢(x)=1)
hinfallig wird. Dies liefert dann noch den

Satz 1. Wenn die geschlossene Jordankurve den Eigenwert 7=2 besitzt, dann
ist sie enthalten in einem konzentrischen Kreisring mit dem Radienverhdltnis
[L+e(/MY[1—c(1/A)].

Anders herum gelesen: LBt sich die Jordankurve nicht in einen konzentrischen
Kreisring mit dem Radienverhilinis [1+c(%)]/[1 —c(x)] einbetten, dann gilt A=1/x.
Diese Eigenwertabschitzung bringt natiirlich nur etwas fiir kreisnahe Jordankurven.

b) Durch eine bekannte Substitution flieBt noch aus (5) fiir w(z)€ X [x]
(10) Ww”@)Iw (2)| = 2cC)llzI(IzP= D] bei [z} =1,
dhnlich wie z. B. (4) in [6], welche Ungleichung auch in X[x] gilt.

c) Bsgilt bei |z]>1 und w(z)€X[x] nach [4] (vgl. auch [11], S. 287) die scharfe
Ungleichung

(D log w’(2)|/log 1_—112{?2" =x,
insbesondere
(12) (I=lz{7) = W(2)] = (1—|z73) 7.

Sei nun das Bild von |z]=1 eine geschlossene Jordankurve, die in Umgebung
eines ihrer Punkte aus zwei dort unter dem Winkel an zusammenstoBenden analy-
tischen Bogen besteht. Dann folgt nach (12) aus Kelloggschen Resultaten (vgl. z. B.
[201, S. 365) |1 —a|=x, falls w(z)€X[x]. Dies bringt uns

Satz 2. Ist 8 eine geschlossene Jordankurve, die in Umgebung eines ihrer Punkte
aus zwei dort unter dem Winkel an#n zusammenstofenden analytischen Bogen besteht,
dann gilt fir ihren Eigenwert
(13) A=1/11-4al
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Falls £ ein regulires n-Eck ist, liefert dies
(14) i =nj2.

Nach [1], [17] gilt iibrigens hierbei /= 1/sin (n/n). Es erscheint lohnenswert, die
Abschétzung 2=n/2 zu versuchen herzuleiten, indem eine quasikonforme Spiegelung
konstruiert wird, bei der besondere Sorgfalt den Umgebungen der Ecken gewidmet
wird. Uberhaupt scheinen allgemein Ecken bei £ einen erheblichen, i. allg. entschei-
denden EinfluB auf £ zu haben.

Dies erhellt auch durch folgendes Beispiel eines Kreisbogenzweieckes 2 mit dem
Winkel ar. Durch lineare Transformation kann man o.E.d.A. annehmen, daBB £
besteht aus der positiv reellen Achse und dem Strahl arg3=on(0<x<1) einer
3-Ebene. Durch Affinitit in der Ebene von log 3 findet man elementar eine [2)0)—11-
quasikonforme Spiegelung an £, was nach [1] 2=1|1—a| nach sich zieht. Im Verein
mit (13) haben wir damit
(15) 7. =1/l —al.

Ahnlich kénnen wir den genauen Wert von / bestimmen, falls ¥ die geschlossene
wKnickkurve' ist, die in der 3-Ebene entsteht durch 3={* (0<x=<2) aus dem Kreis
I(—1]=1 der {-Ebene. Dabei nehmen wir den Zweig, der die rechte Halbebene
Re{=0 auf den Winkelraum W abbildet, der durch larg 3/ <«7/2 definiert ist.
Dadurch hat £ in 3=0 ein Ecke des Winkels ar und ist fiir O<o <1 ,»tropfenfor-
mig”. Nach (13) ist wieder A=1/|1 —a|. Es folgt aber wieder sogar (15). Denn es
gibt eine entsprechende quasikonforme Abbildung der Vollebene auf sich. die
[C—=1]=1 in & uiberfiihrt, dabei innerhalb |{ —1|<1 konform ist. Eine solche Abbil-
dung wird ja gegeben durch die Festsetzung 3={* fiir Re3=0 und log3z=log {—
(1 —w)[log{+in] fir Rel=0. Fiir a= 1/2 erhalten wir insbesondere fiir eine Halfte
ciner Lemniskate .=2 (vgl. hierzu auch Ansitze in [3]), ebenso wie fiir den hieraus
durch Stiirzung entstehenden einen Ast einer gleichseitigen Hyperbel.

Die konstruierte quasikonforme Abbildung der Vollebene 146t noch eine groB3e
Willkiir erkennen, so daB ebenfalls (15) gilt fiir eine groBe Klasse von Kurven L,
die aus unserer ,,Knickkurve” durch Deformation innerhalb gewisser Grenzen ent-
steht. Dazu braucht in obiger Betrachtung die in der rechten Halbebene durch 3="
angesetzte Abbildung nur so abgedndert zu werden, daB die imaginire Achse un-
verandert abgebildet wird, auch die abgeinderte Abbildung in |{—1|<1 konform
ist, aber im Rest der Halbebene z. B. fiir «<1 noch [(2/a) —1]-quasikonform. Das
abgednderte £ sei also dabei das Bild von [{—1|=1. Dies lduft nach Stiirzung of-
fenbar hinaus auf die Betrachtung der [(2/x)— 1j-quasikonformen Abbildungen der
rechten Halbebene in sich, bei denen die imaginire Achse punktweis festbleibt und
rechts einer gewissen Parallelen zur imaginiren Achse Konformitit vorliegt.

d) Ganz unmittelbar ergibt sich aus [8], Folgerung 2 (vel. auch eine dort zitierte
Arbeit von J. O. McLeavey)
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Satz 3. Ist w(2)€X und zu einer stetigen schlichten Abbildung der z-Vollebene
Sortsetzbar, die Qu-quasikonform ist in |z|<R<1, Q-quasikonform in R<|z|<]1,
dann gilt mit q,=(Q,— D/(Qy+1)

. 1— ‘ —¢;)R? ..
D

insbesondere fiir q,=0 speziell w(z)€X[q,R?).

Dies kann nach [8] natiirlich noch allgemeiner formuliert werden und liefert
indirekt wieder Eigenwertabschitzungen; Resultate verwandter Tendenz in [14] und
dort zitierter Literatur. Fiir Q,<Q, folgt nur w(z)€X[q,] statt (16), und dies 1aBt
sich nicht verschirfen.

3. Die Eigenwerte der Niveaulinien der Greenschen Funktion
Zu jedem w(z)€X entstehen als Bilder von |z]=9¢=1 gewisse ,,Niveaulinien”
L(¢). deren Eigenwerte /=/i(g) wir nun studieren wollen. Falls |zj=1 in eine
Jordankurve ¢=2(1) iibergeht, wird diese mit in die Betrachtung einbezogen.

Entwickeln wir zu w(z)eX gemiB (3), so gilt fiir w(ez)/0€Z bei o=1

kel
ko=t

-k
2 U2

- k=1

(17) log [‘»’(QZ)/QI--[VW('QC)/Q] _ S

Dies liefert unmittelbar den

Satz 4. Wenn w(z)€X[x] ist, dann gili w(gz)/0€X[x/0?] zu o=1.

Ob die entsprechende Aussage fiir X (x) giiltig ist, ist unbekannt; vgl. im unter
[2] zitierten Sammelbande die sogar schwiichere Aufgabe 6.79 auf S. 360.

Auns Satz 4 fliet weiter nach Satz 1 in [10] die

Folgerung 1. Es gilt 7(0))/0i=2(0.)]05 fiir 01=0,=1. Jedenfalls ist 2.(o)
eigentlich monoton steigend.

Dabei sei bei Zulassung von ¢,=1 das Bild von |z|=1 eine Jordankurve und
hierbei in [10] die Bemerkung in Klammern am Schlu3 von S. 127 beachtet.

Die Aussage der Folgerung fiir ¢,>1 wird aufwendiger durch Variations-
betrachtungen schon in [12], S. 1209/10 hergeleitet.

Nach [15] ist Z(g) fiir ¢o=1 eine stetige Funktion. Wegen der Monotonie exi-
stiert lim A(e) fir ¢— 1. Im Verein mit der in [16] bewiesenen Halbstetigkeit liefert
dies

Folgerung 2. Die Funktion 7.(9) ist fir 9=1 stetig, falls 1= =1 in eine Jor-
dankurve iibergeht.
Nun kommen wir zum schon in der Einleitung angekiindigten
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Satz 5. Esgilt Z(x)=2X[x] fir x<1. Das heifit: Fiir jedes w(z)€Z, das auf’s
Aupere einer Jordankurve mit Eigenwert J. abbildet, ist die Grunsky-Norm=1/2.

Beweis. Entsprechend der Einleitung brauchen wir nur noch Z[x]S X (%) zu
zeigen. Sei w(z)€ X[»]. Dann ist nach Satz 4 sowie [10] (dort Satz 1) wegen der Rand-
regularitit bei w(pz)/o sicher 1/1(9)=x/0? und nach Folgerung 2 ergibt sich — wie
behauptet — 1/i=x.

Beildufig ergibt sich damit: Da X[x] zu festem x kompakt ist, gilt dies auch fiir
T {x).

Nach Folgerung 1 existiert lim A(g)/o? fiir ¢-—e. Uber diesen Grenzwert
erhalten wir noch

Satz 6. Bei der Entwicklung (2) fir w(z)€Z[x] gilt fiir o=1

e e gl % %
(18) laile = @2 (0) = lai +—-——V.Q2___1+ pEa
insbesondere
(19) lim ¢%7(0) = la .

Beweis. Die linke Seite von (18) ergibt sich aus (4) mit n=1, angewandt auf
w(oz)/9 gemif (17). Zur Herleitung der rechten Seite von (18) gehen wir aus von dem
Ausdruck der linken Seite der Grunskyschen Bedingungen fiir w(¢z)/¢ und benutzen

!am!é%/mt

2 A 0~ x'ct. X]
n ‘
= iauo ‘xﬁ‘ Z a0 x0 7 X2 Zaklo X0 1’f1|

n . 2 —
o[, 2 ol F) 20 S et
k=2

A
=
=
=

()

|
)
P

2 QT ek
{1(111!9 +Q2_1 + rz——l}k; [x %/ k.

was wir haben wollten.
Dabei benutzen wir u. a. noch die Schwarzsche Ungleichung

1l

k=2

Falls a;=0, kann man statt Satz 6 eine entsprechende schirfere Aussage iiber
das Abklingen von 1/1(g) fiir 9—< bekommen. Ist ndmlich a,=0, so erhilt man
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dhnlich wie oben

(20) VZla = 0¥ (0) = ey 212
Y1—p~2 -2

1—p0 ’
und dies kann man wiederum verschirfen, wenn noch a,=0 ist, usw.

Es bleiben bei der Funktion A(g) noch viele Fragen offen, z.B. die nach der
Existenz von //(g) oder gar die, ob 1(¢) reell-analytisch ist.

4, Zusatzbemerkungen

a) Esist nicht nur X (x)#2[x] (vgl. Einleitung), sondern man kann auch expli-
zit ein einfaches Beispiel eines Extremalproblems angeben, das in Z(x) und X{x]
verschiedene Losungen hat. Das Extremalproblem |ay|~max (vgl. (2)) wird nam-
lich nach [7] durch die scharfe Ungleichung |a,| =(2/3)» in X () gelost. Diese Unglei-
chung kann jedoch nicht in X[x] bzw. X (x) giiltig sein, da die in [7] unter (17) (dort
mit k=2, g=x) angegebenen Funktionen nach [10], §3 zu Z[»] mit jeweils einem
gewissen » = gehoren. Insbesondere kann also die Ungleichung |a/=(2/3)x
fiir die Klasse X () gar nicht allein mit den verallgemeinerten Grunskyschen Koef-
fizientenbedingungen (4) beweisbar sein — vgl. hierzu [7] unter 1V. Nach dem be-
kannten aus (4) folgenden verallgemeinerten Flachensatz gilt in Z[x] bekanntlich
Inla,|?=x2 also immerhin |a,|=x/ V2, was freilich nicht scharf sein kann. Es wiire
wiinschenswert, die Theorie der Extremalprobleme in X[x] nach Variationsmethoden
auszubauen, etwa den Ansitzen in [14] (dort weitere Literatur) folgend; auch das
Studium von Symmetrisierungsprozessen wire interessant.

Obige Betrachtung bringt indirekt auch eine Eigenwertabschitzung fiir die in
[10], §3 betrachtete dreifach symmetrische Kurve . Fiir die dort unter (11) angege-
bene Abbildung w(z) ist namlich [a,|=(2/3)r%, und dies mufl nach dem eben An-
gegebenen wegen w(z)€X[1/4] also =(1/4)/ ¥2 sein. Dies bringt

> 1,/’ = ———2;2 = 0,9428....

wobei 1/A<r? nach [10] gilt. Die Bestimmung des genauen Wertes von 2 bleibt ein
offenes Problem.

b) Im AnschluB an die Feststellung X (x)=X[x] entsteht die Frage, unter
welchen zusitzlichen Voraussetzungen eine Abbildung w(z)€Z[x] auch zu X(x)
gehort. Eine entscheidende Rolle spielen dabei wohl Eigenschaften der zum betref-
fenden Bild £ von |z]=1 gehdrenden Eigenfunktionen. Wir wollen uns im folgenden
auf analytische € beschrinken und mit F(w) die im Anschluf an Schiffer in [9]
betrachteten komplexen Eigenfunktionen bezeichnen. Das sind auferhalb £ regu-
lire Funktionen =0, die in w=eo verschwinden, fiir die F'—uF ins Innere von £
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analytisch fortsetzbar ist. wobei auf & noch Stetigkeit und damit Regularitit vorliegt.
Jetzt bezeichne u=1 irgendeinen Fredholmschen Eigenwert (also nicht nur den
kleinsten). Es giit folgende (allerdings nur hinreichende) Bedingung.

Satz 7. Wenn eine komplexe Eigenfunktion F(w) mit Eigenwert u=1 aufer-
halb von £ und innerhalb von £ jeweils schiicht ist, besitzt das zugehérige w(z) nach
izl=1 eine quasikonforme Fortsetzung mit dem konstanten Betrag 1/u der komplexen
Dilatation, und diese Abbildung ist beziiglich der auf |z|=1 gegebenen Randabbildung
die eindeutig bestimmte moglichst konforme ( =extremal quasikonforme) Abbildung.
Insbesondere kann immer héchstens zu einem Eigenwert u von 2, néimlich dem klein-
sten=14, die besagte Schlichtheit bei F(w) auftreten. Jedenfalls folgt dann aus
wi(z)€ X [x] auch w(z)€X(»), falls zum Bild von |z|=1 die besagte Schlichtheit bei
einer zugehiorigen komplexen Eigenfunktion vorliegt.

Beweis. Diese quasikonforme Fortsetzung nach [z]<I, sagen wir w*(2),
wird so geliefert. Zu z mit |z|<1 suche man denjenigen eindeutig (wegen der Schlicht-
heit von F(w) innerhalb ) bestimmten Wert w* innerhalb £ mit F(w*)=F(w(1/z)).
Die Funktion w*(z) ist offenbar beziiglich der auf Izj=1 vorliegenden Randwerte
..teichmiillersch”, so daf} die Extremalitat z. B. nach [19] folgt. Der Rest der Behaup-
tung folgt aus 1/A=x. wenn zu w(z)eine quasikonforme Fortsetzung mit der Schran-
ke x fiir den Betrag der komplexen Dilatation existiert [1].

Als Anwendung diese Satzes ergibt sich, daB zu der schon oben am Schluf} von
Zusatzbemerkung a) genannten dreifach symmetrischen Kurve fiir keine einzige
komplexe Eigenfunktion F(w) die im Satz 7 genannte Schlichtheit vorliegen kann.

Man kann tibrigens auch die SchluBweise im Beweis von Satz 7 umkehren und
aus Eigenschaften einer moglichst konformen quasikonformen Fortsetzung nach
iz =1 (namlich im wesentlichen der Eigenschaft, teichmiillersch zu sein ohne Null-
stellen des zugehdrigen quadratischen Differentials) auf eine auBerhalb und innerhalb
vom zugehdrigen £ jeweils schlichte komplexe Eigenfunktion schliefen.
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