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l. Einleitung

Die folgenden Bemerkungen sollen im AnschluB an [10] den Zusammenhang
zwischen den konformen Abbildungen mit einer quasikonformen Fortsetzung, den
Fredholmschen Eigenwerten sowie den Grunskyschen Koefiflzientenbedingungen
behandeln. Dabei werden u.a. auch Eigenwertabschätzungen, z.Tl. die genauen
Eigenwerte fiir einige Kurven gewonnen.

Jeder geschlossenen Jordankurve .8 läBt sich bekanntlich (vgl. z. B. [8], S. 135,

[7] und dortige Literatur) durch

(1) l/2 : sup lD(h)*D*(h)llLD(h)+D.(h)l

eirr ,,Fredholmscher Eigenwert" l" zuordnen. Dabei durchläaft h alle durchweg
stetigen Fur:ktionen, die auBerhalb und innerhalb von .8 jeweils harmonisch sind, und
D(h)bzw. D*(h)bezeichnet das Dirichletsche Integral von å bezi.iglich des ÄuBeren
bzw. Inneren von !. Es gilt l.=I genau fi.ir ,,Quasikreise". Bei hinreichend glatten
Kurven läBt sich bekanntlich 2 auch als Eigenwert bei einer klassischen Integral-
gleichung deuten.

Wie iiblich sei nun ^f, die Klasse der schlichten konformen Abbildunsen

(2) w(z): z+L+ ...

von lzl= I. Wir entwickeln jeweils

(3) -,.*'t?=ätt' : 
r.å,aktz-k(-l

und nennen zu festenr rr,(z)€^tr den kleinsten Faktor z<1, l'i.ir den stets

(4) I io*,***,1=rå*uyluIr,r:r I Å_-1

nrit beliebigen konrplexen ,ro giiltig ist, die ,.Grunsky-Norm" von n,(z).
Wir definieren nun drei Teilklassen von.I (vgl. auch [11]. S.287 tr).
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Definition. Es sei fiir 0<z<1

a) 2(x) die Gesamtheit aller w(z)(2, bei denen eine Q-quasikonforme Fortsetz-
ung nach lzl<1 möglich ist mit vt:(Q-l)l(8+l),

b) »(tt) die Gesamtheit aller w(z)(X, bei denen lzl:1 in eine Jordankurve
iibergeht, deren Fredholmscher Eigenwert >lfx ist,

c) »lxl die Gesamtheit aller v,(z)(Z, bei denen die Grunsky-Norm sz ist.

In allen drei Fällen folgt w(z):z bei x:O (im Falle b) nach [15]). Nach [1]

eilt »@)q»(x), nach [10] dabei »(tc)+»(x). Nach [10] (v91. dort Ende voir S.

127) gilt weiter »<r>q»[z] (die entsprechende Aussage bei glatter Bildberandung
auch in [l3]). Unten werden wir schärfer »(x):212a1 beweisen, was sozusagen eine

,,innere Definition" der Fredholmschen Eigenwerte ermö-elicht. E(t<,)aDfu<l war
schon in [4] bewiesen worden (vgl. u.a. auch [11]); daselbst auch weitere notwendige
Bedingungen fiir Zugehörigkeit zu ZQr) bzw. X[x], hinreichende solche sind zusam-
mengestellt in [2]. Im folgenden sollen aus Bedingungen fiir Zugehörigkeit zu Zltcl
noch Eigenwertabschätzungen gewonnen werden. In einigen Fällen ergetren sich
sogar die genauen Eigenwerte. Dies ist wohl der Mitteilung nicht unwert, da bisher
die Eigenwerte nur fiir wenige Kurven bekannt sind.

2. Bedingungen fiir )[z] und Eigenwertabschätzungen

Da in [4] bei einigen fnr Z@) angegebenen Ungleichungen tatsächlich nur (4)
benutzt wurde, können wir folgende Ungleichungen fiir )[z] notieren, was dann
allernal unter Benutzung der Invatianzvon l. beilinearerTransformationzuEigen-
wertabschätzungen AnlaB gibt.

a) Es gilt fiir lzl>1 bei w(z)e»fxl nach [4], (25) die (unscharfe) Ungleichung
(das Bild von lzl:l ist nach [11], S. 288 eine Jordankurve)

(s) i
l-

t(1 - i'-2) -x - ll dr

Wegen

{ .-r(tr -x2) -" clx == -x-1(1 -x2), -K_(1 - 2x) f tt-x2) -, dx

rechnet man noch leicht nrit der Beta- und Gammafunktion um

c {x)

1

-{
(.,

t(1-x2)- x - l1rc- 2 clx - 1_-( I-2Å j 11-x.) -' dx

7-x)-L-y;ffi
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Jedenfalls ist c(z) fiir r:0 analytisch mit c(01:0, c'(0):2lo92:1,386.... Damit
haben wir in Zlxl mit fiir z*0 beschränkten O(xz)lxz

(6) lw(z)-zl<1t,387 x+o(xz)1llzl.

Zum Vergleich: Es gilt nach [5] in ,(z)
(7) lw(z)- zl = 11,274 t<+o(xz)lllzl.

Aus (5), (6) folgt insbesondere fiir den Durchmesser D des Bildes von lzl:t bei
w(z)eZlxl
(8) (2 =)D 

< 2*2c(t"):2+(4log2)x*O(xz).

Denn dieses Bild von lzl :1 rnuB in

(9) l-c@) = Irl = t+c(t't)

liegen, wobei der linke Teil der Ungleichung fiir 24>ll2 (entsprechend c(x)>l)
hinfällig wird. Dies liefert dann noch den

Satz 1. Wenn die geschlossene Jordankurue den Eigenwert L>2 besitzt, dann

ist sie enthalten in einem konzentrischen Kreisring mit dem Rqdienuerhdltnis

tt+c(UDllU-c(tl1)1.
Anders herum gelesen: LäBt sich die Jordankurve nicht in einen konzentrischen

Kreisring mit dem Radienverhältnis [ +c(r)]lll-cQ<)j einbetten, dann gilt ).<11x.
Diese Eigenwertabschätzung bringt natiirlich nur etwas fiir kreisnahe Jordankurven.

b) Durch eine bekannte Substitution flieBt noch aus (5) fiir w(z)€Dlx)
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(10)

ähnlich wie z.

c) Es gilt
Ungleichung

(1 1)

insbesondere

(12)

Sei nun das Bild von lzl :1 eine geschlossene Jordankurve, die in Umgebung
eines ihrer Punkte aus zwei dort unter dem Winkel cr zusammenstoBenden a.naly-

tischen Bögen besteht. Dann fol,et nach (12) aus Kelloggschen Resultaten (vgl. z. B.

[20], S. 365) l1-al=t<, falls w(z)(E[z]. Dies bringt uns

Satz 2. Ist I eine geschlossene Jordankurue, die in Umgebung eines ihrer Punkte
aus zwei dort unter demWinkel an#TL zusammenstofJenden analyti.rchen Bögenbesteht,

dann gilt .ftir ihren Eigenwert

(1 3)

1w" (z)ltu'(z)l < 2c(x)lllri(lrl'-1)1 bei lrl = L,

B. (4) in [6], r,velche lJngleichung auch in »lx1 gilt.

bei lzl>l und w{z)€»fxl nach [a] (vgl. auch [11], S.287) die scharfe

iloe w'(z)l/log T *=x,t - lzl

(1 -lrl-')" = lu'(r)l = (1 -lzi -) -x .

i < lll- tt.
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Falls S ein reguldres n-Eck ist. liefert dies

( 1+1 { nl2.

Nach [], [l7] gilt flbrigens hierbei i>llsin(nln). Es erscheint lohnenswert, die
Abschätzung i>nl2 zu versuchen herzuleiten, indem eine quasikonforme Spiegelung
konstruiert wird, bei der besondere Sorgfalt den umgebungen der Ecken gewidmet
wird' Uberhaupt scheinen allgemein Ecken bei .8 einen erheblichen, i. allg. entschei-
denden EinfluB auf I zu haben.

Dies erhellt auch durch folgendes Beispiel eines Kreisbogennyeieckes 8 mit dem
winkel q.n. Durch lineare Transformation kann man o.E.d.A. annehmen, da8 .g
besteht aus der positiv reellen Achse und dem Strahl arg l-a.r(0-a-<-I) einer
3-Ebene. Durch Affinität in der Ebene von log 3 findet man elementar eine Lela)-tl-
quasikonforme Spiegelung an !, was nach Ul 2>1ll -el nach sich zieht. Im verein
mit (13) haben wir Carnit
(1s)

Ähntich können wir den genauen Wert von i bestimmen, falls ll die geschlossene
,,Knickkur»e" ist, die in der 3-Ebene entsteht durch 3:6' (0<z<2) aus dem Kreis
i(-ll:l der (-Ebene. Dabei nehmen wir den zweig, der die rechte Halbebene
ste(>0 auf den Winkelraum !ts abbildet, der durch iargSl=ml2 definiert ist.
Dadurch hat "8 in d:0 ein Ecke des Winkels az und ist frir Q<a<i ,,tropfenför-
mig". Nach (13) ist wieder i=lll1-al. Es folgt aber wieder sogar (15). Denn es
gibt eine entsprechende quasikonforme Abbitdung der vollebene auf sich, die
l( - I I 

:1 in .8 iiberfiihrt, dabei innerhalb l( - l l= I konform ist. Eine solche Abbil-
dung wird ja gegeben durch die Festsetzung 3:(o fi.ir lBe3>0 und lo-ea:io,e(_
(1-q)tlog(+rzl fiir fre(<O. Fiir a:112 erhaltenwirinsbesonderefiireineHälfte
einer Lemniskate A:2 (vgl. hierzu auch Ansätze in [3]), ebenso wie fiir den hieraus
durch stiirzung entstehenden einen Ast einer gleichseitigen Hyperbel.

Die konstruierte quasikonforme Abbildung der Vollebene läBt noch eine gro6e
willkiir erkennen, so daB ebenfalls (15) gilt fiir eine groBe Klasse von Kurven .g,
die aus unserer ,,Knickkurve" durch Deformation innerhalb gewisser Grenzen ent-
steht. Dazu braucht in obiger Betrachtung die in der rechten Halbebene durch 3:f
angesetzte Abbildung nur so abgeändert zu werden, daB die imaginäre Achse un-
verändert abgebildet wird, auch die abgeänderte Abbildung in l(-ll=l konform
ist,aber im Rest der Halbebene z. B. fiir a=l noch lele-il-quasikonform. Das
abgeänderte I sei also dabei das Bild von l(-l;:1. Dies läuft nach Stiirzung of-
fenbar hinaus auf die Betrachtung der l(2lu)-ll-quasikonformen Abbildungen der
rechten Halbebene in sich, bei denen die imaginäre Achse punktweis festbleibt und
rechts einer gewissen Parallelen zur imaginären Achse Konformität vorliegt.

d) Ganz unmittelbar ergibt sich aus [8], Folgerung 2 (v-ei. auch eine dort zitierte
Arbeit von J. O. Mcleavey)
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Satz 3. l.st w(z)(2 und zu einer stetigen schlicltten Abbildung cler z-Vollebene

fortsetzbcrr, clie Qr-qluasikonform ist in lzl=^R=1, Qr-qua.rikonform in ft<lzl<l ,
dann gilt mit qk:(Qk-l)l(Qk+1)

( 16)

(r7)

rt,(z)n; 
I

qrtl - q, qr).* !qr_ ql R'1
l7 - qrctz* Qr{gz- q} Rz fiir Qr= Qr,

insbesondere J'ilr qr:g speziell w(z)(Zlq2R2l.
Dies kann nach [8] natiirlich noch allgemeiner formuliert werden und liefert

indirekt wieder Eigenwertabschätzungen; Resultate verwandter Tendenz in [14] und
dortzitierter Literatur. Fid.r or-<Q, folgt nur w(z)(Dlql statt (16), und dies läBt
sich nicht verschärfen.

3. Die Bigenwerte der Niveaulinien der Greenschen Funktion

Zu jedenr w(z)CZ entstehen als Bilder von lzl:q=l gewisse ,.Niveaulinien,,
!(o), deren Eigenwerte ).:Ä@) wir nun studieren wollen. Falls lel:l in eine
Jordankurve 8:1](l) iiber-eeht, wird diese mit in die Betrachtung einbezogen.

Entwickeln wir zu w(z)CE gemäB (3), so gilt fiir w,(pz)le€Z bei p>1

*- tos -[H'' 
tozUs] :-ry (qOlol :- ; t:tirtQ-/'- t o-r(-'

i;,1: L;--L

Dies iielert unrrlitteibar den

Satz 4. Wenn v,(z)€Zlx7 ist, dann gilt w(pz)leelxlOl zu s=t.
Ob die entsprechende Aussage fnr Z@) giiltig ist, ist unbekannt; vgl. im unter

l2l zttierten Sammelbande die sogar schwächere Aufgabe 6.79 auf S. 560.
Arrs Satz 4 flieBt weiter nach Satz I in [10] die

Folgerung l. E.r gilt i(ar)lA1=),{dleZ fur Qr>Qz>1. Jeclenftrll,r isr t(g)
eigentlich monoton steigend.

Dabei sei bei Zuiassung von qz:1 das Bild von lzl:l eiqe Jordankurve und
hierbei in [10] die Bemerkun-e in Klammern am schluB von s. l2'l beachtet.

Die Aussage der Folgerung frir gr>l wird aufwendiger durch variations-
betrachtun-een schon in [2], S. 1209/10 hergeleitet.

Nach [5] ist l,(g) fiir g=l eine stetige Funktion. Wegen der Monotonie exi-
stiert linr i(q) fiir g-,1. Im Verein mit der in [16] bewiesenen Halbstetigkeit lief'ert
dies

Folgerung 2. Die Funktion ).(p) i.rt filr q>l .rtetig,.fall.s izr:l it eine Jor-
tlankurte iibergeht.

Nun kon-rmen wir zurtr schon in der Einleituns anseki.indieten
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Satz 5. Esgilt »(x):»lt<l filr x<1. Dashei/3t: Filr.iedes w(z)(Z, das auf's
ÅuJlere einet' Jordankurue mit Eigenwert )' abbildet, ist die Grunsky'Norm:lf )'.

Beweis. Entsprechend der Einleitung brauchen wir nur noch »fulaE(x) nt
zeigen.Sei w(z)€I[z]. DannistnachSatz4sowie[10](dortSatz 1)wegenderRand-
regularität bei w(qz)lg sicher U,t(q) 6xlQ', und nach Folgerung 2 ergibt sich - wie
behauptet - Il),=x.

Beiläufig ergibt sich damit: Da Zlxl zu festem z kompakt ist, gilt dies auch ftir
» (").

Nach Folgerung 1 existiert lim,l(q)/q'z fiir Q*-. Uber diesen Grenzwert
erhalten wir noch

Satz 6. Bei der Entwicklung (\ far w(z)€E[t<] gilt fiir p>l

' ya.r1 ' q2_1

linr a'l)"(o) - l,,ri.
o-+ oc

Beweis. Die linke Seite von (18) ergibt sich aus (4) mit n:1, angewandt auf
w(qz)lg gemäB (17).Zur Herleitung der rechten Seite von (18) gehen wir aus von dem

Ausdruck der linken Seite der Grunskyschen Bedingungen fiir »'(gz)/q und benutzen

lao,l=xf lrki:

ln
i 

-o 
q

=: i/r,.. g -' x?* Z axt Q-n *r QI k,l:Z

(18)

insbesondere

(1 e)

was

= l,,r.i g

i i a*tQ-rx,,a-'x,l
lk,l :1 I

-'*,-i2 
r4rooro 

-kxr Q 
-'*r[

Jt-J

-'r r., ( tt '-\2 t'

-' ir,l'= +,lårQ-k i*oil/ u) *2xo-1 r, rI o -* lr* llvi

=lb,-io-ltQ-zx 
o-2x ) rr

L 
. rr;'. r qr{ + l/qrrT}-4 lxt')lk^

wir haben wollten.
Dabei benutzen wir u. a.

o

(-å s-rlxotttr)' =

zl*,t(a4rl, I k)''' =i*, i, * å,lxrl2 I tr.

Falls at:O, kann man statt Satz 6 eine entsprechende schärfere

Abklingen von I I ),@) fi.ir g -- oo bekommen. Ist närnlich ar:O,

noch die Schwarzsche ungleichung

nnO-2n

k:2 k:2 !!'- L k:2

Aussage iiber
so erhält mandas
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ähnlich wie oben

(20) fllo,l= e'l),@) = -++4\,l,I_Q - L-Q'

und dies kann man wiederum verschärfen, wenn noch 4z:0 ist, usrv.

Es bleiben bei der Funktion /'(g) noch viele Fragen offen, z.B. die nach der

Existenz von l"'(g) oder gar die, ob /"(g) reell-analytisch ist.

4. Ztsatzbemerkungen

a) Es ist nicht nur »(x)*»lx\ (vgl. Einleitung), sondern man kann auch expli-

zit ein einfaches Beispiel eines Extremalproblems angeben. das in ZQ,c') und Elx)
verschiedene Lösungen hat. Das Extremalproblem larl+nlax (vgl. (2)) wird näm-

lich nach [7] durch die scharfe Ungleichung larl<(213)x in Z(N) gelöst. Diese Un-elei-

chung kann jedoch nicht in Ep,tl bzw. » (z) giiltig sein, da die in [7] unter (17) (dort
mit k:2, q:xJ angegebenen Funktionen nach [10], §3 zu Zfx'l mit jeweils einem

gewissen %'--?i gehören. Insbesondere kann also die Ungleichung larl=(213)x
fiir die Klasse E(x) gar nicht allein mit den verallgemeinerten Grunskyschen Koef-
fizientenbedingungen (4) beweisbar sein - vgl. hierzu [7] unter IV. Nach dem be-

kannten aus (4) folgenden verallgemeinerten Flächensatz gilt in Zlxl bekanntlich

Znlanl2<xz, also immerhin larl=rlfr, was freilich nicht scharf sein kann. Es wäre

wi.inschenswert, die Theorie der Extremalprobleme in Zltcl nach Variationsmethoden

auszubauen, etwa den Ansätzen in [14] (dort weitere Literatur) folgend; auch das

Studium von Symmetrisierungsprozessen wäre interessant.

Obige Betrachtung bringt indirekt auch eine Eigenwertabschätzun-q fiir die in

[10], §3 betrachtete dreifach symmetrische Kurve 8. Fiir die dort unter (11) ange-qe-

bene Abbildung w(z) ist nämlich larl:(213)r2, und dies muB nach dem eben An-

gegebenen wegen w(z)(Elll),1 also '-(UDll/, sein. Dies bringt

f-

2y2
aJ

a,9428.. . ,

wobei l//.<rs nach [10] gilt. Die Bestimmung des -qenauen 
Werte's von L bleibt ein

offenes Problem.

b) Im AnschluB an die Feststellung »(x)+21x1 entsteht die Frage, unter

welchen zusätzlichen Voraussetzungen eine Abbildung wlz)(Zlx) auch zu E(x)
gehört. Eine entscheidende Rolle spielen dabei wohl Eigenschaften der zum betref-
fenden Bild .8 von lzl:1 gehörenden Eigenfunktionen. Wir wollen uns im fol-eenden

auf analytische I beschränken und mit F(r,) die im AnschluB an Schiffer in [9]
betrachteten komplexen Eigenfunktionen bezeichnen. Das sind auBerhalb I regu-

läre Funktionen 10, die in w: - verschwinden, fiir die I - pF ins Innere von .8
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analytisch lortsetzbar ist, wobei auf .lJ noch Stetigkeit und damit Regularität vorliegt.
Jetzt bezeichne p>1 irgendeinen Fredholmschen Eigenwert (also nicht nur den
kleinsten). Es gilt folgende (allerdings nur hinreichende) Bedingung.

Satz l. I,I/"enn eine komplexe Eigenfunktion F(w) mit Eigenwert p>=l au!3er-
halb ron \! und iruterhalb uon I jew,eils :;chlicht ist, besitzt das zugehörige w,(z) nach

lzl-1 eine quasikonforme Fortsetzung ntit dem konstanten Betrag 1lp der komplexen
Dilatatiort, und diese Abbildung i.rt bezilglich der auf lzi:l gegebenen Ranclabbildung
clie eindeutig be,stimmte möglichst konforme (:extrernal quasikonforme) Abbildung.
In,vbesonclere kann immer höchstens zu einem Eigenwert p ton g, nämlich clent klein-
,tten:Ä. cltle besagte Schlichtheit bei F(v') auftreten. ,Ieebnfalls folgt clann aus
tt(z)(Zlxl aut'h u'(z)(Z(t<), .falls zum Bild con lzl:l die besagte Schlichtheit bei
einer zttgehörigen komplexen Eigenfunktiort uorliegt.

Bevt'ei,s. Diese quasikonforme Fortsetzung nach izl-=1, sagen wir u,*(z),
wird so geliefert. Zu z mit izl = I suche man denjenigen eindeutig (wegen der Schlicht-
heit von I (n,) innerhalb 1l) hestimmten Wert u,* innerhalb .8 mit F(le*) :F(y,Olz)).
Die F-unktion x,*(z) ist offenbar beziiglich der auf lzi : I vorliegenden Randwerte
..teichmliliersch". so da8 die Extrernalität z. B. nach [19] folgt. Der Rest der Behaup-
tun-qfolgt aus 1f )'<i,". wennzu w(z)eine quasikonformeFortsetzungmitderSchran-
ke x fiir den Betrag der komplexen Dilatation existiert [l].

Als Anrvendung diese Satzes er-eibt sich, dalSzu der schon oben am Schlu8 von
Zusatzbemerkung a) genannten dreifach symmetrischen Kurve fiir keine einzige
komplexe Eigenfunktion F(n) die im Satz 7 genannte Schlichtheit vorliegen kann.

Man kann iibrigens auch die SchluBweise irn Beweis von Satz 7 umkehren und
aus Eigenschafter-r einer möglichst konformen quasikonformen Fortsetzung nach
i;l - I 1t.,U*,ich im wesentlichen der Eigenschaft, teichmiillersch zu sein ohne Null-
stellerr des zugehörigen quadratischen Differentials) auf eine auBerhalb und innerhalb
vorn zugehörigen ! jeweils schlichte komplexe Eigenfunktion schlie8en.
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