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Einleitung

1. Periodische Lösungen yon elliptischen linearen partiellen Differential-
gleichungen mit konstanten oder periodischen Koeffizienten wurden systematisch

zuerst von P. D. Lax [6] untersucht, um mit Hilfe der erzielten Resultate gewisse

Fragen tiber die Regularität der schwachen Lösungen von Randwertproblemen
anzugreifen.

Diese Theorie ist von L. Bers und M. Schechter weitergefiihrt und vollendet
worden. Sie haben die Ergebnisse in ihrem Ubersichtsartikel iiber elliptische Dif-
ferentialgleichungen [] zusammengefaBt. Einige neuere Aspekte dazu findet man

bei J. Eells [2]. In der Arbeit [8] untersuchten L S. Louhivaara und C. G. Simader

periodische Lösungen von gewissen,,koerzitiven" linearen partiellen Differential-
gleichungen, die nicht notwendigerweise elliptisch zu sein brauchten.

In der vorliegenden Arbeit wird nun eine Methode angegeben (man vergleiche

J. J. Kohn und L. Nirenberg [5]), die die Konstruktion einer Inversen bzw. einer

verallgemeinerten Inversen von linearen partiellen Differentialoperatoren mit
konstanten Koeffizienten in der Vordergrund treten läBt.

2. Es sei Q ein (n-dimensionaler) achsenparalleler Wiirfel mit Kantenlänge
2n in R". Mit ^S bezeichnen wir die Menge der Funktionen g: Rn*C, die sich

als endliche Summen

(0.1) E @) - (2n)-ntz Z Ekei(k'x)
!:fr:

mit Fourierkoeffizienten en(C
P(D) mit konstanten komplexen
,S ist das Lösen der Gleichung

(0.2)

darstellen lassen. Fi.ir einen Differentialoperator
Koeffizienten und fi.ir ein vorge.,qebenes ,1, aus

P(D)E - {t

in § (wir sind zunächst nur an Lösungen E aus § interessiert) äquivalent dem

koskenoj
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(0.3)

Lösen des (linearen) Gleichungssystems

(pto)e)o: P(k)e*:{x
mit den Fourierkoeffizienten g* und {t*:(p(O1E)* voD E bzw. ry'. (Man ver-
gleiche etwa Louhivaara-simader [8], S. 90.)

In dem Falle, daB P(k)*O fiir alle kEZ" ist, wird

(0.4)

eine Lösung der Gleichung (0.2) bzw. (0.3) sein. Durch (0.4) ist aber auch der zu
P(D) inverse Operator B(D):(P(D))-' -it B(k):tlp(k) auf ,S erklärt. Dieser
ordnet jedem r/e § aie Funktion rp aus (0.4) zt. Es ist klar, daB B(D) kein
Differentialoperator mehr ist. Daher erweitern wir die Klasse der zulässigen Opera-
toren und haben im Titel der Arbeit die dadurch erklärten Gleichungen Pseudo-
differentialgleichungen genannt. Wir bemerken, daB diese Operatoren im allgemeinen
keine Pseudodifferentialoperatoren sind, da sie nicht pseudolokal zu sein brauchen
(man vergleiche [9]).

3. Man nehme nun anstelle eines Polynoms p eine beliebige Abbildung
A:Z'*C und erkläre mit dieser Abbildung einen Operator A(D):^S*§ durch

(efDe)r,:: A(k)Eo fiir alle k€2"

sei r/ ein vorgegebenes Element aus ,s mit den Fourierkoeffizienten *r.
Ein Element E€,S mit Fourierkoeffizienten go, ftir welches das (lineare) Gleichungs-
system

(0.6) A(k)Eo: go

erfiillt ist, nennen wir nun eine Lösung in ,S der Operatorgleichung

(0.7) A(D)E: {y.

Folglich hat die Gleichung (0.7) fiir ein festes ry'€s dann und nur dann eine
Lösungin ^S, wenn /r:0 giltfiirjedes k€2" mit A(k):g.

Ist A(k)*O ftir alle kez", so besitzt (0.7) frir jedes ry' aus .S eine eindeutig
bestimmte Lösung

(0.5)

(0.8) E(x) - (Zn)-'ntz rähri(k,x)
(Man beachte, daB wegen r/e .9 oUige Summe endlich ist.)

Im Falle, da$ A(k):O nur fiir endlich viele k(2" ist, kann man ftr die
Gleichung (0.7) eine Fredholmsche Alternative zeigen: Zu ejnem ry'€,S existiert
dann und nur dann eine Lösung in ,S; wenn /*:0 gilt fiir jedes k€2" nlit A(k):g.
Diese Lösung ist eindeutig bestimmt bis auf ein beliebiges additives Element aus
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dem endlich dimensionalen Teilraum von ,S, der von der Menge

..,{' i: {EeSl Eo * O nur fiir jene k<2" mit A(k) : gy

erzelu:gt ist. Also existiert in diesem Falle zt A(D) ein Operator ,B(D):,S*^S
derart, da8

B(D)oA(D): I-R(D)

nrit einem ,,endlichen" Operator R(D) gilt, dessen Wertemenge mit ",f' zusammen-

fällt. Der Operator B(D) ist somit eine verallgemeinerte Inverse nt A(D), :und

wir werden B(D) eine Parametrix von A(D) nennen.

4. Damit die Funktion auf der rechten Seite der Gleichung (0.7) auch auBerhalb

der Menge S gewählt werden kann, werden wir ,S in bezug auf geeignete Skalar-

produkte vervollständigen, die Operatoren auf diese Hilberträume (stetig) fort-
setzen und dann Gleichungen der Gestalt (0.7) in den erhaltenen Hilberträumen

zu lösen versuchen.

Beachtet man nun, da8 in dem Ausdruck (0.8) einer Lösung von (0.7) im Nenner

der Wert der Abbildung A atftritt und nach der Vervollständigung von ^S im

allgemeinen unendlich viele Fourierkoeffizienten des Elements der rechten Seite

von (0.7) von Null verschieden sein werden, sieht man die Notwendigkeit, die

Konvergenz der Reihe (0.8) durch konvergenzerzeugende Faktoren za etzwingen.

Aus diesem Grund wird zur beliebigen Funktion (: Z"-C eine Gewichts-

funktion (* durch 
(*(k)::(t+161'yf i'rz fiir atte k<z'

erklärt. Wir betrachten dann die Menge aller Abbildungen A:Z'*C, fiir die

mit einem festen ,'€R und mit Cy,a(R,C.,A>O die Abschätzung

lA(k)l = Cr.eel(k) fiir alle k<2"

gilt. Ftir die entsprechenden Operatoren l(D):,S*§ kann man nun in natiir-
licher Weise eine (*-Ordnung als das Infimum von allen zulässigen Potenzen l'€ R

definieren. Fiir ,€R erklären wir .ilt((*) als die Menge der Operatoten A(D),
deren (*-Ordnung kleiner oder gleich / ist. Weiter schreiben wir

il--((*):: O_d'((*)

und nennen die Operatoren aus dieser Klasse (*-glättend.

Durch Vervollständigung von ,S in bezug auf das Skalarprodukt

(E, *),,E* : rå^ C'{ (k) E otL *

mit einem positiven r€ R erhätt man nun den Hilbertralm Hi.(Q). Es stellt sich

dann heraus, daB die Operatoren aus .ilt((*) 0e nU{--}) auf Ili.(Q) stetig
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fortsetzbar sind. Die Menge dieser auf Ht-(Q) fortgesetzten Ope ratoren bczeichncn
wir mit ,il:((*), und sie bilden Hi.(Q) in Hte;'(Q) stetig ab. Dieses Erge bnis läBt
sich auch auf negative r erweitern.

5. Die Räume Hi-(Q) erweisen sich nun als angem:sscn, um in diesen die
Existenz periodischer Lösungen der Gleichung (0.7) mit Operatoren aus ,il:((.)
zu untersuchen.

Einen Operator A(D): §*,S aus der Klasse ,il'((*) nennen wir (*-elliptisch,
falls fiir die erzeugende Abbildung A:Z'-C mit zwei Konstanten C>0 und
g>0 eine Abschätzung der Form

lA(k)l =- c(t(k) fiir alle k€2" mit ikl > I
gilt. Ist der Operator A(D) (*-elliptisch, so existiert zu dem auf H'r_(Q) stetie
fortgesetzten Operator A,(D) (<il:((,,)) ein Operator B,_,(D)€,il,-!,((*) und
ein endlicher Operator R,(D)(,il;*((*) (dessen Bild endlichdimensional ist)
derart, daB

B, -,(D) o A,(D) : 1, - Å, (r)
gilt, wobei 1, der identische Operator auf Hi_(Q) ist.

6. In Abschnitt 5 werden einige Beispiele angegeben. Zunächst w'ird -eezeigt,
daB jeder hypoelliptische Differentialoperator P(D), der von einem Polynonr
P erzeugt ist, (*-elliptisch mit (*(k):(l +lP(k)12)u2 ist. Ferner werden wir zei_uen,

daB jeder t-koerzitive Differentialoperator P(D) (man vergleiche [8]) (.-elliptisch
ist. SchlieBlich wird noch eine Klasse von Integraloperatoren vom Faltungstyp
erwähnt, die in die Menge der betrachteten Operatoren fällt.

7. Jeder endliche Operator ist (ftir jedes (*) (*-glättend. In Abschnitt 6 wird
eine hinreichende Bedingung gegeben, damit ein (nicht notwendi-eerweise endlicher)
Operator (*-glättend ist.

In Abschnitt 7 wird der Zusammenhang der Kompaktheit der Einbettung
von Hi-(Q) in Lzo",(Q) und die Äquivalenz der Existenz einer Parametrix mit
der (*-Elliptizität eines Operators aus ,ilt((*) untersucht.

SchlieBlich wird in Abschnitt 8 fiir (*-elliptische Operatoren eine erweiterte
Gårdingsche Ungleichung hergeleitet. In dem Fall, daB die eben erwähnte Einbettung
kompakt ist, folgt umgekehrt aus der Gi.iltigkeit dieser Gårdingschen Ungleichung
die (*-Elliptizität.

Die Autoren möchten an dieser Stelle Herrn L S. Louhivaara fiir die Hilfe
treim Entstehen dieser Arbeit danken.
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l. Die Algebra il* (t). Der symbolische Kalkiil

1.1. Es sei S die Menge der Funktionen E: R'*C, die sich als endliche

Summen der Gestalt

(1.1) q(x): (2n)-'rz 
o)rpo"'<o'",, 

xCRn,

mit Koeffizienten g*€C darstellen lassen; d.h. zu jedem solchen E sind die
Koeffizienten <po gleich Null au8er fiir eine endliche Menge von Elementen k(2".
Die Elemente aus ,S sind auf R' beliebig oft differenzierbar und periodisch be-

ziiglich
Q:: {xl x:(rr, ...,xn)€R', -ft=xj<n, j:1,...,n}.

Fi.ir eine beliebige Abbildung (: Z'*C setzen wir

(r.2) (*(k) :: (1+ l((/.)l)1/2 fiir alle k(2,.

Die Menge der Abbildungen A:Z"*C, die mit einem festen l€R und mit
C 1, a( R, C r,,q.=0 der Abschätzung

(1.3) lA(k)l = c,.o(*(k) fiir alle k(2"

gentigen, bezeichnen wir mit S'((*). Unter ,S-((*) verstehen wir die Menge

(1.4) ,S-((*) : 
,?. 

t'((*).

Fiir ein Element ACS-(C*) definieren wir die (*-Ordnung durch

(1.5) ordr*A;: inf {/(Rl lA(k)l = C,,t(i(k) fiir alle k<2"\.

Jedes l(,S-((*) definiert nun auf ,S einen Operator

,4(D): S * S
mit

(1.6) (,qtDE)o: A(k)Eo ftir alle kez.
Der Operator A(D) ist damit wohldefiniert, da die Koeffizienten Eo nach Voraus-
setzung fiir nur endlich viele Indizes k(Z' von Null verschieden sind.

Die Menge der Operatoren A(D), die je von einer Abbildung l(S-((*)
erzetgt werden, deren (*-Ordnung kleiner oder gleich t ist, ordr*A<t, bezeichnen
wir mit .il'((*). Weiterhin setzen wir

.il*((*): 
,?**,((*).

Fiir l(§-((*) ist der Operator A(D) ein Element aus ,il-((*). Umgekehrt
existiert tnr A(D)(,il-((*) eln /( R mit A(D)<.ilt(C,_), also existiert fiir jedes

vorgegebene e>0 ein l(S'*"((*) derart, daB der von A erue\gte Operatcr
A(D) ist.
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Da ftir A(D)<.dt((,,) und B(D)<.il'(C,,) mit zwei Zalien a, P€C die Rela-
tionen uA(D)(,ilt(C) bzw. PB(D)€,il'(C*) undfolglich aA(D)+BB(D)<.il^u*t"')16*1
gelten, ist ,ilt((*) (t=-; ein komplexer linearer Raum. Fiir jedes Paar t<r=*
ist ,ilt((*) ein Unterraum von .il'(C*).

1.2. Wir wollen die Struktur einer Algebra in d*((.) einfiihren. Dafi.ir
erklären wir fiir zwei Operatoren A(D)(,il'((*) und B(D)(,{'((*) die Komposi-
tion f(D): B(D)oA(D): §*S durch

r(D): B(D)(A(D)E) ftir e€^s.

Lemma l.l. Die Komposition T(D):31p1oA(D) wird uon der durch

T(k): B(k)A(k) fiir kcz

erklärten Abbildung T : Z"-C erzeugt.

B e w ei s. Fiir E € ^S sirt (r @) E) k 
: (B (D)(A(D) E)) o 

: B (k)(A(D 
1 E) r : 3 (k) A(k) E o -

T(k)Eo.

Hiermit wird ,il*((*) eine Algebra, d.h. es gilt
1) .4-((*):U,en il'((*),
2) u.ilt(()*8,il'((;cA'19*1 fiir alle /€R und a,B(C,
3) ,il'((*)o.ilt((*)cd'*'((*) fiir alle r,tCR.
Einen Operator A(D) aus ,ilt((*) nennen wir (*-elliptisch,wennzwei Konstanten

q>0 und C=0 so existieren, daB

(1.7) lA(k)l = C('. (k) fiir alle k(Zo mit lkl > I
gilt. Im Falle ((&): lkl fiir k(2" und also ('*(k): (l+1k121'rz fällt diese Bedingung
mit der ,,iiblichen" Elliptizitätsforderung zusammen (man vergleiche Bers-
Schechter [1], S. 165, Eells [2], S. 107).

1.3. Einen Operator R(D) aus d-((*) mit ord*R: - @ nennen wir (*-
gltittend. Die Menge aller (*-g1ättenden Operatoren bezeichnen wir mit "il-*((.).
Offensichtlich gilt

d-*((*): 
D**,(c).

Einen Operator R(D)<d*((*), fiir den das Bild R(D)S von ,S endlich-
dimensional ist, nennen wir endlich.

Die endlichen Operatoren sind genau die Operatoren R(D), die je von einer
Abbildung R: Zn*C mit der Eigenschaft, daB R(k)#O nur fär endlich viele
k(2" ist, erzeugt werden.

Jeder endliche Operator ist (fiir jedes (*) (*-glättend: Denn mit E-
{k(Z'lR(k)#0} erkläre man fiir r€R die Konstante

max lR(k)l
t^, k€E I \ ''|
ufrRr(,r- 

m.
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Dann gilt die Abschätzung

ln(k)l = C,,*,e.(*(k) fiir alle k€.2,
mit jedem /€ R.

Umgekehrt braucht ein (*-glättender Operator R(D) nicht endlich sein. Als

Beispiel dafilr nehme man im Falle eines bestimmten (* den durch die Abbildung

R: Zn*c mit R(k)::exp (-l(-(r)l) erklärten operator.

Falls zu einem Operator A(D)€,il'((.) (l€R) ein Operator B(D)<il-tG*)
mit erzeugender Funktion ,B€ S-((*) und ein (*-glättender Operator R(D)€,il--(C*)
derart existieren, daB

(1.8) B(D)oA(D):1-Ä(D)

gilt, wobei 1 den identischen Operator auf ,S bezeichnet, nennen wir B(D) eine

(*-Parametrix von A(D) (man vergleiche [9], S. 60; [10], S. 4l).

1.4. Es gilt nun

Satz 1.2. Ein Operator A(D)€.ilt((*) (tcR) ist dannund nur dann(*-elliptisch,

wenn eine (*-Parametrix B(D)€il-t((*) derart existiert, da,A der in (1.8) aorkommende

Operator R(D) endlich ist.

Beweis. A. Sei zrerst A(D) (*-elliptisch. Dann wird N':{k<Zn ll(ft):O}
aufgrund von (1.7) endlich sein, und folglich existiert eine solche Konstante C', da$

1l-
EW = c'fu ftir alle k€N :: Z- N'

gilt. Die durch die Vorschrift

definierte Abbildung B: Z"

1

iB(k)l = ,'fu fiir alle k€2",

und der entsprechende Operator .B(D): §*^S ist ein Elementin "il-t((*). Anderer-

seits gehört die durch die Vorschrift

( l, k<.N"
n(k): t o, ke.N,

erklärte Abbildung R:Zt*C zu S--((*) und erzeugt somit einen endlichen

Operator R(D): §*S, fiir den bei beliebiger Wahl von g€,S

, ( Q*, k€N',
(n(D)E)*: to, k(N,

I o, k€ I{"
B(k):lh, k(^r,

* Q erftillt die Ungleichung
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gilt. Somit hat man

(t 1»1 o t 1»1 E)r : B (k) A «rrl,o r : {0i r, I2|/'
Folglich gilt B(D))A(D):I-R(D), und B(D) ist die erwiinschte (*-parametrix.

B. Zu A(D)(.il'(€*) sei .B(D)€ d-'((*) eine (*-Parametrix, und weiter gelte

B(D)oA(D): I-R(D)
mit einem endlichen Operator R(D). Somit existiert eine Abbildung R:2,,*C
und eine Konstante g=0 so, da8

R(k) :0 fiir alle kcz mit lLl = q
gilt. Also folgt

B(k)A(k): t fiir alle k€2" mit lkl = s.

Da ,B(§-'((*), hut man nach (1.3)

la(k\t : ,J- = J- r.(t l fiir lkl = e,-/t 
lB(k)l - cLB'

und der Operator A(D) ist (*-eltiptisch.

2. Die Räume H[.(q ftir r€R

2.1. Der Fall r:0. Es sei wie in 1.1 O der Periodenwiirfel in R,,. Die
Menge der auf R' definierten beliebig oft differenzierbaren Funktionen, die beziig-
lich Q periodisch sind, bezeichnen wir mit ci.,(e). Mit 23.,(e) bezeichnen
wir die Menge aller beziiglich O periodischen komplexwertigen Funktionen, die
auf dem Periodenwiirfel meBbar und quadratintegrierbar sind. Fiir -f, g(L'o",(e)
schreiben wir

u, do:: I f @)s@) dx

und lllllo:: U,ntt'. Die Menge 
a

{(2n1 - " 
t 

"t1o'' 

) 
| k € z"\

bildet beziiglich obigen Skalarproduktes eine Orthonormalbasis in L'o,,(Q). Folglich
liegt die Menge ^s aus l.l dicht in Lzn,(Q) und jedes Element f<L?o",(e) hatdie
Darstellung

"f(x): (2n)-'r' rZ fr,e4k',t, x€R,,

wobei fiir den Fourierkoeffizienten -fo, k<2",

7o : (Zn)-"t' [ fl*) e-i(k,x) dx
o

gilt.
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2.2. Der Fall r=0. Fiir eine beliebige Abbildung (:2"'C erklären wir

wieder (* -eemäB 
(1.2). Auf § definieren wir nun fiir jedes reelle r=0 durch

(2.t) (E,rlt),.r.,: 
oäCT&)Qollu

ein Skalarprodukt mit entsprechender Norm llEll',r-.
Man bemerke, daB (Q,rlt)o,a.:(Q, ry')u gilt.

Durch vervollständigen von ,s beziiglich des skalarproduktes (8, t),,e.
entsteht der Hilbertraw H'q.(Q). Zu jedem Element ueH[.(Q) existiert somit

eine Folge {E,(.)},., von Elementen 9,€S, mit lla-9,11,,(**0 fiir v*-'
Lemma 2.1. A. Fi)r O<s<r ist die Einbettung Don H[.(D in Hi"(Q) stetig:

H[.(Q)cH[.(Q). Insbesondere gilt H[.(Q)cH!.1Q): Lf;*(Q) fiir alle r>0'

B. Gilt fiir zwei Abbildungen (, und C, filr alle k(2" mit lkl=q, Q=0,
(lk)=Cz(k), so ist H[,.(Q) stetig in H{,.(Q) filr.iedes r>'0 eingebettet'

c. Fi)r.iedes u€H["(D ist durch {('*(k)uo}orr^ einElement in 12, indem Raunt

der quadratisch summierbaren Folgen in C, erkkirt. Ist umgekehrt {C'*(k)ur"}r,az"

eine Folge in f,z, so ist durch

u(.) : (2tt)-'rz 
oZ 

uoe4u'' t

ein Element in H[.(Q) definiert.

2.3. Der Fall r<0. Es gilt zunächst

Lemma 2.2. Filr alle f(Lf,*(Q):H!-(O und alle u(H[.(Q) mit r>o gilt

l(f, u),1 = ll"/'llo ll all,,E-.

Folglich wird fiir jedes feL?e",(Q) ein lineares und stetiges Funktional

l7: H[.(Q)-C durch ly@)::(f,u)o erklärt. Die Menge dieser Funktionale be-

zeichnen wir mit 9. Definieren wir fiir ein fl'ze",(Q) die Norm

(2.2)

und bezeichnen wir
so gilt

Lemma 2.3. Filr .iedes reelle r>O liegt I bezilglich der Norm lll'll|-',E.
dicht in (H[.(Q»',.

Beweis. Fiir r:0 ist die Behauptung trivial. Sei r>0. Wenn nun I nicht

dicht in (H[.(Q))' liegt, so existiert ein Funktional TIO alus dem Bidualraum

von H[_(Q) mit Kern T:9. Somit existiert ein eindeutig bestimmtes Element

illll -r,€*:- ill/rill-,,(* : su, U'!)'l
u(Hru(Q) llull''q.-

den (topologischen) I)ualraum von Htr.Q) mit (H{.(Q))',
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ucH[.(Q), mit dem T(lt7:17r2)o.fiir alle ly€9 gilt. Wegen KernT=9 folgt
(f,u)o:O för alle feL'ze",(Q) und somit a:0, was imWiderspruchzu T*O steht.

Somit gilt

Lemma 2.4. Der Raum (H[.(Q))' istisomorphzur Abschliefiungaon L?no191:
Ht.(O bezilglich der Norm ll.ll-",e_.

Fiir den AbschluB H;'(Q) (r=0) von Lf,",(Q) beziiglich der Norm ll.ll_,,(.
gilt somit

(u[.(Q))' : H<.'(Q).

Wir bemerken, da8 im Falle (*(i():(1*lkl21rrz der Raum Hru(e) mit dem
Raum ä, aus Bers-Schechter [1], S. 167, zusammenfällt. Man vergleiche auch
Louhivaara-Simader [8], S. 88.

2.4. Um die später benötigte stetige Fortsetzbarkeit eines Operators l(D): §*,S
aus ,ilt((*) auf einen Raum H[.(O (r, r€R) zeigen zu können, werden wir eine
der Formel (2.1) analoge Darstellung fiir die negative Norm herleiten: Dazu erklären
wir zuerst die r-te Potenz des Operators (*(D) filr beliebiges r( R,

durch
(2.3)

Im Falle
,S zusammen.

Ist r=0,

(2.4)

fi.ir alle g € ^S. Fiir negative

Lemma 2.5. Mit r€ R,

(\,(D): ,s * 
^s,

((:-(D) e)x :: (\(k) Eo fiir alle k€2".

r - 0 f'ällt dieser Operator mit dem identischen Operator des Raumes

so gilt gemäB (2.1) und (2.3)

llEll r,€* : ll(i (D) Ello

r zeigen wir:

r>0 gilt

(2.5) ll Ell -r,€* - ll (;' (D) Ello filr alle E€,s.

Beweis. Fiir E, {/€,S, ,1, *O gilt, weil ('*(k)*0 fiir alle k(.2" ist,

(q, t)o - ((;'(D) E, &(D) t)r.
I)araus folgt nach (2.4)

(2.6) l(E, /)olW l(r;" (D)E, (;(D)./),1

em

ein

|&@)ulo

Wegen |j*(k)*O gibt es zu jedem r/e S mit Fourierkoeffizienten ry'o immer
eindeutig bestimmtes x€^9 mit Fourierkoeffizienten xx:(i(k)tr,. ((;(D) ist

bijektiver Operator von .S auf ^S.) Aufgrund der Dichtheit von ^S in H[.(Q)
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gilt gemäB (2.6)

Nach
fiir jedes

(3.2)

l(E, f)ol

t, u"{[ *o ll/llr, r- x:Ct"(D)v,
f€s,{r*o

l(r;'(D)8, x)rl

llxllo

und

(2.7) ll E ll - r,c* : ll (;' (D) E llo '

3. Fortsetzung der Operatoren aus il* ((*) auf die Räume H{.(O)

3.1. Bisher haben wir jeder Abbildung l€s'((*) einen operator l(D): ,s*s
aJs ,ilt((*) zugeordnet. Da ftir jedes r€ R die Menge ^S dicht in H'*(Q) lieet,

werden wir nun den Operatot A(D) a;uf H'q.(Q) fortsetzen. Als Vorbereitung

dafiir geben wir

Lemma 3'1. Seien r,t(R. Filr den oon l('S'((*) erzeugten Operator

l(D): S*S gilt mit einer Konstanten C.,a

(3.1) llA(D)Ell,-,.e*= C,,ellQll,,e* filr alle 9(^§'

Beweis. Aufgrund von (1.3) gilt fiir jedes E€ ^S

llA (D) Ell? -t, (* 
: Z lA (k)l' lEol' &('- tr (k)

k €2"

'=< 12 Z lEol'(T (k) : c?,"11 Ell i,*-: vt,A 
*tz^

dem eben bewiesenen Lemma läBt sich der Operator A(D) aus ,il'(C*)

r€ R stetig zu einem stetigen Operator

A,(D), H{*(0 * H{;'(Q)

fortsetzen.
Die Menge aller Operatoren, die durch stetige Fortsetzung der Operatoren aus

d'((*),le nU{--, -} auf u;(0 entstehen, bezeichnen wir mit 'ilt((*)' Die

Operatoren der Menge il;*(C) nennen wir (*-gltittend in H[.(Q)'

3.2. Fiir l€,sr((*) und a(s"((*) ist nach Lemma 1.1 die Komposition

T(D\:31p1ol(D): §*,S der operatoren A(D)€.ilt((*) und B(D)<-{"(c+)

von der durch r@):3111111/-1 erklärten Abbildung T : Zn*C aus s'+"((*)

erzettgt.

Lemma 3.2. Die Komposition T(D)€,il'+'(C) dt'Operatoren A(D)<iltG*)
und B(D)(.d"((*) mit erzeugendm Funktionen A€.s'((*) und BQs"((*) geniigt

filr jedes r€R der Ungleichung

(3.3) llT(D)Ell,-,-"€ C",,.n,ollpll, filr alle 9€S'
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Beweis. Weil nach Lemma I.l fi.ir rp(,S

(r @) E)r : r (k) Eo : B (k) A (k) qt
gilt, ergibt sich

llT(D)Ell?-,-,: .ä_l(T(D),p)ol'(*<'-'-"t(k): Z lB(k)PlA(k)lrl,pol,(,t'-,-")(k)k<2" k€2"

= C!,rC,2,n 
oZ lVolreri{k) = C!,,,n,ullqll?,e..

Also läBt sich der operator T(D) fnr jedes r( R stetig zu einem (stetigen)
Operator T,(D) : H[.(q * H,;,- " (e) fortsetzen.

Andererseits kann man die Komposition der beiden Hilbertraumoperatoren
A,(D): H[.(q*H{;'@) und B,_,(D): H[;, (e)*n[;,-"(e) betrachten, irnd
es gilt (wegen der Dichtheit von .S in allen Räumen Hl.(e), l(R) T,(D):
B,_r(D)oA,(D) fiir jedes r€R.

Anstelle der Eigenschaft 3) der Algebra il-((*) haben wir jetzt

.il : -,(( *) ",il :(C ) c,il i I ! _,(( *).

4. Periodische Lösungen von Operatorgleichungen arfi H[_(e)

4.1. wir sind nun in der Lage, die periodischen Lösungen einer operator-
gleichung aufzusuchcn.

Problem 4.1. Es seien A,(D)(.il:(C) und f€H[.,(e). Gesucht w,ird die
Gesamtheit der Elemente ucn'e(Q) fiir die

(4.t)

silt.
A,(D)u - J

Man beachte, daB aufgrund der Konstruktion des operators l,(D) dieses
Problem der Aufgabe äquivalent isti zt einem vorgegebenen f<Hi;'(q mit
Fourierkoeffizienten f1, bestimme man die Gesamtheit aller solcher Elemente
u(H'a.(Q) mit Fourierkoeffizienten uo, daB

(4.2) A(k)uo:fo fiir atte k<2,
gilt.

Im Spezialfall, wo (*(fr):(l+lkl\uz und l(,S,((*) ein polynom mit kon-
stanten Koeffizienten ist, handelt es sich darum, periodische Lösungen von
Differentialgleichungen im Raum H, zu suchen (man vergleiche Bers-schechter
lu, s. 167).

4.2.Ist nun A(D) ein (*-elliptischer Operator aus ilr(C*), so werden wir
die Giiltigkeit der Fredholmschen Alternative fi.ir problem 4.1 mit dem auf H[.(g)
fortgesetzten Operator A,(D) zeigen.
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Wegen der (*-Elliptizität von A(D) ist die Menge 1,tr'7{k(Z"l,l1*1:g1t
endlich. Die beziiglich der Norm ll 'll,-,,<. abgeschlossene lineare Hiille der
Menge {(2n1-'t'"iro" ) l/<(N, Ni:2"-N'} (cS) bezeichne man mit 4-,.
Mft rf' bezeichnen wir den endlichdimensionalen linearen lJnterraum von ,S,

der von der Menge {(2n1-'t'"i rt"l lk(N'} aufgespannt ist. -,f ist dann in jedem

n[-(0 abgeschlossen.

Satz 4.2. Filr einen (*-elliptischen Operator A(D) aus il'((*) gilt filr
Problem 4.1 die Fredholmsche Alternatio-e: Dieses Problem hat eine Lösung dann

und nur dann, wenn fc.rq_, ist; die Löstmg ist dann bis auf ein beliebiges additioes
Element aus -{' eindeutig bestimntt.

Beweis. Wir unterscheiden zwei Fälle. A. Ist zunächst -{':0, d.h. A(k)*O
fiir alle k(Zn, so wird fiir jedes f(H[-t(Q) mit den Fourierkoeffizienten fu ein
Element u€H'u(Q) mit den Fourierkoeffizienten

definiert. Wegen der (*-Elliptizität (1.7) von A(D) eilt nämlich mit einer passenden

Konstanten C'

(4.4)

und somit
l{12

llull?,e- : Z lukl'cT (k) : Z Jln rt rrrl
k(2" k<zn l^\,\tl

= c', 
oälfklz Czo - n (D = c',ll f ll? -,, a*.

Offenbar ist das konstruierte Element u(H{.(Q) eine Lösung des Problems.
In diesem Fall ist ,q-r:H[;'(0) und die Lösung nach (4.3) eindeutig bestimmt

Qlr':0).
B. Ist nun Jr'+g und existiert zu einem f(H[;'(Q) eine Lösung u(H[.(Q)

der Gleichung (4.1), so gilt

(4,3)

(4.5)

Hieraus
so wird

(4.6)

"foLtk: ft fiir k(Z'

| 
-=(1t 

I f

wk)a = c' (,1k) f iir alle k( z^

-foLtk: ft fiir k(N

A1k)uo:10 fiir alle k€2".

folgt aber,6.:0 fiir k<N', und daher f<4-,. Ist umgekehrt .f(4-t,
wie im Fall A durch

ein Element u(Hi.(Q) definiert, das eine Lösung der Gleichung (4.1) ist.

Fi.ir g€lf' gilt gr:0 fiir k€N und weiter wegen (4.5) bzw. (4.6)

(aQlfu*s))o - A(k)(uo*gu) -J; fiir alle k(z*
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Aus A(D)u:/ und A(D)a:f folgt (l(D)(u-o))o:g und damit

g:(l1D@-u))r: A(k)(u1,-u1,) fiir alle k€.2*.

Also gilt uu-oo-j fiir ft€N und somit u-D(rf'.
4.3, Jetzt können wir Satz 4.2 mit Hilfe des Begriffes der (*-Parametrix unter

Beriicksichtigung von Satz 1.2 wie folgt neu formulieren:

Satz 4.3. Es sei A(D) ein C*-elliptischer Operator aus .ilt((*) (l€R), und
mannehme r(R. Zudemauf H'e-@) fortgesetzten Operator A,(D)Cil:((,,) existiert
ein Operator B,-,(D)(,il,!,((*) und ein endlicher Operatorl R,(D)ed;*((*) der-
art, datJ

B,-r(D) o A,(D) : I,- R (D)

gilt, wobei I, der identische Operator uon H'r_(Q) ist.

Beweis. Nach dem in 3.2 iiber die Fortsetzung der Komposition Gesagten,

setzt man nun den Operator B(D)(d-t((*) und den endlichen Operator R(D)€
il-*((*) aus dem Beweis von Satz 1.2 auf die entsprechenden Räume H[;'(Q)
bzw. H[.(Q) fort. (Ftir den endlichen Operator R(D) bleibt die Wertemenge bei
der Fortsetzung auf H[.(O unverändert.)

5. Beispiele

5.1. Jeder lineare partielle Diffeientialoperator P(D): §*^S mit konstanten
Koeffizienten gehört trivialerweise zu der Klasse .il'((*) mit (*1k;::(l+lP(Dlz)ttz.
Im Folgenden werden wir durch einige Beispiele die Klasse der (*-elliptischen Ope-
ratoren aufhellen.

5.2. Zuerst betrachten wir hypoelliptische Differentialoperatoren. Damit der
einem Polynom P(() mit konstanten komplexen Koeffizienten zugeordnete Dif-
ferentialoperator P(D) hypoelliptisch ist, ist notwendig und hinreichend, da8

(5.1) ,.r,,*ffi:O
fiir alle a(Nä, a#(0,...,0) gilt. (Man vergleiche dazu Hörmander [4], S. 99.)

Der Grad des Polynoms P sei la. Aus (5.1) folgt fir lal:rn

-. 1

1,I'ill1g16y 
: o'

r Auch in H[*(Q) heiBt ein Operator endlich, falls das Bild von äi*(O) unter diesem Ope-

rator endlichdimensional ist.
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bzw. lim1.1*-lP(Ol:-. Somit existiert eine Konstante q=0 derart, daB gilt

lP(Ol = t

fiir alle (€R' mit l(l=s. Ferner folgt fiir l(l>q

4lP(0i, = t+2lP(01+ IP(Ol'z
und somit

lP(ol =+(.(() fur alle (€.R mit l(l - pr.

Jeder hypoelliptische Differentialoperator P(D): S*S mit konstanten Ko-
effizienten ist also (*-elliptisch mit (*(k)::(1 + lf(/c)l)lt'z.

Aufgrund von Lemma 3.1 ist der Operator P,(D): H[.(Q)-H[;'(0 fiir
jedes r€ R stetig. Wegen der (*-Elliptizität des Operators P(D) ist die Fredholmsche

Alternative (Satz 4.2) anwendbar. Nach Satz 4.3 folgt fiir jeden hypoelliptischen
Operator P,(D) die Existenz einer Parametrix aus il,-'r((*).

5.3. Nun werden wir zeigen, daB jeder l-koerzitive (t€R, t=0; Differential-
operator P(D): ^S*§ mit konstanten Koeffizienten (*-elliptisch (mit 6*1k;::
(1+lr(c;1'z)irz) ist.

Ein Operator P(D) heiBt t-koerzilia (tER, ,>0), wenn zwei Konstanten
ä=0 und o=0 derart existieren, daB

(5.2) lP(k)l = Elkl'

fiir alle k(Z' mit l/cl=q gilt. (Wegen der Definition der l-Koerzitivität im ,,periodi-
schen Fall" und wegen der äquivalenten Eigenschaft sei auf [8], S. 90, verwiesen.)

Nach (5.2) gibt es ein q'=g derart, daB

IP(k)l > 1

fiir alle k€2" mit lkl=e' ist. Fiir diese fr hat man dann

rp(k)r = 
#u*p1r<11,1,r,: fie.wr.

Es sei nochbemerkt: Die Bedingung G.2) der l-Koerzitivität ist der Forderung
äquivalent, daBzlo P(D) zu,ei Konstanten .E'=0 und g'>0 existieren, mitdenen

lP (k)l = E'(1 + lklz)trz(5.3)

fiir alle k(2" mit lkl=g' gilt. Unsere Betrachtungen unterscheiden sich zu den-
jenigen von Louhivaara und Simader [8] dadurch, daB einerseits unsere Operatoren

von allgemeineren Funktionen als Polynomen erzeugt werden können und anderer-
seits die in Ungleichung (5.3) auftretende Zahl t nicht mehr positiv zu sein

braucht.
Weil es unter den /-koerzitiven Operatoren nichthypoelliptische gibt (man
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vergleiche Louhivaara und Simader [7], S. l7), glbt es auch nichthypoelliptische
Operatoren P(D), die (*-elliptisch ((*1t;:1t+lp(k)|'?)ry'z) sind.

5.4. In 5.1 zeigten wir, daB jeder partielle Differentialoperator P(D) mit
konstanten Koeffizienten zur Klasse .ilr(C) gehört, mit (*(k):(t +lP(blz)uz.
Jetzt wollen wir zeigen, daB auch eine bestimmte Klasse von Integraloperatoren in
den hier betrachteten Rahmen behandelbar ist.

Sei ./(t2o",19) mit den Fourierkoeffizienten ./i, k(2". Man erkläre mit «p€,S

(x1o1E)1x1 : - oäe1,f1,ei(k'*t.

Der Integraloperator K(D) wird somit von der Abbildun_e

mit 
K: Zn *C

K(k) :: (2n)"rzfio fi.ir alle k<Z'

erzeugt. Wegen lK(k)l=(2ri't'(*(k), mit (*(k)::(l+l.fol\t' folgt K€,S1((*)
und K(D)€.4'(C).

F' von Null ver-

(0 d() e- i(t, x) tlx

ng

^F(x):- Ifl*-0E(c)(tc.
a

endlich viele l(2" ist der Fourierkoeffizient Ft vor
denn

, - en)-nn f r@)e-i(,,4 ctx _ (2n)-ntz I( t -f@-oaaa

* (2n)-" _Z^ t ( I f(x- Oeo€'$,()-i(I, -, d() A*
o"il,: o 'ö

- (2n)*" .Z^eo I ( I f@-O e-i(k.x-() d1=)eiQ,-t,x) ctx
o"Sl,: ö'ö

- (2n)-nt2 

Z?r;e*fx ! 
,'*o-t,x) dx - (2n)'t'E,/i .

durch (5.4) ein Integraloperator

K(D): ,S * §

(rtalp)(x) :- I ro-0E(0d<
o

Wegen (5.5) gilt

die Faltu

(5.4)

Nur fiir
schieden,

(5.5) Ft

Somit ist

mit

definiert.
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6. Wertemengen glättender Operatoren

6.1. In 1.3 haben wir bemerkt, daB ein endlicher Operator R(D): §*§ (fiir
jedes (*) (*-glättend ist, also in ,il--((*) liegt. Weiter wurde in 4.3 erwähnt, daB

die Fortsetzung R,(D) von R(D) afi H'a.(Q) auch endlich und (nach 3.1) (*-
glättend in H{.(Q) ist, also in .il, -((*) liegt.

Fiir die Fortsetzung A,(D) eines endlichen Operators lR(D) ist fiir jedes

u(H[.(Q) mit den Fourierkoeffizienten up ]und mit N: {k€.2" lR(fr)10}
R,(D)u (x) : (2n)- nt 2 Z R(k) ukei(k'').

Somit ist R,(D)u fast iiberall gleich einer Funktion aus Ci",(Q), dafiir schreiben wir

R (D)u€Cfi,(Q).
Folglich hat man

(6.1) &(D)(H\.(Q)) c cfi,(o).

Diese Aussage läBt sich folgendermaBen verschärfen:

Lemma 6.1. Filr die Gewichtsfunktion (* und zu iedem a(Ni existiere ein

tn(R derart, dafi die Abschätzung

(6.2) (';(k) =- C"lk"l fiir alle k(zn

gilt. Dann besteht die Relation (6.1) fiir jeden (in H["(q) (*-glättenden Operator

R,(D).

Beweis. Da aufgrund des Sobolevschen Einbettungssatzes gilt

"Q 
ä"(0) c Cfr,(Q)

(wegen der Definition von H"(Q) und dieses Resultates vergleiche man Bers-
Schechter [], S. 167), geniigt es zu beweisen, daB för ein beliebiges Element ue H'a.(Q)

und fiir jedes a€N[ der Ausdruck D'(R,(D)u) ein Element aus Lzr",(Q) erklärt.
Dafiir haben wir zt zeigen, daB nt R,(D)u eine Folge {ry'i}i.urcS existiert mit den

beiden Eigenschaften:
1) Es gilt IlA,(D)a-rl;1;o*g fiir 7*-.
2) Fiir jedes a€Nl ist {D"ti}ir* eine Cauchyfolge in L?n",(Q).

Wegen ueH[.(Q) gibt es eine Folge {Ei}t.r.S mit der Eigenschaft

llu-Eill,,<* - 0 fi.ir j **.

Aufgrund der Definition von R(D) ist

{ti :: R,(D)Ei : R(D)qi

aus .S, und wegen Lemma 3.1 hat man weiter

ll&(D)u-tillo * 0 fi.ir i **.
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Die soeben konstruierte Folge {r/i}r.ry hat aber auch die Eigenschaft 2). Zunächst ist

(D"tLi -Dl/,)(x) : (2n)-" 2D" ( Z A(tl{«Ei)k-(E\k}et(k,4)
k€2"

: Qn)- ",' oäR(k) 
k {(E\o- @\ o} ei(k, *),

wobei die Summe endlich ist. Somit folgt wegen (6.2)

llD" {/i - D {t'll| : Z lR(k)12 k2' l@i)o- (E\ol'
k€zn

= * z B&)l'«,(k)l(E\o-(E')ol'.vq k€2"
Da R€,S--((*), gilt gemäB (1.5)

ln(k)l = C(';'"(k) fiir alle kCZ"
und somit

llD'{/i -D"{/'lli= cl 
kZ CT(k)l@\-@\rl' = Clllqi-q'117,e..

Im Falle (*(k):(l *lklz1trz fäflt der Raum H[.(q mir dem Raum H,(Q)
(aus Bers-Schechter U], S. 167) zusammen, und Bedingung (6.2) ist erfiillt, denn
es gilt fiir jedes a(No 

((r+ 1r1r;v1r'r = rk"r.

Jetzt wollen wir eine Klasse von Abbildungen angeben, die als eine Erweiterung
der Klasse der hypoelliptischen Polynome verstanden werden kann und fiir die
Bedingung (6.2) gilt.

Lemma 6.2. Sei ( eine Abbildung (:Z"tC, die denfolgenden Bedingungen

genilgt:
l) Es gibt aq€N[, ao*O und Zahlen x€R,0<x=1, Cz>O, p>0 derart, daJJ

(6.3) W = Cze*lkl)-*t,n11z fiir alte k€2,, lkl = q

gilt.
2) Zu obigem as gibt es Zahlen r6(R, Ce=O derart, dat|

(6.4) lD^((k)l = CoC?&) filr alle k(Z', lkl > p

Cilt.
Dann existieren zu jedem aQNå zwei Zahlen to(R, Co>O; mit denen Bedin-

gung (6.2) ftir alle kez" gilt.

Beweis. Wegen Voraussetzung 2) hat man

.-7# 
= ", ffi = c, Tftffiw =_ c 

',,r 
- L (k)

und weiter nach Voraussetzung 1)

Cr(1+ lftl\-xlasllz = Co(?-L(k)
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sowre

(i-, 
" 
(k) = ff O + lklz)xt'ot t 

2

fiir lkl=e. Mit einer passenden neuen Konstanten cr>0 erhält man die Ab-

schätzung

(6.5) (1-'(k) = C.(1+lkl\xtqottz fiir alle k€Z'.

Fiir alle a€N[ und fiir alle kCZ" gilt zunächst

lk"l = (1 *lklzll"lrz: ((1+ lkl2)xldott\ldlt$tdol)

und weiter wegen (6.5)
((t*-" (L))t'tlt"lnol) = Cytt @taoD lkrl.

Somit haben wir Ungleichung (6.2) mit t,:(1-re)lal/(zlaol) und Co:Cldl/('la0l)

bewiesen.

7. Kompaktheit der Einbettung von H'E.(Q) in L?n*(Q). (*-Elliptizität

7.1. Wir zeigen:

Satz7.l. Es seim r€R und t(R,t>0' Damit die Einbettung uon Hi:'(Q)
in H'a.(Q) kompakt ist, ist notwendig und hinreichend, dafi

(7.1) (,,(k) -* filr lkl *-
Cilt.

Beweis. A. Wir zeigen zunächst, daB aus (7.1) die Kompaktheit der Einbettung

von Hi!'(Q) in Hi.(Q) fotst.
Wir beginnen mit dem Beweis, da8 die Menge

1'4 p {u€Slllzll,..,,6- = 1}

in H[.(Q) präkompakt ist. Fiir jedes m€.N ist die Menge

K*:: {k€Z"l (*(k) = m)

wegen (7.1) endlich. Zu einem beliebigen uQM,

u(x) : Qn)-"tz oäuo"t'o'*',

erklären wir den ,,m-ten Abschnitt" u* d'wch

u^(x) :: Qn)-"'' 
r å^uyei(k' 

x).

Nun gilt
llu-u*ll|,e.: 2 (T&)lu*l',

k<z^-Kil
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und weiter

und wegen ("(k)=m fidrr k€Z'-K^ hat man

llu - u*,17,<. = orÅ*^l,z(,+t) 
(k) s wa, = 

J*llallS*,, 
r_ = 4 .

Somit bildet die Menge M. aller rn-ten Abschnitte von Elementen aus M fiir
m>(lle)rtt in Hi.(Q) ein e-Netz fiir die Menge M. Als eine beschränkte Menge
in einem endlich dimensionalen Teilraum von Hi.(Q) ist jedes M- präkompakt.
Die Präkompaktheit des soeben konstruierten e-Netzes ist wiederum hinreichend
(und auch notwendig) ftr die Präkompaktheit von ll in Hi.(Q). (Man vergleiche
Triebel [ 1], s. 19-21.) Mithin ist die Einbettung von niI'Q) in Hi.(e) kompakt.

B. Jetzt nehmen wir an, da8 die Einbettung von H,g!,(ey in Hi.(e) fiir je
ein r€R und te R, t>0 kompakt ist. Wir werden zeigen, daB fi.ir eine beliebige
Folge {kr\rr*cZ" mit lkrl*- die Aussage (*(k)*- gilt. Wir erklären die
Funktion ui durch

Iui(x):: 
WWsi(kt'xl.

Fiir die Fourierkoeffizienten von uj hat man dann

somit ist die Folge {ui}ir* im Hilbertraum Hi!'(Q) beschränkt und enthält
folglich eine schwach konvergente Teilfolge, die wir wieder mit {rzi}r.1y bezeichnen.
Fiir jedes E€§ mit den Fourierkoeffizienten g, ergibt sich

(uJ, e), + t, | * : tZ (2*(, +,) (D@), E, : (2r)n t z (r*+ t (k ) o * 1 
.

Weil frir ein festes e€.S der letztstehende Ausdruck fiir geniigend gro8e k, gleich
Null ist, gilt trivialerweise

(ui, e),+t,(* * O fiir j *-,
d.h. die Folge {zi}r., konvergiert in H\I,(O schwach gegen Null. Wegen der
Kompaktheit der Einbettung von Hi:'(D in Hi.(e) folgt llrzill,,r.*Q fiil 7*-.
Wegen

llujll?, e. :,äH O l@),1' : (2x)- " *fr,
hat man (mit t=0)

1

T'dLr; 
* o fiir lkil *-'

7.2, rn dem Fall, da8 die Einbettung r: H'o(Q)*Lf".12; tompakt ist, geben
wir ein zusätzliches Resultat an:
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Lemma 7.2. Es sei (:2"-C eine beliebige FunktionundfUr ein r€R, r=0,
sei die Einbettung t: Hi.(Q)*L2r.,191 tcompakt. Danngiltfiir jedes R@)e,il-*((.)
die Relation

/iIL lnttll : o'

Beweis. Nach Satz 7.1 folgt aus der Kompaktheit der Einbettung r, daB

-. 1

rJiIL (,_(k) 
: o

ist. Nun läBt sich R@)e.il--((*) nach Lemma 3.1 ftir jedes s€R stetig auf den
Raum H"c.(Q) fortsetzen. Folglich hat man fiir alle l( R und alle u€Hi.(Q) die
Ungleichung

Wählt

(7.2)

ll Ä" @) ull?, - t), c,, s C' llull?, r..

man s - 0 und - t: r t so gilt fi.ir alle u€ L\"rQ)

l[Ro(D) ull,,(* s C'll"ll}

beziehungsweise

Z lR(k)l'ff(k)lu,,l'sCz Z lrol'.
k €.zn k (zn

nun u(x) - (2n)-nl2 si (k'x) , so fol-et ftir alle k e Z"

iA(k)P(T(k) = cz

ln(/c)| = C(;'(k).

,li* In(/<)l = C,lim C;' (k) : 0.
fkl*". ' \ /' lkl*". -

7.3. Nun sind wir in der Lage, die folgende Charakterisierung der Kompaktheit
der Einbettung u Hi.(Q\- t?r",(Q) herzuleiten :

Satz 7.3. Es sei (:Z'*C eine beliebige Funktion. Damit aus der Existenz
einer (*-Parametrix eines Operators A(D)(.il'((*) (re R) immer die (*-Elliptizittit
aon A(D) folgt, ist notwendig und hinreichend, dafi die Einbettung t: Hi.(Q)tL?r*(Q)
filr wenigstens ein r(R, r>0 kompakt ist.

Beweis. A. Die Einbettung r sei kompakt. Der Operator A(D)(ilt(C*) habe
eine Parametrix B(D)(.il-'((*). Dann gibt es einen Operator R(D)("4--((.) mit

B(D)oA(r) : I-R(D)
beziehungsweise

B(k)A(k): 1-Å(k) fiir alle k(2".

Da nach Lemma 7.2 lR(k)l*0 fiir lkl*- gilt, gibt es ein q(R, q=0 so, daB

(7.3)

Wählt man

(7.4)

oder

Somit gilt
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l-lR(fr)l>ll2 fnr alle kQZ" mit lkl>g ist. Fiir diese k hat man daher

lB(,c)I1,4(k)l : 11-^R(k)l = r- ln(t)l = *
und folglich

l,l(k)l =#
Wegen B(D)ed-t((*) gilt aber nach (1.5) mit einer passenden Konstanten C

lr(k)l = CC;'@) fiir alle k(.2'.
Somit haben wir

le&)l = )e'*fu> fiir alle k(z' mit lkl - s,

d.h. A(D) ist (*-elliptisch.

B. Nun setzen wir voraus, daB die Einbettung u H'o(Q)*L2o",(Q) fiJ.r kein

r>0 kompaktist. Aus Satz7.l folgt, da8 eine Folge {k'}ir* derart existiert, daB

(lftj) beschränkt bleibt. Dann gibt es aber eine Teilfolge {ki}ir*, fiir die der

Grenzwert
(7.5) jlits (-(k, :: c' > t

existiert. Mit K bezeichnen wir die von dieser Folge {kj}r., gebildete Menge

in 2". Man erkläre die Abbildung R: Zo*C darch

t I fiir k<K,
n(k) : to fiir k<z'-K

sowie den entsprechenden Operator R(D): §*,S.

Wegen (7.5) folgt die Existenz einer Zahl q>0 derart, daB fiir alle k€K
mit lftl=q

Q.6) +=Q(k)=2C
gilt. Mit r=0 ergibt sich fiir diese ft

($)' e'.<ut =' '
und mit f<0 entsprechend

f-)'r.<ot=r.
Somit gilt ftir alle t€ R und alle k€K mit einer passenden von , abhängigen

Konstanten Cr=O
R(k) = c,(L(k).



Zur Konstruktion periodischer Lösungen von Pseudodifferentialgleichungen 215

(Man beachte, daB fiiLr k(Z'- K obige Ungleichung trivialerweise gilt.) Also ist

R(D)C.il-*((,,).
Es sei nun s€ R. Wir betrachten nun die durch

r 0 fiir k(K
A(k) : t stol frir ke.z'-K

erklärte Abbildung A:2"*C und den von A induzierten Operator l(D): ,S*,S,

der offenbar zu ,il"((*) gehört.

Ebenso erklären wir durch

t 0 fiir k(K
B (k) : 

t fr"to) fiir k(zo _ K

die Abbildung B: Z"*C sowie den durch .B induzierten Operator ,B(D): §*^S'
der offenbar zt .4-"((*) gehört.

Jetzt giltfidl alle k€2"
B(k)A(k):1-R(k)

und somit
B(D) o A(D): I-R(D).

Also hat der Operator A(D) (<,il"((.)) eine Parametrrx B(D) (e af-"16*1), aUer

A(D) ist nicht (*-elliptisch, weil A(k) auch fiir gewisse k mit beliebig groBem

lkl verschwindet.

8. Eine erweiterte Gårdingsche Ungleichung

8.1. Wir zeigen nun fiir (*-elliptische Operatoren eine erweiterte Gårdingsche

Ungleichung.

Satz 8.1. Sei r(R. Zu iedem (*-elliptischen Operator A(D) aus ,il'((*)
existieren zwei Konstanten Co>O und C1>O derart, dafr die Ungleichung

(8.1) llA(D)Ell7,e.=- Col)Ell?*,,r.-CrllEll?,e.

fiir alle A€S gilt.

Beweis. Fiir E(,S mit den Fourierkoeffizienten g* gilt nach (2.6) und Q.9)

ll A(D) Elll, r. : oäl 
A (k)1'z lq *12 ({ (k)

ftir jedes r€R. Aufgrund der (*-Elliptizität vön A(D) (man vergleiche (1.7))

hat man

Z lA (k)l'lEkl' c'i (k) = c Z lEol' (*o*n (k)
lfti;q ltl=o

:c z l*ol':l'J'*"(k)-c .z lEol'(*a+,)(k): cllEll\*,,e--c z lErl'(w'+t)(k).
*{2"' ltl-=a l&l=o
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Somit folgt

(8.2) llA (D)Elll,e. =- cllEll\ *,.q.*,ov=n(lA(k)1'z - c(T (k))lEÅ' ff (k).

Mit cr:6: und cr:6ux,ot=rl1,l1k1l'-c(T@l folgt die Giiltigkeit von (8.1).

Satz8.2. Es seien r,"r(R. Zu jedem C*-elliptischen Operator A(D)€,il'((.)
existieren zwei Konstanten Cs>O und C">0 (C" htingt aon s ab) derart, dafi

(8.3) llA(D)Ell?,e.= CollEll?*,,E--C"llEll3,E_

filr alle A(S Silt.

Beweis. Gemäfi (8.2) gilt

ll A ( D) Elll. E. = c ll E ll? *,, e. + z (l A (k)1, - c (,; (k)) lc ol, $[ (k)
l* l=P

= c ll EllT *,, e.*, Z,!ffffi lE ol, ff (x).

Mit Co:g ur6

,"r:621vffi
folgt die Behauptung.

8.2, Zn Satz 8.2 gilt die folgende Umkehrung:

Satz 8.3. Man setze uoraus, datl die Einbettung r: Hi.(Q)*L?",(Q) fAr ein
r=o kompakt ist. Jeder operator A(D)<.ilt«*), der der ungleichung (8.3) genilgt,
ist (*-elliptisch.

Beweis. Za k(Zn sei gt€,S durch

Eo (x) : (2n)- a t z 

";1*' 

x1

erklärt. Aus (8.3) folgt dann fiir s'€ R

und damit 
lA(k)Pg (k) > co(z*(r+tt (k)- cÅT'(k)

(8.4) lA(k)I, =- Co€2;(k)-CÅ2*@-n(k)

fiir alle k(Z*. Da die Einbettung r kompakt ist, folgt fiir jede reelle Zahl r, r<r,
nach Satz 7.1

(?(§-')(k) * 0 fi.ir lkl *-.
Also existiert eine reelle Zahl p>0 derart, daB

Cr(\((s+r) -') (k) = + # &)
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gilt, fiir alle lkl= e. Also folgt aus (8.4) mit s':s* /

lA(k)l, = co(T(k)- +(T@)
und somit

tA(k)l = (+)''' ('*(k), lkl3 s.
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