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ZUR KONSTRUKTION PERIODISCHER LOSUNGEN
VON PSEUDODIFFERENTIALGLEICHUNGEN
MIT HILFE VON OPERATORENALGEBREN

KARL DOPPEL und NIELS JACOB

Einleitung

1. Periodische Losungen von elliptischen linearen partiellen Differential-
gleichungen mit konstanten oder periodischen Koeffizienten wurden systematisch
zuerst von P. D. Lax [6] untersucht, um mit Hilfe der erzielten Resultate gewisse
Fragen iiber die Regularitit der schwachen LoOsungen von Randwertproblemen
anzugreifen.

Diese Theorie ist von L. Bers und M. Schechter weitergefiihrt und vollendet
worden. Sie haben die Ergebnisse in ihrem Ubersichtsartikel iiber elliptische Dif-
ferentialgleichungen [1] zusammengefaBt. Einige neuere Aspekte dazu findet man
bei J. Eells [2]. In der Arbeit [8] untersuchten I. S. Louhivaara und C. G. Simader
periodische Lésungen von gewissen ,.koerzitiven linearen partiellen Differential-
gleichungen, die nicht notwendigerweise elliptisch zu sein brauchten.

In der vorliegenden Arbeit wird nun eine Methode angegeben (man vergleiche
J. J. Kohn und L. Nirenberg [5]), die die Konstruktion einer Inversen bzw. einer
verallgemeinerten Inversen von linearen partiellen Differentialoperatoren mit
konstanten Koeffizienten in der Vordergrund treten 148t.

2. Es sei Q ein (n-dimensionaler) achsenparalleler Wiirfel mit Kantenldnge
2n in R". Mit S bezeichnen wir die Menge der Funktionen ¢: R"—C, die sich
als endliche Summen

(0.1) @ (x) = @Q2m)~"* kZ’Z Pt
E n

endl.

mit Fourierkoeffizienten ¢,€C darstellen lassen. Fiir einen Differentialoperator
P(D) mit konstanten komplexen Koeffizienten und fiir ein vorgegebenes Y aus
S ist das Losen der Gleichung

(0.2) P(D)p =y

in S (wir sind zundchst nur an Losungen ¢ aus S interessiert) 4quivalent dem
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Losen des (linearen) Gleichungssystems

0.3) (P (D) ‘P)k = P(k) o, = Yy

mit den Fourierkoeffizienten ¢, und Yi=(P(D)¢), von ¢ bzw. . (Man ver-
gleiche etwa Louhivaara—Simader [8], S. 90.)

In dem Falle, daBB P(k)=0 fiir alle k€Z" ist, wird

(0.4) () = @ny 3 s (k) itk

eine Losung der Gleichung (0.2) bzw. (0.3) sein. Durch (0.4) ist aber auch der zu
P(D) inverse Operator B(D)=(P(D))~* mit B(k)=1/P(k) auf S erklirt. Dieser
ordnet jedem €S die Funktion ¢ aus (0.4) zu. Es ist klar, daB B(D) kein
Differentialoperator mehr ist. Daher erweitern wir die Klasse der zulissigen Opera-
toren und haben im Titel der Arbeit die dadurch erklirten Gleichungen Pseudo-
differentialgleichungen genannt. Wir bemerken, daB diese Operatoren im allgemeinen
keine Pseudodifferentialoperatoren sind, da sie nicht pseudolokal zu sein brauchen
(man vergleiche [9]).

3. Man nehme nun anstelle eines Polynoms P eine beliebige Abbildung
A:Z"~C und erklire mit dieser Abbildung einen Operator A(D): S—~S durch

(0.5) (A(D) @), = A(k)p, fiir alle kezZn.

Sei Y ein vorgegebenes Element aus S mit den Fourierkoeffizienten V-
Ein Element ¢¢S mit Fourierkoeffizienten ¢,, fiir welches das (lineare) Gleichungs-
system

(0.6) AK) o = Yy
erfiillt ist, nennen wir nun eine Lésung in S der Operatorgleichung
(0.7) AD)p = .

Folglich hat die Gleichung (0.7) fiir ein festes Y¢S dann und nur dann eine
Losung in S, wenn Y, =0 gilt fiir jedes k€Z" mit A(k)=0.

Ist A(k)=0 fiir alle k€Z", so besitzt (0.7) fiir jedes  aus S eine eindeutig
bestimmte Lésung

— —nj2 'pk i(k, x)
(0.8) o(x) = (2n) kEZZ'" 1G] e .
(Man beachte, dal wegen ¥€S obige Summe endlich ist.)

Im Falle, daB A(k)=0 nur fiir endlich viele k€Z" ist, kann man fiir die
Gleichung (0.7) eine Fredholmsche Alternative zeigen: Zu einem €S existiert
dann und nur dann eine Losung in S, wenn =0 gilt fiir jedes k€Z" mit A(k)=0.
Diese Losung ist eindeutig bestimmt bis auf ein beliebiges additives Element aus
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dem endlich dimensionalen Teilraum von S, der von der Menge
N7 = {p€S| ¢, # 0 nur fiir jene k€Z" mit A(k) = 0}

erzeugt ist. Also existiert in diesem Falle zu A(D) ein Operator B(D): S—~S

derart, daf
B(D)o A(D) = I—R(D)

mit einem ,,endlichen** Operator R(D) gilt, dessen Wertemenge mit 4" zusammen-
fallt. Der Operator B(D) ist somit eine verallgemeinerte Inverse zu A(D), und
wir werden B(D) eine Parametrix von A(D) nennen.

4. Damit die Funktion auf der rechten Seite der Gleichung (0.7) auch auBerhalb
der Menge S gewihlt werden kann, werden wir S in bezug auf geeignete Skalar-
produkte vervollstindigen, die Operatoren auf diese Hilbertrdume (stetig) fort-
setzen und dann Gleichungen der Gestalt (0.7) in den erhaltenen Hilbertriumen
zu 16sen versuchen.

Beachtet man nun, daB in dem Ausdruck (0.8) einer Losung von (0.7) im Nenner
der Wert der Abbildung A4 auftritt und nach der Vervollstindigung von S im
allgemeinen unendlich viele Fourierkoeffizienten des Elements der rechten Seite
von (0.7) von Null verschieden sein werden, sicht man die Notwendigkeit, die
Konvergenz der Reihe (0.8) durch konvergenzerzeugende Faktoren zu erzwingen.
Aus diesem Grund wird zur beliebigen Funktion {:Z"-~C eine Gewichts-

funktion {, durch
Co(k) == L+ (P2 fir alle  keZ"

erkliart. Wir betrachten dann die Menge aller Abbildungen A:Z"—~C, fir die
mit einem festen #€ R und mit C, 4€R, C, ,>0 die Abschdtzung

IA(K)| = Cp 4 L5(k) fir alle  keZ"

gilt. Fiir die entsprechenden Operatoren A(D): S—~S kann man nun in natiir-
licher Weise eine {,-Ordnung als das Infimum von allen zulédssigen Potenzen 7€ R
definieren. Fiir t€ R erkliren wir «/*({,) als die Menge der Operatoren A(D),
deren {,-Ordnung kleiner oder gleich ¢ ist. Weiter schreiben wir

o= = ) ()
téER

und nennen die Operatoren aus dieser Klasse {,-glittend.
Durch Vervollstindigung von S in bezug auf das Skalarprodukt

@ Vs = 3 OGS,

mit einem positiven r€ R erhélt man nun den Hilbertraum H, (Q). Es stellt sich
dann heraus, daB die Operatoren aus &/‘({,) (1€ RU{—<}) auf Hy (Q) stetig
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fortsetzbar sind. Die Menge dieser auf Hy (Q) fortgesetzten Opcratoren bezcichnen
wir mit =;({,), und sie bilden H(Q) in H[7(Q) stetig ab. Dicses Ergebnis 146t
sich auch auf negative r erweitern.

5. Die Rdume Hj(Q) erweisen sich nun als angem:cscn, um in diesen die
Existenz periodischer Losungen der Gleichung (0.7) mit Operatoren aus 2ZX(,)
zu untersuchen.

Einen Operator A(D): S—S aus der Klasse /'({,) nennen wir { -elliptisch,
falls fiir die erzeugende Abbildung A4:Z"-C mit zwei Konstanten C =0 und
0=0 eine Abschitzung der Form

(0.8) A(K)| = Cri(k) fir alle k€Z" mit k| = o

gilt. Ist der Operator A(D) {-elliptisch, so existiert zu dem auf H! (Q) stetig
fortgesetzten Operator A,(D) (€<£/((,)) ein Operator B,_(D)csZ" ({,) und
ein endlicher Operator R/(D)es/({,) (dessen Bild endlichdimensional ist)

derart, daf3
Br—t(D)OAr(D) = ]r_Rr(D)

gilt, wobei /1, der identische Operator auf H7 (Q) ist.

6. In Abschnitt 5 werden einige Beispiele angegeben. Zunichst wird gezeigt,
daB jeder hypoelliptische Differentialoperator P(D), der von einem Polynom
P erzeugt ist, {,-elliptisch mit { (k)=(1+|P(k)[*)"/* ist. Ferner werden wir zeigen,
daB jeder r-koerzitive Differentialoperator P(D) (man vergleiche [8]) {_-elliptisch
ist. SchlieBlich wird noch eine Klasse von Integraloperatoren vom Faltungstyp
erwédhnt, die in die Menge der betrachtcten Operatoren fillt.

7. Jeder endliche Operator ist (fiir jedes {,) {,-glattend. In Abschnitt 6 wird
eine hinreichende Bedingung gegeben, damit ein (nicht notwendigerweise endlicher)
Operator { -gléttend ist.

In Abschnitt 7 wird der Zusammenhang der Kompaktheit der Einbettung
von H7(Q) in Lie,(Q) und die Aquivalenz der Existenz einer Parametrix mit
der {,-Elliptizitdt eines Operators aus /'({,) untersucht.

SchlieBlich wird in Abschnitt 8 fiir {,-elliptische Operatoren eine erweiterte
Gardingsche Ungleichung hergeleitet. In dem Fall, daB3 die eben erwithnte Einbettung
kompakt ist, folgt umgekehrt aus der Giiltigkeit dieser Géardingschen Ungleichung

die {,-Elliptizitit.

Die Autoren mochten an dieser Stelle Herrn 1. S. Louhivaara fiir die Hilfe
beim Entstehen dieser Arbeit danken.
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1. Die Algebra /> (£,). Der symbolische Kalkiil

1.1. Es sei S die Menge der Funktionen ¢: R"—C, die sich als endliche
Summen der Gestalt

(1.1) o(x)=Q2n)~" 3 @™, xcR",
kezn

mit Koeffizienten ¢,€C darstellen lassen; d.h. zu jedem solchen ¢ sind die
Koeffizienten ¢, gleich Null auBer fiir eine endliche Menge von Elementen k€Z".
Die Elemente aus S sind auf R" beliebig oft differenzierbar und periodisch be-
ziiglich

O:={x| x=(x, ..., x)ER", —n=x;<m, j=1,...,n}.
Fir eine beliebige Abbildung (: Z"—~C setzen wir
(1.2) (o(k) == (1+[C ()22 fur alle  keZ™

Die Menge der Abbildungen A:Z"—C, die mit einem festen ¢ R und mit
C, 4€R, C, 4=0 der Abschidtzung

(1.3) lA(k)| = C, (l4(k) firalle kez"
geniigen, bezeichnen wir mit S'({,). Unter S$*({,) verstehen wir die Menge
(1.4) S=(ly) = ILEJRS‘(C*).
Fiir ein Element 4€S8%({,) definieren wir die {,-Ordnung durch
(1.5) ord, A :=inf {tcR| |A(k)| = C, 4{4(k) fur alle keZ"}.
Jedes A€S~({,) definiert nun auf S einen Operator
. AD): S~ S
mit
(1.6) (A(D)o), = A(k)op, fir alle kezZm

Der Operator A(D) ist damit wohldefiniert, da die Koeffizienten ¢, nach Voraus-
setzung fiir nur endlich viele Indizes k€Z" von Null verschieden sind.

Die Menge der Operatoren A(D), die je von einer Abbildung A€S<((,)
erzeugt werden, deren {,-Ordnung kleiner oder gleich ¢ ist, ord, A=t, bezeichnen
wir mit *({,). Weiterhin setzen wir

A=) = U ()
teER

Fiir 4€S87((,) ist der Operator A(D) ein Element aus &/ ~({,). Umgekehrt
existiert fir A(D)€/™((,) ein t€R mit A(D)ELY(L,), also existiert fiir jedes
vorgegebene e¢=>0 ein A€S'**((,) derart, daB der von A erzeugte Operatcr
A(D) ist.
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Da fiir A(D)e«'({,) und B(D)€~/"({,) mit zwei Zahlen «, fcC die Rela-
tionen aA(D)e'((,) bzw. BB(D)EL"((,) und folglich aA(D)+ BB(D)€ L™ ")
gelten, ist &Z*({,) (=) ein komplexer linearer Raum. Fiir jedes Paar f<r=oo
ist &*({,) ein Unterraum von «"({,).

1.2. Wir wollen die Struktur einer Algebra in &/7({,) einfithren. Dafiir
erklaren wir fiir zwei Operatoren A(D)€/'((,) und B(D)c«"((,) die Komposi-
tion T(D)=B(D)oA(D): S-S durch

T(D)=B(D)(A(D)op) fir ¢€S.
Lemma 1.1. Die Komposition T(D)=B(D)oA(D) wird von der durch
T(k) = B(k)A(k) fir kezZ"
erklirten Abbildung T :Z"—C erzeugt.

Beweis. Fiir o€ S gilt (T(D)o),=(B(D)(A(D)@)),=B(k)(A(D)p), =B (k) A(k)p, =
T(k)py -

Hiermit wird «/~({,) eine Algebra, d.h. es gilt

D) #=C)=Urer Q)

2) a(C)+BAL () (C,) fir alle t€R und a, BEC,

3) L)oo ()L (L, fir alle r, 7€ R.

Einen Operator A(D) aus &'(,) nennen wir { -elliptisch, wenn zwei Konstanten
0¢=0 und C =0 so existieren, dal

1.7 |A(K)| = CCt(k) fir alle keZ" mit |k| = o

gilt. Im Falle {(k)=|k| fiir k€Z" und also ¢ (k)=(1+ |k[?)"/* fillt diese Bedingung
mit der ,,iiblichen* Elliptizititsforderung zusammen (man vergleiche Bers—
Schechter [1], S. 165, Eells [2], S. 107).

1.3. Einen Operator R(D) aus &~({,) mit ord,R=—< nennen wir {,-
gldttend. Die Menge aller { -glattenden Operatoren bezeichnen wir mit .o/ ~%({,).
Offensichtlich gilt

A=) = QR o (Ly)-

Einen Operator R(D)€«/<({,), fiir den das Bild R(D)S von S endlich-
dimensional ist, nennen wir endlich.

Die endlichen Operatoren sind genau die Operatoren R(D), die je von einer
Abbildung R:Z"—~C mit der Eigenschaft, daB R(k)>0 nur fiir endlich viele
keZ" ist, erzeugt werden.

Jeder endliche Operator ist (fiir jedes (,) (,-glittend: Denn mit E=
{k€Z" | R(k)=0} erklire man fiir t€ R die Konstante

max |R (k)|

Ct,R,C* = e Ea
II?EIE Gi (k)
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Dann gilt die Abschédtzung

IR(k)| = C, g, (4(k) fiir alle keZ",
mit jedem f€R.

Umgekehrt braucht ein {,-gléttender Operator R(D) nicht endlich sein. Als
Beispiel dafiir nehme man im Falle eines bestimmten {, den durch die Abbildung
R:Z"~C mit R(k):=exp (—|{(k)]) erklirten Operator.

Falls zu einem Operator A(D)€2/({,) (t€R) ein Operator B(D)c</~'({,)
mit erzeugender Funktion B€S~%((,) und ein {,-glittender Operator R(D)€/~=({,)
derart existieren, dal3
(1.8) B(D)oA(D)=I—-R(D)

gilt, wobei I den identischen Operator auf S bezeichnet, nennen wir B(D) eine
¢ -Parametrix von A(D) (man vergleiche [9], S. 60; [10], S. 41).
1.4. Es gilt nun

Satz 1.2. Ein Operator A(D)eL'((,) (t€ R) ist dann und nur dann { -elliptisch,
wenn eine { -Parametrix B(D)€ o ~'({,) derart existiert, daf} der in (1.8) vorkommende
Operator R(D) endlich ist.

Beweis. A. Sei zuerst A(D) {,-elliptisch. Dann wird N’={k€Z" | A(k)=0}
aufgrund von (1.7) endlich sein, und folglich existiert eine solche Konstante C’, daB}

1 , 1 " R
PI0] =C a0 fur alle kéN:=Z"—N

gilt. Die durch die Vorschrift

0, keN,
B(k)y=1 1
Ak)’

definierte Abbildung B: Z"—C erfiillt die Ungleichung

ke N,

IB(k)| = C’ fir alle ke€Z”,

_1
Gk (k)
und der entsprechende Operator B(D): S-S ist ein Element in &/ ~*({,)- Anderer-
seits gehort die durch die Vorschrift
. {1, keN’,

RW=10, ken,
erklirte Abbildung R:Z"—~C zu S~ =({,) und erzeugt somit einen endlichen
Operator R(D): S—S, fiir den bei beliebiger Wahl von ¢€S

q)k’ kEN,,
(R(D) ) = {0, kN,
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gilt. Somit hat man

0, ke,
(B(D)oA(D)o); = B(k)A(k) ¢, = {

¢, kEN.

Folglich gilt B(D)oA(D)=1—R(D), und B(D) ist die erwiinschte { -Parametrix.
B. Zu A(D)es'((,) sei B(D)eo/~'((,) eine { -Parametrix, und weiter gelte

B(D)oA(D) = I—R(D)

mit einem endlichen Operator R(D). Somit existiert eine Abbildung R:Z"—C
und eine Konstante ¢>0 so, daB

R(k) =0 firalle k€zZ" mit |k|=p
gilt. Also folgt
B(k)A(k) =1 firalle k€Z" mit k| > g.

Da B<S~%((,), hat man nach (1.3)
1 1

=

B(k)| — Cip
und der Operator A(D) ist { -elliptisch.

|4 (k)| = Ge(k)  fur [k = o,

2. Die Raume H; (Q) fiir rcR

2.1. Der Fall r=0. Essei wie in 1.1 Q der Periodenwiirfel in R". Die
Menge der auf R" definierten beliebig oft differenzierbaren Funktionen, die beziig-
lich Q periodisch sind, bezeichnen wir mit C,(Q). Mit L: (Q) bezeichnen
wir die Menge aller beziiglich Q periodischen komplexweriigen Funktionen, die
auf dem Periodenwiirfel meBbar und quadratintegrierbar sind. Firr f, g€ L% _(Q)

schreiben wir per
(/@0 := [[(gx)dx
und | fllo:=(f,/)*. Die Menge ¢
{2n) "2 )| ke Z")

bildet beziiglich obigen Skalarproduktes eine Orthonormalbasis in L'fm(Q). Folglich

liegt die Menge S aus 1.1 dicht in Lfm(Q) und jedes Element fELier(Q) hat die
Darstellung

S(x)=Cm="2 3 fie®D,  xcR",
kezZn
wobei fiir den Fourierkoeffizienten f, k€Z",

f = (2n)—rz/2 ff(x) e~ i) gy
Q
gilt.
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2.2. Der Fall r=0. Fiir eine beliebige Abbildung (:Z"—~C erkliren wir
wieder {, gemiB (1.2). Auf S definieren wir nun fiir jedes reelle r=0 durch

(2.1 (@, ¥),, Ly i kEZZ’" ¥ (k) P
ein Skalarprodukt mit entsprechender Norm ||, ¢, .
Man bemerke, daB (@, ¥)o ¢, = (@, ¥)o gilt.

Durch Vervollstindigen von S beziiglich des Skalarproduktes (¢, ¥), ¢,
entsteht der Hilbertraum H/(Q). Zu jedem Element u€ H{ (Q) existiert somit
eine Folge {¢,(-)},cn von Elementen ¢,€S, mit lu—@l,,~0 flir v—oo.

Lemma 2.1. A. Fir 0=s<r ist die Einbettung von H[(Q) in H;(Q) stetig:
HI(Q)CH{(Q). Insbesondere gilt H{(Q)CH.(Q)=L3,(Q) fir alle r=0.

B. Gilt fiir zwei Abbildungen (, und (, fir alle kez" mit |k|=o, 0=0,
{u(k)=Ca(k), so ist H{ (Q) stetig in H/ (Q) fiir jedes r=0 eingebettet.

C. Fiir jedes u€ H(Q) ist durch {{(K)ui}yczn €in Element in 22, in dem Raum
der quadratisch summierbaren Folgen in C, erkldrt. Ist umgekehrt {0} ¢ 2
eine Folge in (2, so ist durch

u(-) = Qn)~"* 3 ue'r)
kezZn
ein Element in H[(Q) definiert.
2.3. Der Fall r<0. Es gilt zunéchst
Lemma 2.2. Fiir alle fELier(Q):H&(Q) und alle u€H; (Q) mit r=0 gilt

(s wol = 1/ Tollulyz,-

Folglich wird fiir jedes f€L2.(Q) ein lineares und stetiges Funktional

l;: H (Q)—~C durch [p(u):=(f, u) erklart. Die Menge dieser Funktionale be-
zeichnen wir mit . Definieren wir fiir ein f€12,.(Q) die Norm

per
‘ | S W)l
(22) ilf”—r,g* = ]Hlle“r,C* = Sup 1|(f u)()‘
weHy (Q) [ull,, ¢,

und bezeichnen wir den (topologischen) Dualraum von H;(Q) mit (Hg*(Q))’,
so gilt

Lemma 2.3. Fiir jedes reelle r=0 liegt ¥ beziiglich der Norm ||-|[|_,
dicht in (HZ(Q)) .

Beweis. Fiir r=0 ist die Behauptung trivial. Sei r=0. Wenn nun £ nicht
dicht in (Hg*(Q))' liegt, so existiert ein Funktional 70 aus dem Bidualraum
von H[(Q) mit Kern TDZ. Somit existiert ein eindeutig bestimmtes Element
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ucH; (Q), mit dem T (I;)=(f, u),. fiir alle /,€% gilt. Wegen Kern TD.Z folgt
(f, u)y=0 fiir alle fELfm(Q) und somit u=0, was im Widerspruch zu 70 steht.
Somit gilt

Lemma 2.4. Der Raum (H{(Q)) ist isomorph zur Abschliefung von L% .(Q)=
H (Q) beziiglich der Norm | - ||

—=r, iy

Fiir den AbschluB H, "(Q) (r=0) von Lf,er(Q) beziiglich der Norm || -] _, ,,
gilt somit

(HL(Q) = HZ"(Q).

Wir bemerken, daB8 im Falle {,(k)=(1+[k|*"* der Raum H{ (Q) mit dem
Raum H, aus Bers—Schechter [1], S. 167, zusammenfillt. Man vergleiche auch
Louhivaara—Simader [8], S. 88.

2.4. Um die spater benoétigte stetige Fortsetzbarkeit eines Operators A(D): S-S
aus &(¢,) auf einen Raum H{ (Q) (¢, r€ R) zeigen zu konnen, werden wir eine
der Formel (2.1) analoge Darstellung fiir die negative Norm herleiten: Dazu erkliren
wir zuerst die r-te Potenz des Operators {,(D) fiir beliebiges r¢ R,

G(D): S =8,
durch
(2.3) (Cx(D)o) == ls(k) @, fiir alle keZ"

Im Falle r=0 fallt dieser Operator mit dem identischen Operator des Raumes

S zusammen.
Ist r=0, so gilt gemaB (2.1) und (2.3)

(2.4 ol = I5(D)elo
fiir alle @€S. Fiir negative r zeigen wir:

Lemma 2.5. Mit réR, r=0 gilt
(2.5) ol -1, = IEE"(D)olly  fiir alle @€S.
Beweis. Fir ¢, yesS, y20 gilt, weil {(k)=0 fir alle k€Z" ist,
(@, ¥)o = (L7 (D)o, (i (D)),

(@, ¥l (L7 (D), L (D))
Wl — 15Dl '

Daraus folgt nach (2.4)
(2.6)

Wegen ([ (k)#0 gibt es zu jedem €S mit Fourierkoeffizienten W, immer
ein eindeutig bestimmtes x€S mit Fourierkoeffizienten y, =(L(k)W,. ((J(D) ist
ein bijektiver Operator von S auf S.) Aufgrund der Dichtheit von S in H(OQ)
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gilt gemaB (2.6)

i((p’ I//)O‘ — sup ‘(C;r(D)(P9 X)Ol
VES, U=0 ”‘ﬁ”r,c* 1=C3T(D), llxllo ’
YES, P=0
und
2.7 @l -1« = 18" (D) @llo-

3. Fortsetzung der Operatoren aus /< ({,) auf die Riume H; (Q)

3.1. Bisher haben wir jeder Abbildung A€S'({,) einen Operator AD): S—S
aus '({,) zugeordnet. Da fiir jedes r¢ R die Menge S dicht in H/ (Q) liegt,
werden wir nun den Operator A4(D) auf H{ (Q) fortsetzen. Als Vorbereitung
dafiir geben wir

Lemma 3.1. Seien r,tcR. Fir den von A€S'((,) erzeugten Operator
A(D): S—S gilt mit einer Konstanten C, 4

@G.1 IADYPly e, = Call@llye, Sfiir alle  @€S.

Beweis. Aufgrund von (1.3) gilt fiir jedes Q€S
IAD) @I _re, = 2 AR @20 (k)

kezZn
= Cra 2 o0 = Challoli.

Nach dem eben bewiesenen Lemma 148t sich der Operator A(D) aus (L)
fiir jedes ré R stetig zu einem stetigen Operator

3.2 4,(D): H{(Q) ~ H{ 7' (Q)

fortsetzen.

Die Menge aller Operatoren, die durch stetige Fortsetzung der Operatoren aus
'), 1€ RU{—oo, o=} auf H[(Q) entstehen, bezeichnen wir mit Ai(,). Die
Operatoren der Menge /" ~({,) nennen wir {,-gldttend in H{ (Q).

3.2. Fiir A€S'({,) und B€S*(,) ist nach Lemma 1.1 die Komposition
T(D)=B(D)oA(D): S-S der Operatoren AD)es'((,) und B(D)EL (L)
von der durch T(k)=B(k)A(k) erklirten Abbildung 7 :Z"—~C aus ST,
erzeugt.

Lemma 3.2. Die Komposition T(D)Est*+*((,) der Operatoren A(D)ESZ'(L,)
und B(D)ESA*(C,) mit erzeugenden Funktionen Ag€ S'(¢,) und BES°(L,) geniigt
fiir jedes ré R der Ungleichung

(3.3) IT(D)oll—-s = Cs,r,a,8l 01, fiir alle ES.
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Beweis. Weil nach Lemma 1.1 fiir €S

(T(D)p) = T(k)p, = B(k) A (k) @y
gilt, ergibt sich

ITD)lF-i-s = Z (TDYQUPE2(k) = 3 [B(K)P|A(K)12]e, 22~ (k)
kézn kézn

= CSZ,BCtz,AkEZZ'" lou2C¥ (k) = C2r apllol2e, .

Also 148t sich der Operator T(D) fiir jedes r€ R stetig zu einem (stetigen)
Operator  T,(D): H{ (Q)~H[ ""*(Q) fortsetzen.

Andererseits kann man die Komposition der beiden Hilbertraumoperatoren
A,(D): H{(Q)~H[7(Q) und B,_,(D): H;"(Q)~H]'"*(Q) betrachten, und
es gilt (wegen der Dichtheit von S in allen Riumen H!(Q), IER) T,(D)=
B,_,(D)oA,(D) fiir jedes rcR.

Anstelle der Eigenschaft 3) der Algebra o/ “({,) haben wir jetzt

A (L) 0 L) © 25 (L)

4. Periodische Losungen von Operatorgleichungen auf H; (Q)

4.1. Wir sind nun in der Lage, die periodischen Lésungen einer Operator-
gleichung aufzusuchcn.

Problem 4.1. Es seien A,(D)€sZi((,) und JEH[7H(Q). Gesucht wird die
Gesamtheit der Elemente uc¢H . (Q) fur die

(4.1) A, (Dyu =j
gilt.

Man beachte, daB aufgrund der Konstruktion des Operators A,(D) dieses
Problem der Aufgabe &dquivalent ist: Zu einem vorgegebenen SEH7'(Q) mit
Fourierkoeffizienten f, bestimme man die Gesamtheit aller solcher Elemente
u€ H; (Q) mit Fourierkoeffizienten u,, daB

(4.2) Ay, = f, fiir alle  kez”

gilt.

Im Spezialfall, wo {,(k)=(1+k[*)'* und A4€S'({,) ein Polynom mit kon-
stanten Koeffizienten ist, handelt es sich darum, periodische Lésungen von
Differentialgleichungen im Raum H, zu suchen (man vergleiche Bers—Schechter
[11, S. 167).

4.2. Ist nun A(D) ein { -elliptischer Operator aus 2*((,), so werden wir
die Giiltigkeit der Fredholmschen Alternative fiir Problem 4.1 mit dem auf H .(0)
fortgesetzten Operator A,(D) zeigen.
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Wegen der { -Elliptizitit von A(D) ist die Menge N’:={k€Z"|A(k)=0}
endlich. Die beziiglich der Norm | -|,_, . abgeschlossene lineare Hiille der
Menge {2n)~"2e'* )| k€N, N:=Z"—N’} (CS) bezeichne man mit 4,_,.
Mit A4 bezeichnen wir den endlichdimensionalen linearen Unterraum von S,
der von der Menge {(2n)~"/?¢'*") | k€ N’} aufgespannt ist. 4™ ist dann in jedem

H;(Q) abgeschlossen.

Satz 4.2. Fur einen (-elliptischen Operator A(D) aus <Z'(,) gilt fir
Problem 4.1 die Fredholmsche Alternative: Dieses Problem hat eine Lisung dann
und nur dann, wenn fEN,_, ist; die Losung ist dann bis auf ein beliebiges additives
Element aus A eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir unterscheiden zwei Félle. A. Ist zundchst A7 =0, d.h. A(k)=0
fiir alle k€Z", so wird fiir jedes f€H; '(Q) mit den Fourierkoeflizienten f, ein
Element u€H/(Q) mit den Fourierkoeffizienten

S
T Ak

(4.3) " fir kez"

definiert. Wegen der {,-Elliptizitat (1.7) von A(D) gilt namlich mit einer passenden
Konstanten C’

1 1
= fir alle keZz"
|4 (k)| L (k)

4.4)

und somit

12
e, = 3wzt = 3 R e

= C? ZAPGY (0 = CP I fIF -
kezn

Offenbar ist das konstruierte Element u€H/(Q) eine Losung des Problems.
In diesem Fall ist 4, _,=H/*(Q) und die Losung nach (4.3) eindeutig bestimmt
(AN=0).

B. Ist nun A7 #0 und existiert zu einem fc H; '(Q) eine Losung uc H/ (Q)
der Gleichung (4.1), so gilt

4.5 Ak)u, =f, fur alle keZ".

Hieraus folgt aber f,=0 fiir k€N’, und daher fe#,_,. Ist umgekehrt fe.A,_,,
so wird wie im Fall A durch

S

(4.6) U, = A0

fir keN

ein Element u€ H/(Q) definiert, das eine Losung der Gleichung (4.1) ist.
Fir geA” gilt g,=0 fiir k€ N und weiter wegen (4.5) bzw. (4.6)

(AD)(u+g)) = A(k) (et gy =fi fiir alle keZ".
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Aus A(D)u=f und A(D)v=f folgt (A(D)(u—v)),=0 und damit
0=(AD)(u—0v)), = Ak)(u,—v,) fir alle kezZ"
Also gilt u,—v,=0 fiir k€ N und somit u—veAN".

4.3. Jetzt konnen wir Satz 4.2 mit Hilfe des Begriffes der {,-Parametrix unter
Beriicksichtigung von Satz 1.2 wie folgt neu formulieren:

Satz 4.3. Es sei A(D) ein { -elliptischer Operator aus Z'((,) (t€R), und
man nehme rc R. Zu dem auf H{(Q) fortgesetzten Operator A.(D)€<Z)((,) existiert
ein Operator B,_ (D)cs£((,) und ein endlicher Operator* R.(D)cs =((,) der-
art, dafp

Br—t(D) OAr(D) = ]r_Rr(D)

gilt, wobei 1, der identische Operator von H{ (Q) ist.

Beweis. Nach dem in 3.2 iiber die Fortsetzung der Komposition Gesagten,
setzt man nun den Operator B(D)€.«Z~*({,) und den endlichen Operator R(D)¢
#~((,) aus dem Beweis von Satz 1.2 auf die entsprechenden Riume H/[ *(Q)
bzw. H[ (Q) fort. (Fiir den endlichen Operator R(D) bleibt die Wertemenge bei
der Fortsetzung auf H[(Q) unverindert.)

5. Beispiele

5.1. Jeder lineare partielle Differentialoperator P(D): S—S mit konstanten
Koeffizienten gehort trivialerweise zu der Klasse «#'({,) mit { (k):=(1+|P(k)|*)">.
Im Folgenden werden wir durch einige Beispiele die Klasse der { -elliptischen Ope-
ratoren aufhellen.

5.2. Zuerst betrachten wir hypoelliptische Differentialoperatoren. Damit der
einem Polynom P(¢) mit konstanten komplexen Koeffizienten zugeordnete Dif-
ferentialoperator P(D) hypoelliptisch ist, ist notwendig und hinreichend, daf3

[P (Ol

(5.1) AL TR

fir alle a€Ng, a#(0,...,0) gilt. (Man vergleiche dazu Hormander [4], S. 99.)
Der Grad des Polynoms P sei m. Aus (5.1) folgt fir |a|=

! Auch in H[,(Q) heiBt ein Operator endlich, falls das Bild von H{(Q) unter diesem Ope-
rator endlichdimensional ist.
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bzw. lim .| P(¢)|=cc. Somit existiert eine Konstante ¢=0 derart, daB} gilt
PO =1
fiir alle ¢€R" mit |[¢|=g. Ferner folgt fir [£|=¢

4P = 1+2[P(O)|+|P(OF
und somit

[P(f)lé%C*(f) fir alle ¢€R" mit |E] = o.

Jeder hypoelliptische Differentialoperator P(D): S—S mit konstanten Ko-
effizienten ist also { -elliptisch mit { (k):=(1+|P(k)[*)'"2

Aufgrund von Lemma 3.1 ist der Operator P.(D): HC’*(Q)»HC’*‘I(Q) fiir
jedes ré R stetig. Wegen der {,-Elliptizitit des Operators P(D) ist die Fredholmsche
Alternative (Satz 4.2) anwendbar. Nach Satz 4.3 folgt fiir jeden hypoelliptischen
Operator P,(D) die Existenz einer Parametrix aus ,_y((,).

5.3. Nun werden wir zeigen, daBl jeder z-koerzitive (¢€ R, t=0) Differential-
operator P(D): S—S mit konstanten Koeffizienten ( -elliptisch (mit {,(k):=
(1+|P(k)[2)1?) ist.

Ein Operator P(D) heiBit t-koerzitiv (t€ R, t=0), wenn zwei Konstanten
E=0 und ¢=0 derart existieren, daB

(5.2) |P(k)| = E|k[*

fiir alle k€Z" mit |k|=g gilt. (Wegen der Definition der -Koerzitivitat im ,,periodi-
schen Fall*“ und wegen der dquivalenten Eigenschaft sei auf [8], S. 90, verwiesen.)
Nach (5.2) gibt es ein ¢’=0 derart, daBl

|P(k) =1
fiir alle k€Z" mit |k|=g" ist. Fiir diese k£ hat man dann

= __L 2\1/2 — L
|P(k)| = 2 (1+[PR)) 73 Le(R).

Es sei noch bemerkt: Die Bedingung (5.2) der -Koerzitivitit ist der Forderung
dquivalent, daBB zu P(D) zwei Konstanten E'=0 und ¢'=0 existieren, mit denen

(5.3) |P(k)| = E"(1+]k|?)

fiir alle k€Z" mit |k|=¢" gilt. Unsere Betrachtungen unterscheiden sich zu den-
jenigen von Louhivaara und Simader [8] dadurch, daB einerseits unsere Operatoren
von allgemeineren Funktionen als Polynomen erzeugt werden koénnen und anderer-
seits die in Ungleichung (5.3) auftretende Zahl ¢ nicht mehr positiv zu sein
braucht.

Weil es unter den t-koerzitiven Operatoren nichthypoelliptische gibt (man
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vergleiche Louhivaara und Simader [7], S. 17), gibt es auch nichthypoelliptische
Operatoren P(D), die { -elliptisch ({,(k)=(1+|P(k)[*)"/?) sind.

5.4. In 5.1 zeigten wir, daB jeder partielle Differentialoperator P(D) mit
konstanten Koeffizienten zur Klasse &/%((,) gehédrt, mit ¢, (k)=(1+|P(k)*)"2
Jetzt wollen wir zeigen, dal auch eine bestimmte Klasse von Intcgraloperatoren in
den hier betrachteten Rahmen behandelbar ist.

Sei feL2 (Q) mit den Fourierkoeffizienten f,, k€Z". Man erklire mit ¢€S
die Faltung

(5.4) F) = [fx=9p(&)de,
Q

Nur fiir endlich viele /€Z" ist der Fourierkoeffizient F, von F von Null ver-
schieden, denn

(55 F=0Q0™" [Fxe dx=2n)~"2 [( [fx=8e(&)d)e it dx
Q Q Q

=@ > Q/ (Qf =8 @ ei® =10 4g) dx

endl.

= (2n)—nk€227" @0 Qf(fo(x_é)e—i(k.x—i) dé] eitk=1x)

endl.

=@ 3 gufe [0 dx = Q).
Q

endl.
Somit ist durch (5.4) ein Integraloperator
KD): S~ S
(KD 9)(x) = [ fx—)o(@)de
Q
definiert. Wegen (5.5) gilt
(KD)9)(x) == 3 pifye.

Der Integraloperator K(D) wird somit von der Abbildung

K:7Z"-C
mit
K(k) .= Qm)"*f, fiir alle kcZ"

erzeugt. Wegen |K(k)|=Q2n)"*C (k), mit {(k):=(1+[f[>"* folgt KESYL,)
und K(D)eYL,).
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6. Wertemengen gléittender Operatoren

6.1. In 1.3 haben wir bemerkt, daB ein endlicher Operator R(D): S—S (fiir
jedes ¢,) (,-glattend ist, also in &/ ~((,) liegt. Weiter wurde in 4.3 erwéhnt, daBl
die Fortsetzung R,(D) von R(D) auf H/(Q) auch endlich und (nach 3.1) {,-
glittend in H/(Q) ist, also in /7 %({,) liegt.

Fiir die Fortsetzung R,(D) eines endlichen Operators R(D) ist fiir jedes
u€ HI(Q) mit den Fourierkoeffizienten u, und mit N={k€Z" | R(k)=0}

R,(D)u(x) = (2n)~"% 3 R(k)u,e'®.
Ken

Somit ist R,(D)u fast iiberall gleich einer Funktion aus C.(Q), dafiir schreiben wir

R, (D)u€Ce ().
Folglich hat man

6.1) R.(D)(H;,(Q)) © G (Q).
Diese Aussage 148t sich folgendermaBen verscharfen:

Lemma 6.1. Fir die Gewichtsfunktion {, und zu jedem aCNy existiere ein
t,£ R derart, daff die Abschitzung

6.2) {«(k) = C,|k*| fiir alle keZ"
gilt. Dann besteht die Relation (6.1) fiir jeden (in HC’*(Q)) { -gléttenden Operator
R,(D).

Beweis. Da aufgrund des Sobolevschen Einbettungssatzes gilt

N Hy(Q) c G5 (D)
SER

(wegen der Definition von H,(Q) und dieses Resultates vergleiche man Bers—
Schechter [1], S. 167), geniigt es zu beweisen, daB fiir ein beliebiges Element u€ H;(Q)
und fiir jedes a€N? der Ausdruck D*R,(D)u) ein Element aus Lger(Q) erklart.
Dafiir haben wir zu zeigen, daB zu R/(D)u eine Folge {y’}; yCS existiert mit den
beiden Eigenschaften:

1) Esgilt |R(D)u—ylq—~0 fiir j—oo.

2) Fiir jedes a€Ny ist {D*y’}; .y eine Cauchyfolge in L2, (Q).

Wegen ucH/(Q) gibt es eine Folge {¢’};en=S mit der Eigenschaft

lu—@ill,, ~0 fir j—oo.
Aufgrund der Definition von R(D) ist
¥/ := R,(D)¢’ = R(D)¢’
aus S, und wegen Lemma 3.1 hat man weiter

IR (D)u—yillo ~0 fiir j —ce.
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Die soeben konstruierte Folge {§/’}; .y hat aber auch die Eigenschaft 2). Zunéchst ist
DY =Dy (x) = (2m)~" 2D* (k EZZ R(k){(¢))—(@")}e'®»)
= @07 3 RO (o) (e,

wobei die Summe endlich ist. Somit folgt wegen (6.2)

1D* g7 —D*y!|| = kEZZ" IR K™ (07— (@)

= 25 2 IROFE W) (0@
Da ReS™=((,), gilt gemdl (1.5)

|R(k)| = Cl (k) fir alle kezZ™
und somit
1D*yi—D*y!|§ = CékEZZ" R (@ —(@)l* = Clllo?—¢'l7 ...

Im Falle {(k)=(14+|k[>)"/* fillt der Raum H/(Q) mit dem Raum H,(Q)
(aus Bers—Schechter [1], S. 167) zusammen, und Bedingung (6.2) ist erfiillt, denn
es gilt fiir jedes a€N,

(U Kl = e

Jetzt wollen wir eine Klasse von Abbildungen angeben, die als eine Erweiterung

der Klasse der hypoelliptischen Polynome verstanden werden kann und fiir die
Bedingung (6.2) gilt.

Lemma 6.2. Sei { eine Abbildung (: Z"—~C, die den folgenden Bedingungen
geniigt:
1) Es gibt 04Ny, 0y#0 und Zahlen »€R, O<x=1, C,=0, ¢=0 derart, daf

6.3) |D—1£(CI—€()—IICE = Cy(1+|kD)~*=l2  fiir alle keZ", |k| = ¢
gilt.
2) Zu obigem o, gibt es Zahlen ry¢ R, Cy=0 derart, dafy
6.4) [D* (k)| = Colio(k) fiir alle keZ", k| = o
gilt.

Dann existieren zu jedem «€Ny zwei Zahlen t,£R, C,=0; mit denen Bedin-
gung (6.2) fiir alle keZ" gilt.

Beweis. Wegen Voraussetzung 2) hat man

|D= L (k)| Bl Lo )
O] L@~ 7 A+ICRP)E

und weiter nach Voraussetzung 1)

Cao(L+[k[)=I01/2 = Co (=1 (k)

=G,

Gl (k)
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sowie
horo ) = g (- Kyl
@

fir |k|>¢. Mit einer passenden neuen Konstanten C;>0 erhélt man die Ab-
schiatzung

(6.5) G-ro(k) = Cy(L+k|D)*%2  fir alle  k€Z™
Fiir alle a€N und fiir alle k€Z" gilt zundchst
k*| = (L+ kB2 = ((1+ |k|2)xlaol/2)lall(ulaol)

und weiter wegen (6.5)
(G (k))lal/(nlaol) = el (xlaoD) ||,

Somit haben wir Ungleichung (6.2) mit #,=(1—ro)x|/(%|a]) und C, =Col/laD
bewiesen.

7. Kompaktheit der Einbettung von H; (Q) in Lier(Q). { ~Elliptizitit

7.1. Wir zeigen:

Satz 7.1. Es seien r€ R und t€R, t=0. Damit die Einbettung von HZ:‘(Q)
in H(Q) kompakt ist, ist notwendig und hinreichend, daf

(7.1 {a(k) oo fiir  [k| »eo
gilt.

Beweis. A. Wir zeigen zunichst, daB aus (7.1) die Kompaktheit der Einbettung
von H:(Q) in Hy(Q) folgt.
Wir beginnen mit dem Beweis, daB die Menge

M := {u€S||ully1ez, = 1}

in H{ (Q) prikompakt ist. Fir jedes meN ist die Menge
Ky = {k€Z"| L(k) < m}

wegen (7.1) endlich. Zu einem beliebigen u€M,

u(x) = Qu)~"* 3 ue'®),
kezn

erklaren wir den ,,m-ten Abschnitt u, durch

U, () = Qu)~"2 3 e,
kéK,,

Nun gilt
lu—slfe, = 2 CFE)|wl
keZ"—K,,
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und wegen { (k)=m fir k€Z"—K, hat man
1 1 1

T [ty = =g lullPer e = o

lu—ullfe, = 3 &G (K)
kEZ"K,,

Somit bildet die Menge M,, aller m-ten Abschnitte von Elementen aus M fiir
m=>(1/e)"* in H} (Q) ein e-Netz fiir die Menge M. Als eine beschrinkte Menge
in einem endlich dimensionalen Teilraum von Hj(Q) ist jedes M, prikompakt.
Die Prikompaktheit des soeben konstruierten e-Netzes ist wiederum hinreichend
(und auch notwendig) fiir die Prikompaktheit von M in H; (Q). (Man vergleiche
Triebel [11], S. 19—21.) Mithin ist die Einbettung von H;*(Q) in H} (Q) kompakt.

B. Jetzt nehmen wir an, daB die Einbettung von H'*(Q) in H! (Q) fiir je
ein r€R und t€R, t=0 kompakt ist. Wir werden zeigen, daB fiir eine beliebige
Folge {k;};eyCZ" mit |k;|>< die Aussage ((k;)—~< gilt. Wir erkliren die
Funktion #’ durch

w(x):= eitkp®),

L
(k)

Fiir die Fourierkoeffizienten von #’ hat man dann

. 1
N

und weiter ) )
lWll? e, = IEZZH [@)2EC+2 (D) = 2m)—

Somit ist die Folge {u'};.y im Hilbertraum H}*(Q) beschrinkt und enthilt
folglich eine schwach konvergente Teilfolge, die wir wieder mit {u’}; 5 bezeichnen.
Fiir jedes ¢€S mit den Fourierkoeffizienten ¢, ergibt sich

@, O)rrez, = 3 GO OWhigr = QYL () g,
Weil fiir ein festes ¢€S der letztstehende Ausdruck fiir geniigend groBe k; gleich

Null ist, gilt trivialerweise
(W, @)rrrg, >0 flr j oo

d.h. die Folge {u'};.5 konvergiert in HF(Q) schwach gegen Null. Wegen der
Kompaktheit der Einbettung von H7*(Q) in H; (Q) folgt ||uj[],’¢*—>0 fiir j— oo,
Wegen

g2 . — 2r N2 — —n_l_
”u ”r,§* IEZZ'” C* (l) [(u )ll (275) Z:it (k_,)
hat man (mit ¢=0)
1 ..
Ty "0 N el

7.2. In dem Fall, daB die Einbettung 1: Hz*(Q)—»Lfm(Q) kompakt ist, geben
wir ein zusétzliches Resultat an:
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Lemma 7.2. Es sei {: Z"—~C eine beliebige Funktion und firr ein ré R, r=0,
sei die Einbettung 1: H’*(Q)»Lfm(Q) kompakt. Dann gilt fiir jedes R(D)eZ~((,)

die Relation
I’}Iim |R(k)| = 0.

Beweis. Nach Satz 7.1 folgt aus der Kompaktheit der Einbettung 1, daB

1
lim —— =0
o= TL(R)
ist. Nun 148t sich R(D)€«/~*({,) nach Lemma 3.1 fiir jedes s€ R stetig auf den
Raum H;(Q) fortsetzen. Folglich hat man fiir alle 7€ R und alle u€H;(Q) die

Ungleichung
” RS(D) u”%s—t),C* = CZII u”‘S‘asC* .

Wihlt man s=0 und —r=r, so gilt fiir alle u€¢L} (Q)

(7.2) IRy(D)ul,,c, = C*ull§

beziehungsweise

(7.3) 2 IRIOPEWR = C* 2 |l
kezn kezZn

Waihlt man nun u(x)=(2r)~"2e'®%) so folgt fiir alle k€Z"

(7.4) IR(K)[P{¥ (k) = C?

oder

IR(K)| = CLE7 (k).
Somit gilt
Jim_ |R()| = € lim L77(k) = 0.

7.3. Nun sind wir in der Lage, die folgende Charakterisierung der Kompaktheit
der Einbettung 1: H (Q)—~L%, (Q) herzuleiten:

Satz 7.3. Es sei (:Z"—~C -eine beliebige Funktion. Damit aus der Existenz
einer {,-Parametrix eines Operators A(D)esZ'((,) (t€ R) immer die { -Elliptizitit
von A(D) folgt, ist notwendig und hinreichend, daf} die Einbettung 1: H (0)~L%..(Q)
fiir wenigstens ein r€ R, r=0 kompakt ist.

Beweis. A. Die Einbettung 1 sei kompakt. Der Operator A4 (D)€ «Z'({,) habe
eine Parametrix B(D)€s/~((,). Dann gibt es einen Operator R(D)€.of~=({,) mit

B(D)oA(D) = I—R(D)
beziehungsweise
B(k)A(k) = 1—R(k) fiir alle keZz™

Da nach Lemma 7.2 |R(k)|—~0 fiir |k|—>< gilt, gibt es ein g€ R, ¢=>0 so, daB
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1—|R(k)|=1/2 fiir alle k€Z" mit |k|>¢ ist. Fiir diese k hat man daher

1
B |4(R)| = [1=R(k)| = 1= [R(K)| =
und folglich
1
AR = =<
AO1= 25
Wegen B(D)c/~*((,) gilt aber nach (1.5) mit einer passenden Konstanten C

|B(k)| = C{x*(k) fiir alle keZ™
Somit haben wir
14(K)| = %c;(k) firalle keZ® mit |k| > o,
d.h. A(D) ist {, -elliptisch.

B. Nun setzen wir voraus, daf die Einbettung 1: H} (Q)—~L:..(Q) fir kein

r>0 kompakt ist. Aus Satz 7.1 folgt, daB eine Folge {k}};.n derart existiert, daB
{,(k?) beschrinkt bleibt. Dann gibt es aber eine Teilfolge {k;};cy, fiir die der
Grenzwert

7.5 }‘P,}, Lk)=C"=1

existiert. Mit K bezeichnen wir die von dieser Folge {k7};cn gebildete Menge
in Z". Man erkldre die Abbildung R: Z"—~C durch

Rek {1 fir k€K,
(k) = 0 fiir k€Z"—K

sowie den entsprechenden Operator R(D): S—S.
Wegen (7.5) folgt die Existenz einer Zahl ¢=0 derart, daB fiir alle k€K
mit |k|=g

(7.6) ¢

2

={, (k) =2C’

gilt. Mit >0 ergibt sich fiir diese &

2 t
(&) sw=1
und mit <0 entsprechend

() =1

Somit gilt fiir alle ¢ R und alle k€K mit einer passenden von ¢ abhéngigen

Konstanten C,=>0
R(k) = CL(B).
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(Man beachte, daB fiir k€Z"—K obige Ungleichung trivialerweise gilt.) Also ist
R(D)eL™7(C,).
Es sei nun s€ R. Wir betrachten nun die durch
Ak { fir k€K
(k) = s(k) fir keZ"—K
erklarte Abbildung A: Z"—~C und den von A induzierten Operator A(D): S—S,
der offenbar zu 27°({,) gehort.
Ebenso erklaren wir durch
Bk fir k€K
(k) = {rs(k) fir k€Z"—K
die Abbildung B: Z"-~C sowie den durch B induzierten Operator B(D): S—S,
der offenbar zu & °({,) gehort.
Jetzt gilt fiir alle keZ”
B(k)A(k) =1—R(k)
und somit
B(D)o A(D) = I—R(D).
Also hat der Operator A(D) (€2£%(,)) eine Parametrix B(D) (€s/~%((,)), aber
A(D) ist nicht { -elliptisch, weil A(k) auch fiir gewisse k mit beliebig groBem
|k| verschwindet.

8. Eine erweiterte Gardingsche Ungleichung

8.1. Wir zeigen nun fiir {,-elliptische Operatoren eine erweiterte Gardingsche
Ungleichung.

Satz 8.1. Sei r€R. Zu jedem { -elliptischen Operator A(D) aus '((,)
existieren zwei Konstanten Cy=0 und C,=0 derart, daf die Ungleichung

(8.1) IAD) @1} ¢, = Coll@llfsr,c.— Cill@llZ .
fir alle o€ S gilt.
Beweis. Fiir @€S mit den Fourierkoeffizienten ¢, gilt nach (2.6) und (2.9)
1AD) el ¢, = kEZZ'n |4 (k) [* i |* L (k)

fiir jedes rcR. Aufgrund der (,-Elliptizitit von A(D) (man vergleiche (1.7))

hat man
lké |4 (k)2 |o 25 (k) = Clké’ e |2220+0 (k)

=C J B ()—C 3 ot GO0 (0) = Cllolii e, —C 2 1oul? G0 (k).
kezZn lk|=e lk|=e
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Somit folgt
(8.2 l4(D)ol? . = Cllol? et stQ (14 (B2 —CL¥ (k) lou2L¥ (K).

Mit Co=C und C,=max,=,||4(k)]?—Cl3(k)| folgt die Giiltigkeit von (8.1).

Satz 8.2. Es seien r,s€R. Zu jedem ( -elliptischen Operator A(D)EsZ'((,)
existieren zwei Konstanten Cy,>0 und C,=0 (C, hingt von s ab) derart, daf

(8.3) 4D @l2 e, = Coll@lFsr,t,— Csll@ls ..
fiir alle €S gilt.

Beweis. Gemal (8.2) gilt
14(D)elZ ., = CII(PII?+t,;*+|kéQ (14 (R)[2— CC¥ (k) |2 (K)

K)[?— CL¥ (k)
e (k)

A
zammmﬂg" PRI
=e
Mit Cy=C und

o AP CEK))
CERS T e m
folgt die Behauptung.

8.2. Zu Satz 8.2 gilt die folgende Umkehrung:

Satz 8.3. Man setze voraus, daf3 die Einbettung 1: H[ (Q)—~L2,.(0) fiir ein

per

r=>0 kompakt ist. Jeder Operator A(D)e4'((,), der der Ungleichung (8.3) geniigt,
ist { ~elliptisch.

Beweis. Zu keZ" sei ¢*¢ S durch
(Dk(X) — (zn)—nlzei(k,x)
erklart. Aus (8.3) folgt dann fiir s’¢ R

|[A(K) |20 (k) = Col20+9 (k) — C, ¢ (k)
und damit

(8.4) 40 = Col ()= €2 =7 (k)

fiir alle k€Z". Da die Einbettung 1 kompakt ist, folgt fiir jede reelle Zahl s, s<r,
nach Satz 7.1
(20 (k) -0 fiir  |k| —eoe.

Also existiert eine reelle Zahl ¢=0 derart, daB

C1Ci((s+')"') (k) = % Cit (k)
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gilt, fiir alle |k|=g. Also folgt aus (8.4) mit §'=s+1

AW = GO -5 E®

und somit

1/2
a0 = (5] ww w=e
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