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KONFORME VERHEFTUNG
UND DIRICHLETSCHES PRINZIP

ALFRED HUBER

In der komplexen Ebene bezeichnen E das Innere, C die Peripherie und A das
Aussere (incl. ) des Einheitskreises. Ein Homdomorphismus @ von C auf sich

6)) D: €% e,

0=9=2n, &(1)=1, sei gegeben. Der Einfachheit halber nehmen wir an, & sei
analytisch, so dass eine Differentialgleichung der Form

) e d9 = e dg

(4, v harmonisch auf C) erfiillt ist. Als Folge des Uniformisierungssatzes gibt es eine

(analytische) Jordankurve I', dazu eine konforme Abbildung f von E auf das Innere
von I' sowie eine konforme Abbildung g von A auf das Aussere von I' derart, dass

3 f(€®) = g(e*®)
fiir alle 9. (Wir normieren g(eo)=-<e, so dass I bis auf eine ganze lineare Transfor-
mation festgelegt ist.)

Es bezeichne D den linearen Raum der harmonischen Funktionen 4: E—~R mit
finiten Dirichletintegral,

ffE(h§+h3) dx dy <o
Durch Einfiihrung des Skalarproduktes
(f o= [, (fegtfig) dxdy

wird D zu einem Hilbertraum. (Dabei sind Funktionen miteinander zu identifizieren,
welche sich nur um eine additive Konstante voneinander unterscheiden.)

Definition der Abbildung S: h—h*: Jeder auf Eu C harmonischen Funktion
h wird eine (ebenfalls auf EU C harmonische) Funktion h* zugeordnet. Diese ist
dadurch charakterisiert, dass — bei geeigneter Wahl der Konstanten — fiir alle reellen
9 die Gleichung
) B (@ (%)) +arg @(e'%) = h(e’®)+arge™

erfiillt sein soll. (Die Tilde (~) wird hier und im folgenden zur Bezeichnung der
konjugiert harmonischen Funktion verwendet.)
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Definition des Funktionals J:h—J(h): Jeder auf EUC harmonischen
Funktion h wird die Zahl

J(hy:= [ ()2 + (= h)?+ (0, — h2P+ (0, — h)* dx dy

zugeordnet. Hier und im folgenden bezeichnet u (respektive v) diejenige Funktion
aus D, welche auf C die Randwerte u(e’®) (respektive v(e'?)) aus Relation (2) an-
nimmt.

Satz. Die Funktion w(z)=log |f’(2)| ist dadurch charakterisiert, dass
) J(w) = J(h)

Sfiir alle auf E C harmonischen Funktionen h. Es gilt dann w*(z)= —log |g’(z~Y)),
z€E. (Die Funktionen w und w* sind durch ® und die Normierung g(oo)= oo
eindeutig festgelegt.)

Bemerkungen. 1. Eine andere Extremaleigenschaft solcher Verheftungen
wurde 1960 von H. Grunsky [2] entdeckt: die Kurve I' ist so beschaffen, dass eine
gewisse (durch @ bestimmte) Ladungsverteilung auf ihr zur Gleichgewichtsverteilung
wird.

2. Bekanntlich gibt es auch nicht-analytische Verheftungen @, welche ,,konform
zuléssig* sind, d. h. fiir welche eine Jordankurve I' und zugehorige konforme Abbil-
dungen f und g mit den eingangs erwihnten Eigenschaften existieren. Die Theorie
der quasikonformen Abbildungen hat auf eine grosse Klasse solcher Verheftungen
gefiihrt: Es gelang O. Lehto und K. I. Virtanen [4, 5] sowie — auf dem Weg iiber
ein Resultat von A. Beurling und L. V. Ahlfors [1] — A. Pfluger [6] zu zeigen, dass
alle quasisymmetrischen Verheftungen konform zuléssig sind. (Die zugehérige Jor-
dankurve I' ist in diesem Falle ein Quasikreis.) Durch das nachstehende Lemma 3
wird nun eine weitere Methode fiir den Beweis der konformen Zulissigkeit einer
,.geniigend reguldren® Verheftung nahegelegt: die Orthogonalprojektion im Hil-
bertraum.

Es gibt jedoch Homomorphismen @, welche nicht konform zulissig sind. Ein
Beispiel eines (sogar absolut stetigen) derartigen Homdomorphismus wurde in [3]
konstruiert.

Beweis des Satzes

Lemma 1. Der (auf EuC harmonischen) Funktion w(z)=log |f’(z)| wird
durch die Abbildung S die Funktion w*(z)=—log |g’(Z~")| zugeordnet.

Beweis von Lemma 1. Sei

log f7(2) = p(2)+iP(2), log g'(2) = q(2)+i(2).
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Aus Gleichung (3) schliessen wir, dass

© ' (€)ie*d9 = g’ (e)ie do,
und somit

exp { p(e®)+i [ p(e®)+arg e -I—%]} d9

= exp{a(@ (@) +i[a(0 () rarg () + 5 do.

Ein Vergleich von Bedingung (4) mit den Imaginirteilen in den Exponenten der
letzten Beziehung ldsst g als Bild von p bei der Abbildung S erscheinen. Nun ist
aber noch zu beriicksichtigen, dass g auf 4 U C (statt auf Eu C) definiert ist. Nach
Verpflanzung bei Inversion ist —g diejenige harmonische Funktion, zu wlicher §
konjugiert harmonisch ist. Man gelangt so zu

w*(2) = —log |g'(z™))|, QED.
Lemma 2. Fiir alle § und zugehérigen ¢(9) gilt die Gleichung
Q) u(€®)+v(e?) = w(e®)+w*(e”).

Dabei sind u und v in Relation (2), w und w* in Lemma 1 definiert.

Beweis von Lemma 2. Aus (2) entnehmen wir

(®) ’ j—g; = exp {u(e"®) +v(e'9)}.
Aus (6) folgt
©) B _ LD — oxp log () log ¢ @)

Aus (8) und (9) ergibt sich (7), QED.

Im folgenden arbeiten wir mit dem Hilbertraum H:=D@ D, dessen Elemente
die geordneten Paare [, ], @ und b Elemente aus D, sind und in welchem das Skalar-
produkt mit

([aa b]’ [C, d])H = (as C)D+(b9 d)D

definiert ist. In H betrachten wir die Mengen L:={[h, h*]—[w, w*]| 1 harmonisch
auf EUC}, M:={[h, h*]|h harmonisch auf EuC}. Ferner bezeichne II die ab-
geschlossene Hiille von L, X die abgeschlossene Hiille von M. Man verifiziert leicht:
L ist eine lineare Mannigfaltigkeit, IT ein (abgeschlossener) Unterraum. Folglich
ist ¥ eine Hyperebene in H.
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Lemma 3. Der Punkt [w, w*] ist die Orthogonalprojektion des Punktes |u, v)
auf die Hyperebene X

Beweis von Lemma 3. Wir bemerken zunichst, dass

9q
(p’ q)D = f/E(pqu+pyqy) dXdy =fcp'9;' IdZI

fiir irgend zwei auf Eu C harmonische Funktionen p und ¢q. (Hier bezeichnet n
die Richtung der dusseren Normalen zu C.) Somit ist

(10) (u—w, h—w)p = f:" (u(e®)—w(e)) [g e'%) — ‘3)] ds

= [ (u(e) - w(e"")) ('9)— '9)] ds.

Wenden wir nun Lemma 2 und Relation (4) an und gehen wir auf die Integrations-
variable ¢ iiber, so erhalten wir

) S @) - @) |22 @)~ 7 )] a5
= [ -w @) [ I @I )] ap

= [ @) @) [ 2@ 2 o) ag
=—(—w*, h*—w")p.
Aus (10) und (11) folgt, dass
([u, v]—[w, w*1, [h, B*]—[w, w*Dy
= (u—ﬁ, h—w)p+@—w*, B*—w*)p =0

fiir alle Funktionen 4, welche auf Eu C harmonisch sind. Der Vektor [u, v]—[w, w*]
steht also senkrecht auf allen zu L gehorigen Vektoren. Damit ist Lemma 3 bewiesen.

Beweis des Satzes. Aus dem Vorangegangenen geht hervor, dass [w, w*] der
am néchsten bei [u, v] gelegene Punkt von M ist. Es gilt

Jw) = I[u, v]—[w, w1l
= |I[u, v]—[h, K1 = J(h)

fir alle [A, h*]€ M. Gleichheit tritt genau dann ein, wenn [A, #*]=[w, w*]. Damit
ist alles bewiesen.
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