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L. Einleitung

Die komplexe Differentialgleichung

f -uJ;, v-v(z), lnl =y0* 1., z-x*iy,
fiir eine gesuchte Funktion .f:f(z) tritt bekanntlich in vielen Situationen der mathe-
matischen Physik (2. B. Elektrostatik, Strömungen in porösen Medien im ebenen
Fall) als auch in der Theorie der Extremalprobleme bei quasikonformen Abbildungen
mit ortsabhängiger Dilatationsbeschråinkung auf (vgl. z.B. die Literatur in [1], [7]).
In [7] wurde ein Verfahren entwickelt, das iiber Orthonormalreihenentwicklungen
von analyischen Funktionen ein Berechnungsverfahren fiir Grundlösungen vorge-
gebenen Singularitätentypus liefert im Falle, es ist v(z)=0 in einem Gebiet 6
and v(z):q (0=.q-.1) im Komplement. Im folgenden soll gezeigl. werden, wie
sich dieses Verfahren bis hin zur wirklichen numerischen Durchfiihrung und Fehler-
abschätzung besonders giinstig gestaltet bei Verwendung eines speziellen Orthonor-
malsystems, das aus der Riemannschen Abbildungsfunktion heraus entwickelt wird.

Es sei hinfort 6 ein z:* im Innern enthaltendes Gebiet, welches von einer
einzigen Jordankurve G (geschlossen und so orientiert, dass 6 zur Linken liegt)
berandet wird, die sich aus endlich vielen abgeschlossenen analytischen Bögen
zusammensetzt, die unter von O verschiedenem Winkel zusammensto8en. Wir
können o.E.d.A. bei 6 den konformen Radius I annehmen. Die anzuwendende
Berechnungsprozedur besteht nach [7] kurz im folgenden.

Es sei $ die Gesamtheit der F'(z)(Lr(g), fiir die F(z) n 6 regulär ist mit
F(-):9. Jedem F'(z)eS sei eine in 6 ebenfalls reguläre Funktion F*(z) zuge-
ordnet durch eine Vorschrift, die sich fiir noch auf G hölderstetige .F so schreibt:

(1)

(2) F*(,):*l,po,.
Es ist dann F*(-)-9, rtnd qF-F* ist ins Innere von G analytisch fortsetzbar,
insbesondere.F* noch auf G stetig, und diese Eigenschaft charakterisiert F*. $ wird
zu einem separablen Hilbertraum mit reproduzierender Kernfunktion K(2, t)
durch ein Skalarprodukt, welches sich bei Randregularität von F', G'€5 (sonst
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wird statt G eine Niveaulinie genommen, die hernach nach G strebt) so schreibt:

(3)

(s)

(F', G') _ rac + p* dc*
1P
2iJs

Mit der hierzu gehörigen Norm ll...ll gilt

(4) O-q\[lrlF'lrdxdy = llF'llz = IIrIF'lzdxity.
Bei Weglassung des (fiir unsere Ziele hier gerade entscheidenden) zweiten Anteils
im Integranden von (3) entsteht der klassische Hilbertraum $' der quadratisch
integrierbaren F' mit der Bergmanschen Kernfunktion. Jedes vollståindige Funk-
tionensystem von $'ist ein solches von $ (und umgekehrt), und wir können die
allgemeine Theorie der Kernfunktion (vgl. z.B.ll2l) anwenden.

2. Darstellungen fiir Grundlösungen

Uns geht es nun wesentlich um als Grundlösungen deutbare quasikonforme

Normalabbildungen. Wir wollen uns auf folgende Aufgabe beschriinken, die un-
mittelbar Verallgemeinerungsmöglichkeiten erkennen läBt. Wir wollen nämlich
diejenigen Funktionen gs(z) expllzit bestimmen, die fiir alle endlichen z stetig sind,

clabei in 6 regulär bis auf einen Pol erster Ordnung in z: - mit der hydrodyna-
mischen Normierung

gs?): r+A''t *...,
z

und för die gs(z)-ezi$ ql im Innern von G regulär ist, so daB e-t$ gs(z) schlicht

ist und (l) mit U"- *åå::fenen speziellen v erfiillt. Wegen der Schlichtheit ist

s;-lc['. wir bilden

(o M(z) : *Icoe)- s*BQ)\, N(z) : f,lso?)+ s,1rQ)1.

Dann gilt nach [7] (dort nach Grenztbergang (*-) oder [3] mit einem im Sinne

unseres Skalarproduktes vollstiindigen Orthonormalsystem {ErQ)}

(7) M'(z) : Zr,(M', EDEik), N'(z)-l : Zk(N'-1, EDqiQ).

Dabei lassen sich - das ist der ,,Clou" der ganzen Prozedur - die hier in Form
von Skalarprodukten auftretenden Koeffizienten c1, Bo wirklich bestimmen ftir in

dk:

(8)

(M', E; - + [ ;affi - Et Q)IE,

-1,6- -#fnriaff"#lnFo : (N'
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Die Gleichheit in (7) gilt zunächst im Sinne der Normkonvergenz, dann aber auch

im Sinne gleichmäBiger Konvergeg der rechts stehenden Reihen ,,im Innern"

bzw. sogar in 6'. In (8) fasse man die äuBere Integration bei Bo iiber einen Grenz-

iibergang mit einer äuBeren Niveaulinie G' von G auf (entsprechend l(l:r=1).
Fiir die unten benutzten Ey kann wegen Kelloggscher Sätze [16] die Begriindung

von (8) auch einfacher iiber die durch partielle Integration transformierten Integrale

in (1a) ff. von [7] erfolgen.
Analoge Darstellungen finden sich in [7] fiir diejenigen Funktionen M(",O,

N(2,() mitendlichem,,Aufpunkt" ((6, entstehend aus entsprechenden Funktionen
gs!,().Bei letzteren liege - bei sonst gleichen Eigenschaften - der einfache Pol

in ( mit der Entwicklung

(e) ss(z,O: ++((o)).z_t

3. Ein spezielles Orthonormalsystem

Es sei ((z) diejenige schlichte konforme Abbildung von 6 auf l(l>1 mit
((-):-. Wegen des konformen Radius I von 6 können wir in Umgebung von

z:* die Normierung (Q):z+T(l/z) vorschreiben. Das System der ersten Ablei-
tungen der Funktionen F"(z):(-'(z), n:|,2, ..., ist offenbar vollständig (da in der

(-Ebene trivialerweise der entsprechende Sachverhalt vorliegt) und soll jetzt ortho'
normiert werden. Das erheischt u. a. die Berechnung der zugehörigen Skalarpro-

dukte.
Zunächst erkennen wir mit den Faberschen Polynomen iL,(z) (vgl.z. B. tl3D

(10) (n : F-n - on?)-n Z;ton?-t

Dabei sind a6die,,Grunsky-Koeffizienteno' von z((), die sich aus der Entwicklung

bcffi: -Zi,t=ra*t(-kq-t, l(l = 1, lql=1,

berechnen und Polynome in den Entwicklungskoeffizienten von z(O selbst sind. Es

gilt nun

Fn* : qF-'-QQn: -qnZ;tonrft fiir z€g bzw. l(l > !.

Denn diese Funktion ist noch in z:- regulär und verschwindet dort, und es gilt
auf G

qPt - P* : qF-n - F"* : qiD,(z),

so da8 dies ins Innere von G analytisch fortsetzbar ist.

(1 t;
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Man errechnet weiter
1-

(F*" Fn') : -E J nFn dFn + Fnt'dFn'r

1_

- -; Inl'- dF-'+qz(F-^-iD-)d(F-" -o)l
1-: - + I ol- n(l + q2) Fn- n -L d F- q2 F^ d(D n- qz o * d F" + qziD 

^ 
dilt J,

(t2) (F^', Fn'):f""-o"-* Lo'ao' riir m : n'

t -EI"'^o'" fiir m+n'
Denn es ist

t o*ar: I o^d(-n : I *",(t(O)(-n)(-"-t ot

: ! 1t^ + ^ Z;-t a,,t?t) (- n) (-' -' dC

mit dem Ergebnis n2ni fidrt m:n nnd 0 sonst.

Eine weitere, fiir andere Zwecke u.U. giinstigere Darstellung des Skalarproduk-
tes ergibt sich so nach (ll)

1.
(F^', Fn'): -* I nrn dFn+Fn* dFn*

: - * I,lf^ ng'-' d( + qzmn Z*-=ra*(o d ZE, a,,(-tf

: 1nn-nez 
n2 Zf=rkdio,o fiir ffi : n,

' l-nn'*r2* ,kfia6 fiir m + n.

Falls G nicht durchweg analytisch ist, geht man beim Beweis von (12) und der eben
gewonnenen Darstellung bei dem bei der Definition von (F-', F"') zugrwde liegen-
den Flächenintegral zunächst zu einem von einer Niveaulinie G' berandeten Teil-
gebiet von 6 öber (entsprechend l(l=r mit r=l) und fiihrt anschlieBend den

Grenziibergang rrl durch. Dies liefert dann bei (12) das Ergebnis, bei der eben
gewonnenen zweiten Darstellung nach dem Abelschen Grenzwertsatz, da die
entstandene Reihe tatsächlich noch (fiir r:1) konvergiert, sogar absolut:

(Zoklo^ollo,ol)' = Zoklo**l' Zoklonol' = Ll(mn).(13)

Die letzte Abschätzung ergibt sich im Zusammenhang mit den Grunskyschen Koeffi-
zientenbedingungen ([13], (15) aufS. 59).

Setzt man noch

(r4) C*n : l/*" o*n, D*o - Z;:LC"*Cnr,
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so entsteht die Matrix (D.) aus den Matrizen (C.) und (C.,) durch Matrizenmul-

tiplikation, und es folgt endgiiltig diese zweite Darstellung:

( 15)
(nTn-nTqzflDn, fiir m-

(F*',F"') -t_1Tqzy*rrO^, fiir m+
n)

n.

nun zv einem System

dk, explizit
z. B.

1

1 - q'Drr. - Q'Drz ... - q'Drrl

- Q'Drr, I - q'Dzz .. q'Dznl:::l'
- Q2Dnt - Q'Dnr ce .I-- q'Dnnl

durch Streichung von erster Zetle und letztet Spalte

Spalte entsteht.
noch die Funktion

Die bekannte Orthonormierung nach E. Schmidt fiihrt
von Funktionen

(16) Qn: Z\=tdknFo, n - I,2, -..,

mit lE;, E;):ö*n (Kronecker-Symbol), wobei sich die Koeffizienten

durch Determinanten ausdri,icken lassen (ugl. z. B. I2l, S. 16117). Es ist

6,tr: @-nQzDn)-ttl, o,Ln: (- 1)' Åi(n/I* An)-tl' fiir n >(r7)

mit

(1 8) an:

wobei lI bzw. /I* aus Ån

bzw. letzter Zeile und letzter
Wir benötigen fi.ir z€g

Fo** (z) : - qn (Zi=t a,t(-t e))" : - q' n # I rZ;, q, ( A) L .

Hier lassen sich die Integrale umschreiben in solche iiber einen zu z konzentrischen

Kreis und solche iiber einen grossen Kreis "ft nach Vertauschung von Summation

und Integration und Beriicksichtigung von t13l (dort (3) auf S. SZ):

F** (z) : - q, n zE, n lt, {") + * I ̂
 
r # #)

: -q,nZi=,nle e>+fi [ *t'ZzoaoQ)fk-! d(l

-- - s' n Z E, a;l(t (r\ - O, (z)l : q' n Z7-,, o,t I Z;=' a u,f k ( z)'

Falls G nicht durchweg analytisch ist, geht man analog vor wie bei der Begriindung

von (15) mit dem Abelschen Grenzwertsatz.Dabei wird dann analog zu (13) die

folgende Ungleichung benutzt, die nach 1t:1 (aort (15) auf S. 59) fiir alle endlichen

Wertesysteme /c, / giiltig ist:

(Z o, t I lautllo,ol l( I 
-o)' : (Z o,, 17 lo*,ll( I 

- ktz 
17 lo,oll(l - 

ktz)z

= Zo,,lla*l'l(l-o Zo,J laml'!(l-k < Z,tlonl' Zo l(l-o Zo l(l-olk.
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Konvergenz der för pn*>r entstandenen Reihe und Umord-

Pn*tr (z) - qz n Z;=t Dnr,fo l/ nk.

Dies zeigt die absolute
nungsmöglichk eit zu

(1 e)

4. Berechnung der Darstellungen ftir M und N

Die Berechnung der Koeffizienten aonach (8) liefert bei unserem jetzt vorliegen-
den speziellen Orthonormalsystem bei wieder entsprechender Behandlung der Reihen

e : n q dy t * Z t =, o r, t I rT;- *, r ) fr a t

: n qor, - * ZX =, or, k ! rZ;, u (, (t - ZF, j a ir(- i -r) it(

: n Q&u - n q 2X =, aon{E D or.

Zur Vereinfachung können wir noch ausnutzen, daB

6i,:(Qj, E): Zo,raorfi(Fk', Ft')

- -nq, Z*,rq*iii{H D*t+nZfJiu'D kar,4;,

was sukzessive fiir 7: l, ...,fl- I bei n>1 za

(20) qrlj ZX=roo,{E Do,: jqjn

fiihrt, nebst entsprechenden Relationen fiir die anschlie8enden Werte j:n, n* l, ....
So erhalten wir - (20) fiir J:l ausnutzend, sowie (17) -

(2r) , -l#-"ft-')n 
riir n:r'

t:l -"ft-4* riir n>t'

Dadurch ist mit (17) die Berechnung von M gelungen. Insbesondere ergibt sich fiir
die Entwicklungskoeffizienten in (5)

(22\ !{n,,0- n,,t1z) : +-"(+- r)z;=,1 ,,1,.

Das Doppelte dieser GröBe heiBt ,,quasikonforme Spanne" S. Wir erhalten aus
(22) insbesondere mit dem Inhalt l des Inneren von G die Abschätzung

s n = | - n(+ - r)La,,r, : + - "(+ - r)rn {, - n, n,,\t-,

: 
+ -(+- o)u - r' z kta,*tr-' :, * llt - n'(r-+)l
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Besitzt 6 nicht notwendig wie hier den konformen Radius l, sondern den konformen

Radius Ä, folgt hieraus durch Ähnlichkeitstransformation

(23) st2=r+l['- q'('-#)J

Dies ist nach Bergman und Schiffer (vgl. S. 126 in [8]) schärfer als (6) (rechts) in [9].

Etwas kompl:u:ierter ist die Berechnung det B* nach (8). Wenn also dort bei

der äu8eren Integration statt G zunächst eine Niveaulinie G'(entsprechend l(l:r=1)
verwendet wird, welche anschlieBend nach G strebq wird nach [13] (dort (3) auf

s. s7)

P, : + I rZ-=, o*k Zf=, o*F' (alt "$Jn
:fizX=,*kz;'or,1r'@*

: fr z!=,*k z;' ar, ! ntlzniTl ltYat'

Hierbei gilt 
!"tffiri : rnor(,)d.ort),

so daB wir nach (12) zunächst erhalten

(24) frn : nqz Z\=ro*klz;t a*tfT D,r- a*tf'

Diese Reihe konvergiert tatsächlich (was wir wieder im Zusammenhang mit dem

Abelschen Grenzwertsatze fiir den Grenziibergang G'*G brauchen). Nach den

Grunskyschen Koefrzientenbedingungen (vgl. [13], Aufgabe 6 auf S. 64) eilt nämlich

zu festem k

(2s) lz;=, co,D,rl'

Man kann auch noch
formen zu

(26) p,

Dies ist möglich wegen

(27)

: lZ,l, c "(ZI, 
cu c,) - Z"i =,(Z;S kp j) c'jlz

: 
I ZZ, c r, (27 

" 
*, c u c)f =- 22, lc r,l' ZE, I Zi"*, c,i cu\ = 1 Zi 

" 
*' I Gi I'

: lzl, c o,å;rqcrj)l' - lZ;=, Z;=rc uqT"P

= Z;=, lCo,l'271 lclil'= Z;=, lCo,l'.

in (24) durch Vertauschung der Summationsreihenfolge um-

: nqz zi=ra*{ElzTLDkjcu- corf.

lz;t c*tD,r- 2] = tToi Cril',
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Dabei werden abermals die Grunskyschen Koeffzientenbedingungen benutzt -vgl. z. B. rn I13l auf S. 60 unter (21).

zar weiteren vereinfachungvon QA kann man dann noch die Beziehungen (20)
heranziehen.

Wir fassen zusammen.

Satz 1. Die in $ 2 definierten Grundlösungen M(z) und N(z\ Iassen sich in
der Form (7) darstellen, wobei die Koeffizienten (8) bzw. (21), (24), (26) erfilllen. Die
Gleichheit in (7) gilt im Sinne der Normkonuergenz und auch im Sinne gleichmtifiiger
Konuergenz auf jeder abgegeschlossenen Teilmenge aon 6.

Diese Aussage läBt sich noch wie in $ 5 konkretisieren.
zuvor erwähnen wir noch, wie sich entsprechend die in $ 2 genannten Funktio-

nen M(2,0 und N(z,O mit endlichem Aufpunkt ( herstellen lassen. Es gilt nach
[7] und (19) z. B.

(28) M'(r,S) : Z,(tW'(2,3), qi,Q))Eik)

: znzx=La.k"(ro'(z)' M'(z' 3)) zr=tdtnFr'(t)

: Znzi,=td&m

: Zn ZX,t =t G drn Tt Q[t-',U ) + Z;, l/ ki D *i f i -' -qLÅ F" (r).

5. Fehlerabschätzungen bei analytischer Kurve G

a) Wir wollen nun in (7) den Fehler ermitteln, der entsteht, wenn nur endlich
viele summanden genommen werden. Dabei sei hier zunächst G durchweg analy-
tisch (d. h. ohne,,Knicke"), so daB die Umkehrung der Riemannschen Abbildungs-
funktion ((z) von 6 noch fiir l(l>q regulär und schlicht ist mit einem p=1.
Diese GröBe g spielt - wie immer in solcher situation - naturgemäB jetzt eine

fortsetzen (vgl. die Schlu8weise z. B. tn [5], FuBnote). wir entwickeln dort dieses
M*;

(29) M* : Zi=rud?".

Nach der Cauchyschen Abschätzungsfo.rmel können wir fiir

fnnto'(s) -; pk*x'l(g)] F"(,)

(30)

eine Ungleichung

aI: tr4x ("-t dC
1P

,
2ni J n:n

anschreiben, dabei mit benutzen, daB nach t5l die analytische
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Fortsetzung von go bzw. gnplautet

s,(z(g) - qre)) + q s,@ bzw.
(31)

s,c I z(, G)) + qm - q t!" tm.
Also gilt fiir diese analytische Fortsetzung M* von M nach s=l[l= 1, da bei Inte-

gration in (30) die Anteile iiber die dritten Terme in (31) verschwinden fi.ir v>1,

(32) laf | = (1 *q\KQ', wenn lgol = K und lg,pl =- K auf l(l : e.

Nun können wir zur Normabschätzung des Fehlers bei M'schreiten. Zunächst folgt
nach (4)

(33)

I I 
"lM' 

- Zi -, an eil' dx dy = + llM' - ZX =, o" Eill' : fi ZZo*, l"u l'.

(Strich ' bezeichnet nach wie vor die Ableitung nach z.) Andererseits ergibt sich

aus der klassischen Minimaleigenschaft der Fourierkoeffizienten cn sowie wiederum

aus (4)

(34)

llM' - ZX =, o" E',11, = llM' - (ZX =, otr ? ")' ll, = I I rlM' - (Zi =, 4 ? \' l, a x a y

:ff lt- tz

J J 111-t146 27'*'of (-"1 d( d4 : n)i='*'tladlz 11 : (+irD'

Wegen Zf,=**, v pzn : (n + | - n q2) (l - ez)-z Qg,t 
+2 erhalten wir somit

(35) )i,*, 106l' = n(ltq)z Kz(n*r-np)(r- pz)-2 pzt+2,

(36)

I I 
" 

IM' - Zi =t a 
" eil' dx il y = " ffi K2 (n * r - n p2) (r - ez)-z ezn 

+ 2'

Eine zu (36) entsprechende Abschätzung können wir herbeifiihren; wern wir
in der vorgetragenen Uberlegung durchweg M durch N-z ersetzen. Schreiben

wir nämlich jetztfidrr die analytische Fortsetzung N* von N nach l(l=q

(37) ryx-z -Zf=LPt(-n'

so folgt jetzt analog zu (32), wenn noch die aus klassischen Verzerrungssätzen der

konformen Abbildung auf l(l:q folgende Ungleichung lzlQl=2q benutzt wird:

(38) lBfi =[(1 +q)K+2e)q'
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Insgesamt

(3e)

(40)

il,lN'

erhalten wir dann analog zu (35), (36):

27,*, l\"l' = n[(1 + q) K* 2qJ' (n *1 - nQz)(l - Q')-' Q'n*',

-I-Zi"_rfnEil'dx dy = 7 [(t + q) K+2e]'
l-q' (n * | - nQ') (1 - Q\-' e'n+'.

Wir können wie folgt zusammenfassen.

Satz 2. Bei Berechnung uon M und N ilber die Reihm(l) giltfiir den Abbruch-

fehler im Mittel, falls die Kurae E durchweg analytisch ist md die genannte p-Be-

dingung effillt,

(41)

I I 
" 

lM' - Z: =rd,eil' dx dy < K, Q'", t [, ltr' - t - Zi=, f " cil' dx dy = K, p'^o.

Dabei ist p' beliebig mit p<p'<.| wählbar; Kr.,K, sind nur uon Q,g' und q
abhöngig und explizit angebbar.

In bekannter Weise kann man hieraus auf die gleichmäBige Konvergenz in
jeder abgeschlossenen Teilmenge von 6 schlieBen mit einer Fehlerabschätzung der
Form<const- g'"; vgl. z. B. (16) auf S. 67 in tl2l oder noch besser dort (6) auf S.

44 (dort nach Transformation der Norm in die (-Ebene mit Verwendung der Berg-
manschen Kernfunktion fiir l(l=l). Wir werden unten sogar - möglicherweise

z. Tl. schlechtere - Abschätzungen gleicher Art in G' gewinnen.

Auch kann man leicht den Abbruchfehler fiir die Reihe (22) des Residuums

von M in z:* abschätzen mit (21) und (35), ebenfalls fiir die entsprechende Reihe

(42) !(At,o+'ar.np): Zi.-tfrna.-

des Residuums von N:

(43) lZ7,*, fnar,l',= ZZ,*rlfr"l',ZZ,*rlor,l',.
Hierbei wird rechts mit (39) bzw. mit dem zuvor gefundenen Fehler bei (22) weiter
gearbeitet.

b) Fiir praktische Berechnungen ist es nattirlich wichtig, in (35) u.sw. möglichst
kleine Konstantm K zu kennen. Sofort kann man als einen möglichen Wert nach
Verzerrungssätzenbei den hydrodynamisch normierten Abbildungen der Klasse ^E

wåihlen K:2. Aber es lassen sich in sehr verschiedener Weise wesentlich kleinere
Werte wählen, dann abhängig von g und 4, wenn man Verzemrngssätze bei nach

S=l(l=l quasikonform fortsetzbaren Abbildungen der Klasse ) heranzieht. Be-
trachtet man nämlich go und gop als Funktion von ( fiir l(l=e, dann liegen hier
Abbildungen w(O der Klasse .E vor, die nach S=l(l=l noch Q-quasikonform
fortsetzbar sind mit Q:(aq\l(-q). In unserer Betrachtungsweise ist also ein
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Wert fiir K durch sup fre w(g) gegeben. Da dieses Supremum nach allgemeinen

Prinzipien durch eine zur reellen Achse symmetrische Abbildung angenommen wird,

kann man auch durch eine Joukowski-Abbildung iibergehen zur Klasse der hydro-

dynamisch normierten konformen Abbildung des Äufieren der Ellipse mit der

Brennachse -2p...2g und der groBen Halbachse 1+q2, die nach dem vollen

Inneren Q-quasikonform fortsetzbar sind. In dieser Abbildungsklasse ist das ent-

sprechende Extremalproblem in [11] studiert worden. Da dies jedoch keine handlichen

Formeln fiir K liefert, geben wir noch folgende etwas gröbere Variante an. Wir

sperren nämlich besagte Ellipse in einen Kreis des Radius I * g2 ein und betrachten

die hydrodynamisch normierten konformen Abbildungen des Äu8eren dieses

Kreises mit Q-quasikonformer Abbildung ins Innere. Dann wird hietzu in [9] der

Wertebereich des Bildes von 2p abgeschätzt (in [9] auch Hinweise auf weitere Ab-

schätzungen). Dies fiihrt zu

(44) K:2Q*1ro-1)(1+ e)E [,*=n'(#. )J [t*c=n'(ff)]-'
Hierbei werden die iiblichen Bezeichnungen fiir die vollståindigen elliptischen inte-

grale l. und 2. Gattung verwendet, wobei 2p/(1*q2) einzusetzen ist.

c) Wir zeigen nun die gleichmäBige Konvergenz unserer Reihen sogar in 6'.

Wir gehen aus von der Norm L der Eiund erhalten nach (4)

(45) n Z\=rlclul,/' : d( drt lE'"12 dx dy

= llEill' I G - q\ : U (r - q').

Nach einem klassischen Löwnerschen Verzerrungssatze zut Abschätzung von

ldzldq nder Klasse x (vgl. [l3], s. 65), hier aber auf die ftir 16l=q schlichte Abbil-

dung z(O transformiert, gibt dies f:dir z(6

| -- =, oo,kl-r-._ #l' = ZX=, klao,l' ZX=rkl(l-' - 16l(46) lEiQ)l' : lZX,=,u*,k(-k4 ffl' = ,X=,klao,l'Z!=,t<161-zo-'l 
d( l'

- TT.il u,=, | *zl=Ldkn:-rl'

1

=7-.u1(l-n(nr2)(n* 1)(1 -Qzl(l-)-2 -

Kombinieren wir nun (46) mit der aus (35) bzw. (39) folgenden Abschätzung

fiir la"f bzw. l|"l, erhalten wir schon den

Satz 3. Bei Berechnung aon M md N ilber die Reihen (7) Silt filr den Ab-

bruchfehler, falls die Kurue (, &trchweg analytisch ist und die genannte q'Bedingung

erJiillt,filr alte z€6

n(n+ 1)

2n(I - q')(l( l' - Q')'

(47) lU' - Z:=tdvqil = K{ Q'", llr'- 1 - Z:=t f nEil = Kt Q'"
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Dqbei ist q' beliebig mit p<.p'<.| wt)hlbar; K{,K; sind nur uon Q,q' und q
abhöngig und explizit angebbar.

Auf den an sich auf der rechten Seite von (47) noch rnöglichen Faktor l(l-2
wurde verzichtet, da sich die Formel mit diesem Faktor sofort aus (47) mit dem
Maximumprinzip wieder gewinnen läBt, da die linke Seite in 2:6 von zwerter
Ordnung verschwindet.

d) Bemerkung zrur tätlichen Durchfiihrung. Nach Satz 2 bzw. 3 kann man zu
gegebenem e>0 effektiv angeben, bei welcher Wahl von z sicher der Fehler kleiner
als e ist. Dies setzt natiirlich voraus, da8 in den Reihen (7) die Summanden, d. h.
die cn, f" und Ei exakt berechnet werden können. Ist die fuemannsche Abbil-
dungsfunktion F mit ihren Entwicklungskoeffizienten in z:@ exakt bekannt,
kann man die Grunsky-Koeffzienten a14 und die Faber-Polynome @, exakt be-

rechnen. Das Gleiche gilt dann weiter fiir die Dpnach (12) und (15), falls man die
Integration rechts in (12) geschlossen ausfiihren kann. Dies geht sicher dann, wenn

man 2 auf G als geeignete Funktion von z ausdrticken kanno wie z. B. bei einer Ellipse
oder einer Cassinischen Kurve oder bei den (unter den nächsten Paragraphen fallen-
den) Polygonziigen G. Damit können auch exakt die ap,und also die Ei berechnet

werden, also nach (21) ebenfalls die an, die B,nach(24)bzw. (26)jedenfalls mit
beliebiger Genauigkeit (mitz. B. nach (25) abschävbarem Fehler wegen lCo,l=so*).

In vielen Fällen (2. B. im Zusammenhang mit dem Extremalproblem der quasi-

konformen Abbildung, dessen Lösung go ist) wird man sich vorziiglich fiir die Reihe

n (22) interessieren, die in ihrem Rest wegen des Zusammenhanges (21) der Summan-
den mit den an entsprechend abschätzbar ist.

6. Fehlerabschätzung bei stfickweis analytischer Kurve G

Es sei jetzt E, eine Jordankurve, die sich aus endlich vielen abgeschlossenen

analytischen Bögen zusammensetzt, die unter von Null verschiedenen Winkeln in
gewissen ,,Frken" zk zrsammenstoBen. Es sei na der kleinste der in den Ecken
vorliegenden AuBenwinkel. Wir wollen aufzeigen, wie man auch in diesem allge-

meineren Falle zu Fehlerabschätzwgen gelangt, wobei man nur einige Passagen im
vorigen Paragraphen msdifizieren mu8, diese allerdings entscheidend. Wir begnägen

uns mit der Herleitung der Normabschätzung des Fehlers.

Zunächst kann man eine Jordankurve c zeichnen, die vollstiindig in l(l=1
liegt, mit l([:1 genau die Punkte (*: F(z*\ gemeinsam hat, in die (o mit einseitiger,

den Einheitskreis nicht beriihrender Tangente einläuft und zwischen je zwei aufein-

ander folgenden (p sogar analytisch ist, so daB z:z(0 ins Äu8ere von c analytisch
und schlicht fortsetzbar ist. Dies erkennt man unter Zuhiilfenahme des Spiegelungs-

prinzips aus der Tatsache, daB eine in (e von l(l>1 her einlaufende analytische
Kurve, die l(l:1 nicht bertihrt, in eine in zr glatt einlaufende Kurve iibergeht,
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die keinen der beiden dort zusammenstoBenden Teilbögen von c bertihrt; man be-

nutze hierbei Sätze vom Kellogg-Warschawskischen Typ, t. B. Theorem IX. 9

auf S. 366 in [16] (nach Anwendung einer Potenztransformation, die G in Umgebung
von zk in eine glatte Kurve iiberfiihrt).

Wir können nun unsere Funktion M nach dem ÄuBeren von c analytisch

fortsetzen zr einer Funktion M*, die wieder iiber (31) gewinnbar ist, wobei auf c

noch Stetigkeit vorliegt. In der Darstellung (30) der Koeffzienten a] der Entwicklung
(29) können wir nun c als Integrationsweg wählen, dabei fiir v>l in (31) die jeweils

Tetzten Anteile weglassen. Um zu einer brauchbaren Abschätzvng fiir af nach
genannter Integraldarstellung za gelangen, mu8 jetzt ein gröBerer Aufwand getrie-

ben werden.
Die Anteile von c, die innerhalb eines Kreises l(l:qt=l liegen, lassen sich

wie in (32) durch const' ql abschätzen. Dies wird sich als von vernachlässigbarer

GröBenordnung erweisen zu den Anteilen, die durch Integration iiber den Rest

von c, nämlich in Umgebung der (o entstehen. Betrachten wir z. B. den Anteil, der
bei Integration iiber die beiden in (p einlaufenden Teilbögen ck von c entsteht:

(48)

Hierbei ist z. B. der erste Anteil zu Eo

(4e)

(s 1)

I ,*[go- qgt](n-t d( - I ,.Ignp-- qgozl("-t d(.

I,*[go- qg']("-t dc : f ,uIgoQ)- qsr(z)J("-t dc

+ [,.lto(z(c))- soz)f?-'d(- q r "*lc@- c,c;f("-'d(.
Hier läBt sich rechts das erste Integral ausrechnen; dieses ist jedenfalls vom Betrag
<const.qi mit qr<I. Beim zweiten und dritten Integral rechts in (49) benutzen

wir die Q-Quasikonformität mit Q:(t +q)10-d in einer kreisförmigen Umge-

bung von zk:

(s0) lgo ( z) - go2)l = con st lz - zklLto

mit einer iiber klassische Verzerrungssätze explizit beschaffbaren Konstanten (vgl.

2.8..[10], S.69). Nimmt man noch die sich aus Kelloggschen Sätzen (vgl.z. B.[16],

S. 365) ergebende Ungleichung

lz - zol < const l( - Ql"

hinzt, so ergibt diese zusammen mit (50) fiir den zweiten Term in (49) rechts (der

dritte ist entsprechend zu behandeln) bei Verwendung der iiblichen Bezeichnung

der Beta- bzw. Gammafunktion und deren asymptotischen Verhaltens (mit jeweils

gewissen i. allg. wieder verschiedenen Konstanten):

tdqlf ,.lsr(r(o) - 8o Qo)f (v-' d(l -< cons t I ,*l( - hl"tal(|"-'

< contt [:rrn-L(l - r)ota dr < const B(v,I+alQ)

- const f (v)f(l +alQ)lr(v+ 1+ alQ) < const v-1-dtQ
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In der Zusammenfassung bringt dies analog zu (32)

(52) lcfl = const v-r-atQ.

Nach (33) und (34) flieBt daraus jetzt wegen

(53) ZZ,*rvlafl, = constn-z4Q

Satz 4. Bei Berechnung uon M und N iliber die Reihen (7) gittfilr den Abbruch-

fehler im Mittel, falls die Kurue E stilckweis analytisch ist mit Aufienwinkeln >na
an den Eckpunkten,

(54) II"IM'-Z:=ta"etrlz dx dy = const n-ZatQ,

nebit einer analogen Abschätzung mit N'-1. Dabei ist,,const" nicht uon n abhöngig
und explizit angebbar,falls eine Kurue c bekannt ist.

Wie im Anschlu8 an Satz 2 kann man hieraus wieder unmittelbar auf die
gleichmäBige Konvergenz in jeder abgeschlossenen Teilmenge von 6 schlieBen
mit entsprechender Abschätzung

7. Beispiel: Ellipse

Betrachten wir nun als (freilich extrem einfaches) Beispiel den Fall der Ellipse
G, die durch

(55) z:z(O=(trzlL 0-r<1,
aus l(l:1 entsteht. Hier wird

ak*: rzklk, a*r:0 för k * I, Cur: rzk, Cu : 0 fiir k * l,

D- : r4*, D^n : g fiir m I n, u]fi : (F-,, F-') : n('!,-qzra^),

a;;2 = (F^', Fn') :0 fiir m * n,

so daB die F" schon orthogonal sind. Es wird

(56) E^(z) : ln(I- qzra*)l-tt2(-u.

Wegen

q: nq(I-ra)[n(I- q2r4)]-r12, dr : 0 sonst,
(s7)

frt: -n42(l-ra)r2ln(l- qzr4\f-1t2, f*: 0 sonst,

wird

M'(z) : nq(I-rn)I1t(l- q2Ö7-L(-1, '

(s8)
lf ' (z'l : | - nqz r2 (I - ra)ln (I - qz r4)l-L (-t,
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(se)

insbesondere nach (22) usw.

| {'lr,o- Ar,np) : q(r- rn)l(I- q'rn),

|{.at,sf Ar,np)

in Ubereinstimmung mit [4], wo diese GröBen untet Zusatzbemerkung I im Zt'
sammenhange mit einem Extremalproblem bei quasikonformen Abbildungen auf-

traten. Fehlerabschätzungen im Sinne von $ 5 sind in diesem Beispiel natiirlich
gegenstandslos.

Man kann so entsprechend die Funktionen M and N mit endlichem Aufpunkt
(vgt. (9)) bestimmen. Dann entstehen statt (5S), (59) tatsächlich unendliche Reihen.

Dankbarere und aussagekriiftigere Beispiele liegen vor, wenn G z.B.eine Quadrat-
linie oder eine Cassinische Kurve ist.

8. Yerbesserung der Fehlerabschätzung mit Hilfe des Fredholmschen

Eigenwertes

Durch das Auftreten des Nenners I -42 werden obige Fehlerabschätzungen

fiir 4 nahe 1 immer schlechter. Dieses Utet Hgt sich beheben, wenn von G der

kleinste Fredholmsche Eigenwert ,t (vgl. z. B.lal) oder wenigstens eine Abschätzung

fiir denselben bekannt ist. (Bei unseren Voraussetzungen an G ist stets ,1>1.) Der

Grund besteht in folgender Verschärfung von (4).

Satz 5. Filr die Funktionen G'€b gilt sogar

lG'12 dx dy = llc'll, = il ,lG'12 dx dy.

Der Faktor l-qz1-z istbeigegebener Kurue G, nichtfilr alle G'€b zu uergröfern.

Zwecks Beweis entwickeln wir ein beliebiges solches G' in der Form

(61)' G(z) : Z7rs,F"(z) mit FZTrnlsnlz : [!"F Pardy =*
nach dem vollstiindigen System der F" von $ 3. Es wird hieruu nach (15)

(62) llc'll' - ,T Z;=Lnlgnl' - Trqz Z;, n=L g*g,*"(Z;:Lka^ka,n)

: n Zi=tnlgnl' - naz ZZtklZ;=t an mdlz,

wobei - was schon (60) liefert - nach den verschärften Grunskyschen Koeffzi-
entenbedingungen [8], [15] gilt

Zf=, k lZi =, o -*^s^l' = )'-' Zi =, m I s-l'.

Nach [8] ist hier nicht för alle Systeme g* der Faktor )"-z za verkleinern.

(60) (1 - q'1-\ l f,
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Wir bekommen nun aus Satz 5, wenn wir in g 5 mit (60) statt mit (4) arbeiten,
unmittelbar die

Folgerung. In (33),(36), (40), (45), (46) kann man den Nenner l-qz durch
l-qz7-z ersetzen, wegen )">p-' (vgl. ll4l) auch durch l-q,Q4.

Somit sind Kr, Krin (al) und Kf, K{ n (47) auch von 4 unabhängig wählbar.
Analoge Auswirkungen ergeben sich in g 6.

Durch diesen Umstand erhält man iiberdies in den Darstellungen fidlr M und 1/
Reihen, die sogar fiirr q-.J konvergieren. Dies iiberrascht nicht nach [6], wo diese
Funktionen tatsächlich fid;r q-) betrachtet wurden.

Man kann tibrigens Ungleichung (60) auch in der Form

(63) [f ,rc.,f dxdy= q,r-rllrlG'lzdxdy

schreiben. Dies gibt zusammen mit (6) in [7] AnlaB zu folgender Variationscharak-
terisierung von G.

Satz 6. Filr alle Funktionen G*, die in 6 (incl. *) reguldr sind, ebenfalls im
Komplernmt 6" uon 6, wobei auf 6, uon beiden Seiten her stetige Randwerte
existieren, deren konjugiert komplexe Dffirenz auf E. hölderstetig ist und die die
stetigen Randwerte einer in 6 (incl. -) regulären Funktion darstellt, gilt

(Ar-D IIrIG*'lz dx dy = IIr.lo*'1, dxdy.(64)

Der Faktor 12-l kann nicht filr alle derartigen G* aergröfiert werden.

. Denn die beschriebenen G* entstehen offenbar durch entsprechende Cauchy-
integrale (vgl. (a) in [7]), so daB (63) anwendbar ist. Ferner lassen sich die in (63)
zulässigen G* durch die in Satz 6 figurierenden (mit angegebenen Randwerten)
entsprechend approximieren.

Wir bemerken noch abschlieBend, daB man auch die komplexen Eigenfunktio-
nen im Sinne von Satz 5 in [6] statt des in g 3 ff. zugrunde liegenden Systems der
Funktionen F" zum Aufbau eines Orthonormalsystems verwenden kann, wieder
mit dem Ziel erner Darstellung fidrr M und N. (Solche Darstellungen sind mehr von
theoretischem fnteresse, da diese Eigenfunktionen natiirlich praktisch so schwer zu
bestimmen sind wie M and.l/selbst; im Reellen finden sich analoge solche Darstel-
lungenin [14], S. 1199 ff.). Auch bei diesen Eigenfunktionen kann man nämlich
die x -Operation gemäB Q) explizit durchfiihren, wie iibrigens auch, wenn man
vom System der M(k) zu einem anderen q-Wert ausgeht in [7]. Interessant ist natiirlich
auch eine Darstellung der komplexen Eigenfunktionen durch Reihen nach den Fo,
wie sie aus [5]folgt.
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