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ENTWICKLUNG )
GEWISSER DIELEKTRISCHER GRUNDLOSUNGEN
IN ORTHONORMALREIHEN

REINER KUHNAU

1. Einleitung

Die komplexe Differentialgleichung
€)) L=V, v=v(2), P =v=<1, z=x+iy,
fiir eine gesuchte Funktion f=f(z) tritt bekanntlich in vielen Situationen der mathe-
matischen Physik (z. B. Elektrostatik, Strémungen in porésen Medien im ebenen
Fall) als auch in der Theorie der Extremalprobleme bei quasikonformen Abbildungen
mit ortsabhéngiger Dilatationsbeschrankung auf (vgl. z. B. die Literatur in [1], [7]).
In [7] wurde ein Verfahren entwickelt, das iiber Orthonormalreihenentwicklungen
von analytischen Funktionen ein Berechnungsverfahren fiir Grundlésungen vorge-
gebenen Singularitdtentypus liefert im Falle, es ist v(z)=0 in einem Gebiet &
und v(z)=q (0<g<1) im Komplement. Im folgenden soll gezeigt werden, wie
sich dieses Verfahren bis hin zur wirklichen numerischen Durchfiihrung und Fehler-
abschitzung besonders giinstig gestaltet bei Verwendung eines speziellen Orthonor-
malsystems, das aus der Riemannschen Abbildungsfunktion heraus entwickelt wird.

Es sei hinfort ® ein z=- im Innern enthaltendes Gebiet, welches von einer
einzigen Jordankurve € (geschlossen und so orientiert, dass ® zur Linken liegt)
berandet wird, die sich aus endlich vielen abgeschlossenen analytischen Bogen
zusammensetzt, die unter von 0 verschiedenem Winkel zusammenstoBen. Wir
konnen o.E.d.A. bei & den konformen Radius 1 annehmen. Die anzuwendende
Berechnungsprozedur besteht nach [7] kurz im folgenden.

Es sei 9 die Gesamtheit der F’(z)€ L*(®), fiir die F(z) in ® regulir ist mit
F(0)=0. Jedem F’(z)€$ sei eine in & ebenfalls reguldre Funktion F*(z) zuge-
ordnet durch eine Vorschrift, die sich fiir noch auf € holderstetige F so schreibt:

©) F¥z) = =L f@%dt

27

Es ist dann F*(e)=0, und gF—F* ist ins Innere von € analytisch fortsetzbar,
insbesondere F* noch auf € stetig, und diese Eigenschaft charakterisiert F*. § wird
zu einem separablen Hilbertraum mit reproduzierender Kernfunktion K(z, t)
durch ein Skalarprodukt, welches sich bei Randregularitit von F’, G'¢$ (sonst
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wird statt € eine Niveaulinie genommen, die hernach nach € strebt) so schreibt:
3) (F',G) = ——= [ FiG+F* dG*
’ 2iJe '

Mit der hierzu gehérigen Norm |...| gilt
@ (=g [f [FPdxdy = |FI* = [[ |F[*dxdy.

Bei Weglassung des (fiir unsere Ziele hier gerade entscheidenden) zweiten Anteils
im Integranden von (3) entsteht der klassische Hilbertraum £’ der quadratisch
integrierbaren F’ mit der Bergmanschen Kernfunktion. Jedes vollstindige Funk-
tionensystem von &’ ist ein solches von $ (und umgekehrt), und wir konnen die
allgemeine Theorie der Kernfunktion (vgl. z. B. [12]) anwenden.

2. Darstellungen fiir Grundlésungen

Uns geht es nun wesentlich um als Grundlésungen deutbare quasikonforme
Normalabbildungen. Wir wollen uns auf folgende Aufgabe beschrinken, die un-
mittelbar Verallgemeinerungsmdglichkeiten erkennen 14B8t. Wir wollen nédmlich
diejenigen Funktionen gy(z) explizit bestimmen, die fiir alle endlichen z stetig sind,
dabei in ® regulir bis auf einen Pol erster Ordnung in z=-< mit der hydrodyna-
mischen Normierung

A
(5) g24(2) = z+—lzi+...,

und fiir die gg4(z) —e*® im Innern von € regulirist, so daB e~ *®g,4(z) schlicht
3 q

832
ist und (1) mit dem angegebenen speziellen v erfiillt. Wegen der Schlichtheit ist

gy—1€%’. Wir bilden
Q) M(z2) = 3[20(2)— 82(2)], N(2) = 5 [86(2)+ 22 (2]

Dann gilt nach [7] (dort nach Grenziibergang {—<) oder [3] mit einem im Sinne
unseres Skalarproduktes vollstindigen Orthonormalsystem {¢,(2)}

O M (2) = Z(M', o) 9i(2), N'(2—1= (N =1, ) ic(2)-

Dabei lassen sich — das ist der ,,Clou‘“ der ganzen Prozedur — die hier in Form
von Skalarprodukten auftretenden Koeffizienten o, f, wirklich bestimmen fiir in

® noch holderstetige ¢, :
’ ’ 1 BRrIEN .
=M, 0f) = 5= [ 140D~ 0 (2] dz,
®) P
, , tdi ] —
Be=N"—1,0) = _%faqo’t(z)[fcfi——z)?]dz'
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Die Gleichheit in (7) gilt zundchst im Sinne der Normkonvergenz, dann aber auch
im Sinne gleichmiBiger Konvergenz der rechts stehenden Reihen ,,im Innern*
bzw. sogar in ®. In (8) fasse man die duBere Integration bei f iiber einen Grenz-
iibergang mit einer duBeren Niveaulinie € von € auf (entsprechend |{|=r=>1).
Fiir die unten benutzten ¢, kann wegen Kelloggscher Sitze [16] die Begriindung
von (8) auch einfacher iiber die durch partielle Integration transformierten Integrale
in (14) ff. von [7] erfolgen.

Analoge Darstellungen finden sich in [7] fiir diejenigen Funktionen M(z, (),
N(z,{) mitendlichem ,, Aufpunkt* {¢®, entstehend aus entsprechenden Funktionen
gs(z,0). Bei letzteren liege — bei sonst gleichen Eigenschaften — der einfache Pol
in { mit der Entwicklung

©) 80(5: 0 = =7 +(O).

3. Ein spezielles Orthonormalsystem

Es sei {(z) diejenige schlichte konforme Abbildung von G auf |{|>1 mit
{(eo)=oo. Wegen des konformen Radius 1 von & konnen wir in Umgebung von
z=oo die Normierung {(z)=z+P(1/z) vorschreiben. Das System der ersten Ablei-
tungen der Funktionen F"(z)={""(z), n=1, 2, ..., ist offenbar vollstindig (da in der
¢-Ebene trivialerweise der entsprechende Sachverhalt vorliegt) und soll jetzt ortho-
normiert werden. Das erheischt u. a. die Berechnung der zugehorigen Skalarpro-

dukte.
Zunichst erkennen wir mit den Faberschen Polynomen &,(z) (vgl. z. B. [13])

10) ("=F"=,(2)-n37 aul™".
Dabei sind a,, die ,,Grunsky-Koeffizienten’® von z({), die sich aus der Entwicklung

log%—# =-—o a7 =1 [nl=1,

berechnen und Polynome in den Entwicklungskoeffizienten von z({) selbst sind. Es
gilt nun

(11) F™* = qF"—q®, =—qn 3> a,{~" fir z€® bzw. [(| = 1.

Denn diese Funktion ist noch in z=e- reguldr und verschwindet dort, und es gilt
auf €

gF'— F™* = gF ="~ F™ = q®,(2),

so daB dies ins Innere von € analytisch fortsetzbar ist.
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Man errechnet weiter

m’  n’y . 1 m jn mx ] nx

(F™, F )——Ech dF" + F™dF

1 m It 2T (="
=57 [ F"dF "+ g (F "= @) d(F" = ®,)]

= _%fc [_n(] +q2)Fm—n—1 dF— qum d¢n_q2¢m dF" + l]zaTm.dq’,,],

9> . = ..
-2 =
o n(l—g»)n 2if¢¢,,dcb,, fir m=n,
(12) (F™, F7) = P
—Efcq')mdqﬁ,, fiir m = n.
Denn es ist

[ OndF" = [@,d7" = [ &,(20)(=n)( " dl
= [("+m 22, aml ™) (=)

mit dem Ergebnis #2ni fiir m=n und O sonst.
Eine weitere, fiir andere Zwecke u.U. giinstigere Darstellung des Skalarproduk-
tes ergibt sich so nach (11)

(F™, F") = —2ii [ FmdF"+F™ dF™

= —%f(E [Cmnl* =t dl+ q*mn 27, G (0 d 57, aul™']

{nn—nqznzz,:;lka_,,ka,,k fir m=n,

—ng*mn D, kaa,  fir m#n.

Falls € nicht durchweg analytisch ist, geht man beim Beweis von (12) und der eben
gewonnenen Darstellung bei dem bei der Definition von (F™, F™) zugrunde liegen-
den Flichenintegral zunichst zu einem von einer Niveaulinie € berandeten Teil-
gebiet von ® iiber (entsprechend |{|=r mit r=>1) und fiihrt anschlieBend den
Grenziibergang r—1 durch. Dies liefert dann bei (12) das Ergebnis, bei der eben
gewonnenen zweiten Darstellung nach dem Abelschen Grenzwertsatz, da die
entstandene Reihe tatsichlich noch (fiir »=1) konvergiert, sogar absolut:

(13) (Sl aml |aml)? = Sk laml* S klanl* = 1/(mn).

Die letzte Abschétzung ergibt sich im Zusammenhang mit den Grunskyschen Koeffi-
zientenbedingungen ([13], (15) auf S. 59).
Setzt man noch

(14) Cmn == V—naamna Dmn = Zglmcnk’
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so entsteht die Matrix (D,,,) aus den Matrizen (C,,) und (C,,) durch Matrizenmul-
tiplikation, und es folgt endgiiltig diese zweite Darstellung:

is I nn—nqg?nD,, fir m=n,
(15) (™, )_{—nqﬂ/WDm,, fiir m # n.
Die bekannte Orthonormierung nach E. Schmidt fithrt nun zu einem System
von Funktionen
(16) Op=n_1 W F*, n=1,2,..,
mit (¢,, ¢.)=0,, (Kronecker-Symbol), wobei sich die Koeffizienten o, explizit
durch Determinanten ausdriicken lassen (vgl. z. B. [2], S. 16/17). Es ist z. B.
) ayy = (m—ng*Dyy) ™2 o, = (= D" Ay (ndy*4,)~* fir n>1
mit
1—¢*Dyy,  —q*Dys... —¢°Dy,
(18) An= __q‘2D21 1“]2D22 _q.2D2n ,
—qunl _qunZ“' 1'_qunn
wobei A* bzw. A** aus 4, durch Streichung von erster Zeile und letzter Spalte

bzw. letzter Zeile und letzter Spalte entsteht.
Wir benétigen fiir z€® noch die Funktion

°°_l

@) = —gn (35, ant~ Q) = —an 5

Hier lassen sich die Integrale umschreiten in solche iiber einen zu z konzentrischen
Kreis und solche iiber einen grossen Kreis & nach Vertauschung von Summation
und Integration und Beriicksichtigung von [13] (dort (3) auf S. 57):
— 1 dt dC ]
kK —1 i 1 —_ =
Pt @) == n 35 T [ O+ e [ O T

g 3 T [0 @+ [, € St ]
- —gtn 32, Tl D~ 02 = g0 3, Tl S L),

Falls € nicht durchweg analytisch ist, geht man analog vor wie bei der Begriindung
von (15) mit dem Abelschen Grenzwertsatz. Dabei wird dann analog zu (13) die
folgende Ungleichung benutzt, die nach [13] (dort (15) auf S. 59) fiir alle endlichen
Wertesysteme k, / giiltig ist:

(Zk,l lHa,||ay] |C|_k)2 = (Zk,z Vi |y |C|7H? V7|alkl [C|*2)2
= Dt ll?ntl2 1217* Sl lawl?1E1 7 = Zillanl S lll™ S Z|=*/k.
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Dies zeigt die absolute Konvergenz der fiir F™* entstandenen Reihe und Umord-
nungsmoglichkeit zu

(19) F™*(2) = q*n 37, Du L™ [Vnk.

4. Berechnung der Darstellungen fiir A/ und N

Die Berechnung der Koeffizienten o, nach (8) liefert bei unserem jetzt vorliegen-
den speziellen Orthonormalsystem bei wieder entsprechender Behandlung der Reihen

_ " —e—— T dz
%y = 7T‘]°‘1n+%-'2k=1 %jn K fG (=22, aul ’)d_(:dc

= ngo,— 5= Sy ok [ 37y Bl (1= Sy jap 7Y dg
= TqUy— TG D=y %n VEDkl'
Zur Vereinfachung kénnen wir noch ausnutzen, daf3
5jn =( ‘P;', @n) = Zyk,l akj&l;(Fk,, F")
=—7q® Dk, 1 %; O VEZDM'HI ,?:‘;U’n) Koty ; 0en »
was sukzessive fiir j=1,...,n—1 bei n>1 zu
(20) 7V Sy %V Dy = jay,

fiihrt, nebst entsprechenden Relationen fiir die anschlieBenden Werte j=n, n+1, ....
So erhalten wir — (20) fiir j=1 ausnutzend, sowie (17) —
1 1 — .
——n|——qla; fir n=1,
g [q q} .

21 &, =
1 —
—n[?—q) oy, fir n=1.

Dadurch ist mit (17) die Berechnung von M gelungen. Insbesondere ergibt sich fiir
die Entwicklungskoeffizienten in (5)

1 1 1 o
(22) 5(141,0—141,7:/2) = ?—ﬂ(;—q)z,,:l [t 2.

Das Doppelte dieser GréBe heiBit ,,quasikonforme Spanne‘ S. Wir erhalten aus
(22) insbesondere mit dem Inhalt I des Inneren von € die Abschitzung

1 1 1 1
S2§——n(—— )a 2=——77:(——— ]77: 1—qg2D,))] 1
/ 7 7 q| lol 7 7 q|[r(1—¢*Dyy)]

= l_(%—-q] [1—¢2 3 klay?]t = q%/[l-—gﬁ (1—%}] .

q
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Besitzt ® nicht notwendig wie hier den konformen Radius 1, sondern den konformen
Radius R, folgt hieraus durch Ahnlichkeitstransformation

(23) 52 = qﬁ/[1—q2(1—ﬁ{—2]].

Dies ist nach Bergman und Schiffer (vgl. S. 126 in [8]) schirfer als (6) (rechts) in [9].

Etwas komplizierter ist die Berechnung der f, nach (8). Wenn also dort bei
der duBeren Integration statt € zunéchst eine Niveaulinie €’ (entsprechend [{|=r=>1)
verwendet wird, welche anschlieBend nach € strebt, wird nach [13] (dort (3) auf
S. 57)

2 _ dt 1+
B.= "‘%fqzzl:l Gk 2024 au{~'(2) [f(:(_it——;_f] dz

P sn g d _
= %2:=1aknk21:1 A f(s t[fe Clgz—(t—Z(C))—de] dt

2 —)
= Z_n Tk 32, au [ 120i B (D) dr.

Hierbei gilt ‘
I RTHOFIE IEACEEON

so daB wir nach (12) zunichst erhalten
(24 B, = 7”]22;:;1 Un K [21:1 (437} ViDll_akl]'

Diese Reihe konvergiert tatsichlich (was wir wieder im Zusammenhang mit dem
Abelschen Grenzwertsatze fiir den Grenziibergang € —~€ brauchen). Nach den
Grunskyschen Koeffizientenbedingungen (vgl. [13], Aufgabe 6 auf S. 64) gilt namlich
zu festem k

(25) Ile=r C'vlelll2 = |le=r Ckl (2;:1 .Cchlf)Iz = |le=r ;;1 C'J'E;l Fhlz
=20, CulP 22, 1C,P = 2i=r Cul®

Man kann auch noch in (24) durch Vertauschung der Summationsreihenfolge um-
formen zu

(26) By = 7q* Sy Fon VR [ 2721 Dy Cij = Cua].
Dies ist moglich wegen
(27) | 221 CuDu— 253 D Cuf?

=321 Cu(Srey €y Ciy) =251 (221 Cu Cji) G ?

=221 Cu(Zilenn CiCy)lP =32, 1CulP 220 12551 G Gyl =137, Gy
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Dabei werden abermals die Grunskyschen Koeffizientenbedingungen benutzt —
vgl. z. B. in [13] auf S. 60 unter (21).

Zur weiteren Vereinfachung von (26) kann man dann noch die Beziehungen (20)
heranziehen.

Wir fassen zusammen.

Satz 1. Die in § 2 definierten Grundlosungen M(z) und N(z) lassen sich in
der Form (7) darstellen, wobei die Koeffizienten (8) bzw. (21), (24), (26) erfiillen. Die
Gleichheit in (7) gilt im Sinne der Normkonvergenz und auch im Sinne gleichmdpiger
Konvergenz auf jeder abgegeschlossenen Teilmenge von 6.

Diese Aussage 148t sich noch wie in § 5 konkretisieren.

Zuvor erwihnen wir noch, wie sich entsprechend die in § 2 genannten Funktio-
nen M(z,{) und N(z,{) mit endlichem Aufpunkt { herstellen lassen. Es gilt nach
[7] und (19) z. B.

(28) M'(z,3) = 3,(M"(Z, 3), 01(2)) 94(2)
=2, 21 a(FH(2), M'(Z, 3)) 2, o0 FY(2)

=2 2k i=1 %n%n [an"’(S)—g F"**’(S)] F¥(2)

=2, 21?,1:1 Ol Ol TG [Fk,(s) +2,:1 Vk_j«ijC_j_l%] FV(Z)-

5. Fehlerabschitzungen bei analytischer Kurve €

a) Wir wollen nun in (7) den Fehler ermitteln, der entsteht, wenn nur endlich
viele Summanden genommen werden. Dabei sei hier zundchst € durchweg analy-
tisch (d. h. ohne ,,Knicke*), so daB die Umkehrung der Riemannschen Abbildungs-
funktion {(z) von ® noch fiir |{|=¢ reguldr und schlicht ist mit einem o<1.
Diese GroBe ¢ spielt — wie immer in solcher Situation — naturgemiB jetzt eine
zentrale Rolle. Als Funktion von { koénnen wir dann M nach |{|=¢ analytisch
fortsetzen (vgl. die SchluBweise z. B. in [5], FuBnote). Wir entwickeln dort dieses
M*:

29) M* =37 oy
Nach der Cauchyschen Abschitzungsformel kénnen wir fiir

(30) = [ ML

2ni

eine Ungleichung anschreiben, dabei mit benutzen, daB nach [5] die analytische
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Fortsetzung von g, bzw. g, lautet
20(2(0))— 980(2(D)) + g80(2(1/0)) bzw.
gn/2 (Z(C)) + q gn/z(Z(C)) —q gn/2 (Z(l/é))

Also gilt fiir diese analytische Fortsetzung M* von M nach ¢=|{|=1, da bei Inte-
gration in (30) die Anteile iiber die dritten Terme in (31) verschwinden fiir v=>1,

@3

(32) le¥|=(1+q)Ke*, wenn |go =K und |[gs| =K auf [{|=e.

Nun konnen wir zur Normabschitzung des Fehlers bei M’ schreiten. Zunéchst folgt
nach (4)
(33)

’ n # 1 7 n ’ 1 oo
ff@ IM —Zv=1a\’q’"|2 dxdy = 1_q2 ”M —Zv=1a\’ (p"”z = ]Tq'z—2v=n+1 ]x\’lg'

(Strich * bezeichnet nach wie vor die Ableitung nach z.) Andererseits ergibt sich
aus der klassischen Minimaleigenschaft der Fourierkoeffizienten «, sowie wiederum
aus (4)

(34
=30 @ = M= (S, s YN = [ 1M = (S0, i) Pdxdy

= [ g1

Wegen 37 ., vo®=(n+1—ng)(1—») 20™** erhalten wir somit

™ di dn=mn2, . v (= ¢+in).

7{ v= n+1

(35)
(36)

loy |2 = (1 +q)2 K2(n+1—ng?) (1 —0?)~20**2

v= n+1

2
M/ n o <p$2dx dy = nLl_'__q)Kz(n+1_ngz)(l_gz)—202n+2'
1 1_q2

V

Eine zu (36) entsprechende Abschitzung konnen wir herbeifiithren, wenn wir
in der vorgetragenen Uberlegung durchweg M durch N—z ersetzen. Schreiben
wir namlich jetzt fiir die analytische Fortsetzung N* von N nach [{|=¢

(37) N*—z =27 B

so folgt jetzt analog zu (32), wenn noch die aus klassischen Verzerrungssitzen der
konformen Abbildung auf |{|=¢ folgende Ungleichung |[z({)|=2¢ benutzt wird:

(3% 1By = [(1+9)K+2¢0] 0"
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Insgesamt erhalten wir dann analog zu (35), (36):
(39) vens1 B = w(1+q) K+ 20 (n+1—ng?) (1 — @) 720" 2,
(40)
’ n ’ 1 K 2 2 n
[f IV =1=3_ Boifrdxdy = RLJr—f)_qJ;—Q] (n+1—ng*(1—g?) 2™

Wir konnen wie folgt zusammenfassen.

Satz 2. Bei Berechnung von M und N iiber die Reihen (7) gilt fiir den Abbruch-
fehler im Mittel, falls die Kurve € durchweg analytisch ist und die genannte o-Be-
dingung erfiillt,

(41)
ff@ M =230 _ a,@ifdxdy = K, 0™, ff@ IN'—1-37_, ByosPdx dy = K,0™*".

Dabei ist o' beliebig mit 9<go'<1 wdhlbar; K., K, sind nur von ¢, und q
abhdngig und explizit angebbar.

In bekannter Weise kann man hieraus auf die gleichmidBige Konvergenz in
jeder abgeschlossenen Teilmenge von & schlieBen mit einer Fehlerabschitzung der
Form=const- ¢"; vgl. z. B. (16) auf S. 67 in [12] oder noch besser dort (6) auf S.
44 (dort nach Transformation der Norm in die {-Ebene mit Verwendung der Berg-
manschen Kernfunktion fiir [{|=1). Wir werden unten sogar — mdglicherweise
z. Tl schlechtere — Abschitzungen gleicher Artin & gewinnen.

Auch kann man leicht den Abbruchfehler fiir die Reihe (22) des Residuums
von M in z=-< abschitzen mit (21) und (35), ebenfalls fiir die entsprechende Reihe

(42) % (Ay,0+ Ay, zj2) = 2y By,
des Residuums von N:
(43) | Zvensr Bvon2 = 201 B 2y ol

Hierbei wird rechts mit (39) bzw. mit dem zuvor gefundenen Fehler bei (22) weiter
gearbeitet.

b) Fiir praktische Berechnungen ist es natiirlich wichtig, in (35) usw. mdglichst
kleine Konstanten K zu kennen. Sofort kann man als einen moglichen Wert nach
Verzerrungssitzen bei den hydrodynamisch normierten Abbildungen der Klasse X
wihlen K=2. Aber es lassen sich in sehr verschiedener Weise wesentlich kleinere
Werte wihlen, dann abhingig von ¢ und ¢, wenn man Verzerrungssitze bei nach
0<|{|<1 quasikonform fortsetzbaren Abbildungen der Klasse X heranzieht. Be-
trachtet man némlich g, und g, als Funktion von { fiir |{|>¢, dann liegen hier
Abbildungen w({) der Klasse X vor, die nach g¢<|{|<1 noch Q-quasikonform
fortsetzbar sind mit Q=(1+¢)/(1 —g). In unserer Betrachtungsweise ist also ein
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Wert fiir K durch sup Re w(g) gegeben. Da dieses Supremum nach allgemeinen
Prinzipien durch eine zur reellen Achse symmetrische Abbildung angenommen wird,
kann man auch durch eine Joukowski-Abbildung iibergehen zur Klasse der hydro-
dynamisch normierten konformen Abbildung des AuBeren der Ellipse mit der
Brennachse —2¢ ...2¢ und der groBen Halbachse 1+¢? die nach dem vollen
Inneren Q-quasikonform fortsetzbar sind. In dieser Abbildungsklasse ist das ent-
sprechende Extremalproblem in [11] studiert worden. Da dies jedoch keine handlichen
Formeln fiir K liefert, geben wir noch folgende etwas grébere Variante an. Wir
sperren namlich besagte Ellipse in einen Kreis des Radius 1+ ¢? ein und betrachten
die hydrodynamisch normierten konformen Abbildungen des AuBeren dieses
Kreises mit Q-quasikonformer Abbildung ins Innere. Dann wird hierzu in [9] der
Wertebereich des Bildes von 29 abgeschitzt (in [9] auch Hinweise auf weitere Ab-
schitzungen). Dies fiihrt zu

o keserdameonfions(5) o )]

Hierbei werden die iiblichen Bezeichnungen fiir die vollstindigen elliptischen inte-
grale 1. und 2. Gattung verwendet, wobei 2¢/(1+¢?% einzusetzen ist.

¢) Wir zeigen nun die gleichmiBige Konvergenz unserer Reihen sogar in 6.
Wir gehen aus von der Norm 1 der ¢, und erhalten nach (4)

= [, loil2dxdy

45) 7 D= K 0n]* = .[flg|>1

= llonl?/(1—g» = 1/(1—¢».

Nach einem klassischen Lownerschen Verzerrungssatze zur Abschdtzung von
dz/d¢| in der Klasse X (vgl.[13], S. 65), hier aber auf die fiir [{|>¢ schlichte Abbil-
dung z(¢) transformiert, gibt dies fiir €6

d < .
E?Zk:laknc k

dC ¢

46)  lon@IP =S k(= az

<Zk 1k|akn| Zk 1k|C|—2k -2

_ 1 n(n+1)
T a(l—gd 2n(1—g?)(|{I*—¢?)?

Kombinieren wir nun (46) mit der aus (35) bzw. (39) folgenden Abschitzung
fiir |o,| bzw. |B,], erhalten wir schon den

K= () (n+ DA — e[l 7)) =

Satz 3. Bei Berechnung von M und N iiber die Reihen (7) gilt fiir den Ab-
bruchfehler, falls die Kurve € durchweg analytisch ist und die genannte o-Bedingung
erfiillt, fiir alle 266

(47) M’ =3 _ 0,0} = Ko™, IN'—1-27_, B,¢)| = K5 o™
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Dabei ist @' beliebig mit 9<go'<1 wdihlbar; K, Ky sind nur von g, 0" und q
abhdngig und explizit angebbar.

Auf den an sich auf der rechten Seite von (47) noch moglichen Faktor |{|~2
wurde verzichtet, da sich die Formel mit diesem Faktor sofort aus (47) mit dem
Maximumprinzip wieder gewinnen 148t, da die linke Seite in z=< von zweiter
Ordnung verschwindet.

d) Bemerkung zur tétlichen Durchfithrung. Nach Satz 2 bzw. 3 kann man zu
gegebenem ¢=>0 effektiv angeben, bei welcher Wahl von # sicher der Fehler kleiner
als ¢ ist. Dies setzt natiirlich voraus, daB in den Reihen (7) die Summanden, d. h.
die «,, B, und ¢/ exakt berechnet werden konnen. Ist die Riemannsche Abbil-
dungsfunktion F mit ihren Entwicklungskoeffizienten in z=-< exakt bekannt,
kann man die Grunsky—Koeffizienten a;; und die Faber-Polynome @, exakt be-
rechnen. Das Gleiche gilt dann weiter fiir die Dy, nach (12) und (15), falls man die
Integration rechts in (12) geschlossen ausfithren kann. Dies geht sicher dann, wenn
man Z auf € als geeignete Funktion von z ausdriicken kann, wie z. B. bei einer Ellipse
oder einer Cassinischen Kurve oder bei den (unter den nichsten Paragraphen fallen-
den) Polygonziigen €. Damit konnen auch exakt die o, und also die ¢, berechnet
werden, also nach (21) ebenfalls die «,, die 8, nach (24) bzw. (26) jedenfalls mit
beliebiger Genauigkeit (mit z. B. nach (25) abschitzbarem Fehler wegen |Cy|=**").

In vielen Fillen (z. B. im Zusammenhang mit dem Extremalproblem der quasi-
konformen Abbildung, dessen Ldsung g, ist) wird man sich vorziiglich fiir die Reihe
in (22) interessieren, die in ihrem Rest wegen des Zusammenhanges (21) der Summan-
den mit den «, entsprechend abschitzbar ist.

6. Fehlerabschitzung bei stiickweis analytischer Kurve €

Es sei jetzt € eine Jordankurve, die sich aus endlich vielen abgeschlossenen
analytischen Bdgen zusammensetzt, die unter von Null verschiedenen Winkeln in
gewissen ,,Ecken‘ z, zusammenstoBen. Es sei mo der kleinste der in den Ecken
vorliegenden AuBenwinkel. Wir wollen aufzeigen, wie man auch in diesem allge-
meineren Falle zu Fehlerabschitzungen gelangt, wobei man nur einige Passagen im
vorigen Paragraphen modifizieren muB, diese allerdings entscheidend. Wir begniigen
uns mit der Herleitung der Normabschétzung des Fehlers.

Zunichst kann man eine Jordankurve ¢ zeichnen, die vollstindig in |{|=1
liegt, mit |{|=1 genau die Punkte {,=F(z,) gemeinsam hat, in die {, mit einseitiger,
den Einheitskreis nicht beriihrender Tangente einlduft und zwischen je zwei aufein-
ander folgenden {, sogar analytisch ist, so daB z=z({) ins AuBere von ¢ analytisch
und schlicht fortsetzbar ist. Dies erkennt man unter Zuhiilfenahme des Spiegelungs-
prinzips aus der Tatsache, daB eine in {; von |{|>1 her einlaufende analytische
Kurve, die |{|=1 nicht beriihrt, in eine in z, glatt einlaufende Kurve iibergeht,
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die keinen der beiden dort zusammenstoBenden Teilbdgen von ¢ berithrt; man be-
nutze hierbei Sdtze vom Kellogg-Warschawskischen Typ, z. B. Theorem IX. 9
auf S. 366 in [16] (nach Anwendung einer Potenztransformation, die € in Umgebung
von z; in eine glatte Kurve iiberfiihrt).

Wir kénnen nun unsere Funktion M nach dem AuBeren von ¢ analytisch
fortsetzen zu einer Funktion M*, die wieder iiter (31) gewinnbar ist, wobei auf ¢
noch Stetigkeit vorliegt. In der Darstellung (30) der Koeffizienten o der Entwicklung
(29) konnen wir nun ¢ als Integrationsweg wihlen, dabei fiir v=1in (31) die jeweils
letzten Anteile weglassen. Um zu einer brauchbaren Abschitzung fiir o nach
genannter Integraldarstellung zu gelangen, muB jetzt ein groBerer Aufwand getrie-
ben werden. '

Die Anteile von ¢, die innerhalb eines Kreises |{|=g;<1 liegen, lassen sich
wie in (32) durch const- g} abschitzen. Dies wird sich als von vernachléssigbarer
GroBenordnung erweisen zu den Anteilen, die durch Integration iiber den Rest
von ¢, nimlich in Umgebung der {, entstehen. Betrachten wir z. B. den Anteil, der
bei Integration iiber die beiden in {, einlaufenden Teilbdgen ¢, von ¢ entsteht:

(48) S (8= gl 0T Al = [ gep42epl 07 L
Hierbei ist z. B. der erste Anteil zu g,
(49) I e I ENCART PEN] el

+ [, [e(z@)~gofz] =g [, [a(z @)~ go(z]0 7 de.

Hier 148t sich rechts das erste Integral ausrechnen; dieses ist jedenfalls vom Betrag
=const- ¢} mit g;<1. Beim zweiten und dritten Integral rechts in (49) benutzen
wir die Q-Quasikonformitit mit Q=(1+g¢)/(1—¢q) in einer kreisformigen Umge-
bung von z;:

(50) |80(2) — go(2)| = const |z—z,]'/2

mit einer iiber klassische Verzerrungssitze explizit beschaffbaren Konstanten (vgl.
z.B.[10], S. 69). Nimmt man noch die sich aus Kelloggschen Sétzen (vgl. z. B.[16],
S. 365) ergebende Ungleichung

(51) |z— 2| = const [{—={,[*

hinzu, so ergibt diese zusammen mit (50) fiir den zweiten Term in (49) rechts (der
dritte ist entsprechend zu behandeln) bei Verwendung der iiblichen Bezeichnung
der Beta- bzw. Gammafunktion und deren asymptotischen Verhaltens (mit jeweils
gewissen i. allg. wieder verschiedenen Konstanten):

[, Leo(z(©)—ga(z] 0~ d| = comst [ 1E=Li21E) = ]
= constf: r~1(1—r)*2dr = const B(v, 1+a/Q)
= const ' (W) I'(1+0/Q)/T(v+1+a/Q) = const v—1=#/2,
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In der Zusammenfassung bringt dies analog zu (32)

(52) |ec¥] = const v—1=%/2,
Nach (33) und (34) flieBt daraus jetzt wegen

(53) vens1 VIow|? = const n=2/Q

Satz 4. Bei Berechnung von M und N iiber die Reihen (7) gilt fiir den Abbruch-
Sfehler im Mittel, falls die Kurve € stiickweis analytisch ist mit Aufenwinkeln =no
an den Eckpunkten,

(54 ff(5 |M’ =30 o,y 2dx dy = const n=%/2,

nebst einer analogen Abschétzung mit N’ —1. Dabei ist ,,const* nicht von n abhdngig
und explizit angebbar, falls eine Kurve ¢ bekannt ist.

Wie im AnschluB an Satz 2 kann man hieraus wieder unmittelbar auf die
gleichmdBige Konvergenz in jeder abgeschlossenen Teilmenge von & schlieBen
mit entsprechender Abschitzung.

7. Beispiel: Ellipse
Betrachten wir nun als (freilich extrem einfaches) Beispiel den Fall der Ellipse
€, die durch
(55) z=z({Q =+, O0<r<1,
aus |{|=1 entsteht. Hier wird
aw =1%k, ay,=0 fir k=1l Cu=1r% Cu=0 fir k=l
Dy =1"", D,, =0 fiir m=n, ozi=(F",F")=n(l—g2rm),

e = (F™, F”) =0 fiir m # n,

so daB die F” schon orthogonal sind. Es wird

(56) Pm(2) = [n(1—g?ri™)] 12—,
Wegen
o, =ng(1—r)[n(1—q2r)]7*% o, =0 sonst,
7 Br=—ng* (1 —r)P[a(1—g*M] ™%, f=0 sonst.
wird
M'(2) = nqg(1—r)[rn(1—g>r] 727,
(58)

N' (@) =1=ngr*(A—rY)[n(1—g*r] {7,
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insbesondere nach (22) usw.
5 1,0 As ) = gL —r)/(1—gr),
% (A1,0+ A1 zp2) = — g?r2(1—r)/(1—g*r?)

in Ubereinstimmung mit [4], wo diese GroBen unter Zusatzbemerkung 1 im Zu-
sammenhange mit einem Extremalproblem bei quasikonformen Abbildungen auf-
traten. Fehlerabschitzungen im Sinne von §5 sind in diesem Beispiel natiirlich
gegenstandslos.

Man kann so entsprechend die Funktionen M und N mit endlichem Aufpunkt
(vgl. (9)) bestimmen. Dann entstehen statt (58), (59) tatséchlich unendliche Reihen.
Dankbarere und aussagekriftigere Beispiele liegen vor, wenn € z. B. eine Quadrat-
linie oder eine Cassinische Kurve ist.

(59)

8. Verbesserung der Fehlerabschiitzung mit Hilfe des Fredholmschen
Eigenwertes

Durch das Auftreten des Nenners 1—g? werden obige Fehlerabschitzungen
fiir ¢ nahe 1 immer schlechter. Dieses Ubel 1d8t sich beheben, wenn von € der
kleinste Fredholmsche Eigenwert A (vgl. z. B. [14]) oder wenigstens eine Abschitzung
fiir denselben bekannt ist. (Bei unseren Voraussetzungen an € ist stets A>1.) Der
Grund besteht in folgender Verschédrfung von (4).

Satz 5. Fiir die Funktionen G'€9 gilt sogar
(60) (1— qm—z)ff(5 IG’|2dxdy = |G'|2 = ff@ |G'|2dx dy.
Der Faktor 1—g2A~? ist bei gegebener Kurve € nicht fiir alle G'€$ zu vergrdfern.
Zwecks Beweis entwickeln wir ein beliebiges solches G’ in der Form
6) G =372,8F () mit w37 nlgl= [ |G Pdxdy <=
nach dem vollstindigen System der F" von § 3. Es wird hierzu nach (15)
(62) 1G'2 = m 3z, n1gul* — 7g2 S my 8m8n N (- y K u)
= 1 3 nlgl?— g S k| 2y G Bl

wobei — was schon (60) liefert — nach den verschérften Grunskyschen Koeffizi-
entenbedingungen [8], [15] gilt

S k| 2oy amal® = 27 2L mgal™

Nach [8] ist hier nicht fiir alle Systeme g,, der Faktor 472 zu verkleinern.
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Wir bekommen nun aus Satz 5, wenn wir in § 5 mit (60) statt mit (4) arbeiten,
unmittelbar die

Folgerung. In (33), (36), (40), (45), (46) kann man den Nenner 1—q? durch
1 —g®A2 ersetzen, wegen A=9o~2 (vgl. [14]) auch durch 1—gq?o*

Somit sind Kj, K, in (41) und K, K in (47) auch von g unabhingig wihlbar.
Analoge Auswirkungen ergeten sich in § 6.

Durch diesen Umstand erhélt man iiberdies in den Darstellungen fiir M und N
Reihen, die sogar fiir g<A konvergieren. Dies iiterrascht nicht nach [6], wo diese
Funktionen tatsichlich fiir g<A betrachtet wurden.

Man kann iibrigens Ungleichung (60) auch in der Form

(63) ff@ |G¥|2dxdy = qm—zfj(5 |G’|2dx dy

schreiben. Dies gibt zusammen mit (6) in [7] AnlaB zu folgender Variationscharak-
terisierung von €.

Satz 6. Fiir alle Funktionen G*, die in & (incl. <) reguldr sind, ebenfalls im
Komplement ®&_, wvon ©®, wobei auf € wvon beiden Seiten her stetige Randwerte
existieren, deren konjugiert komplexe Differenz auf © hélderstetig ist und die die
stetigen Randwerte einer in & (incl. =) reguldren Funktion darstellt, gilt

(64) (zz—l)ff65 IG¥2dxdy = jf@c |G*'|2 dx dy.

Der Faktor A*—1 kann nicht fiir alle derartigen G* vergréfert werden.

Denn die beschriebenen G* entstehen offenbar durch entsprechende Cauchy-
integrale (vgl. (4) in [7]), so daB (63) anwendbar ist. Ferner lassen sich die in (63)
zuldssigen G* durch die in Satz 6 figurierenden (mit angegebenen Randwerten)
entsprechend approximieren.

Wir bemerken noch abschlieBend, daB man auch die komplexen Eigenfunktio-
nen im Sinne von Satz 5 in [6] statt des in § 3 ff. zugrunde liegenden Systems der
Funktionen F" zum Aufbau eines Orthonormalsystems verwenden kann, wieder
mit dem Ziel einer Darstellung fiir M und N. (Solche Darstellungen sind mehr von
theoretischem Interesse, da diese Eigenfunktionen natiirlich praktisch so schwer zu
bestimmen sind wie M und N selbst; im Reellen finden sich analoge solche Darstel-
lungen in [14], S. 1199 ff.). Auch bei diesen Eigenfunktionen kann man nimlich
die *-Operation gemidB (2) explizit durchfiihren, wie iibrigens auch, wenn man
vom System der M ® zu einem anderen g-Wert ausgeht in [7]. Interessant ist natiirlich
auch eine Darstellung der komplexen Eigenfunktionen durch Reihen nach den F™,
wie sie aus [15] folgt.
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