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UN PROBLEME ASYMPTOTIQUE
EN CONTROLE PONCTUEL

JACQUES-LOUIS LIONS

Introduction

Soit © un ouvert borné de R", de frontiére I' réguliére. Dans ©Q, on considére
un systéme gouverné par une équation hyperbolique avec contrdle s’exercant en
b donné, b€ Q. Plus précisément on suppose que I’état du systéme est donné par la
solution de

0%y. , 0y
1) 8—(7);21-1‘ 3; — A4y, = v(1)é(x—Db)

dans Q = QXx]0, T,

ot ¢ est donné =0 et est destiné & tendre vers zéro; d(x—b) désigne la messe de
Dirac au point b; le contrdle est v=v()¢L? (0, T). On ajoute & (1) les conditions
aux limites et initiales

2 ye=0 sur X=TX]0,TI,
0y,

3 y.(x,0) =0, e (x,00=0 dans Q.

Les équations (1), (2) et (3) définissent de maniére unique 1état
) Ve = V(o 1,0) = y.(v)
dont on sait (cf. J. L. Lions [6] V) que
%) y.(v) est continue de [0, T] ~ L3(Q).

On définit alors la fonction coiit

— _ 2 ; T 2

(©6) L) = [ (e T, 0) =z P dx+ N [T o2 dr,
ou
@) z, est donné dans L2(Q), N est donné positif.

1 La premiére démonstration de ce fait, par des méthodes puissantes d’Analyse Harmonique,
est diie & Y. Meyer [8] et a été suivie de démonstrations «directes» par L. Nirenberg [9] et I’A. [6].

doi:10.5186/aasfm.1985.1039


Mika
Typewritten text
doi:10.5186/aasfm.1985.1039


356 JAcQuEs-Lours LioNs

On introduit
®) U, = ensemble convexe fermé non vide de L?(0, T)

(’ensemble des controles admissibles) et ’on considére le probléme de contréle optimal
) inf J,(v), vEU,,.

Ce probléme admet une solution unique u,. Nous nous intéressons ici au com-
portement de u, lorsque &—0. )

La situation formelle est « claire ». Le probléme limite est un sysiéme parabolique
dont I’état
(10) y =y t0v) =y
est donné par

(11) %—Ay:v(t)é(x—b)
avec

(12) y=0 sur 2,
(13) y(x,0) =0 dans Q.

La fonction cofit est alors donnée par
(14) J(v) = fﬂ [y(x, T, v)— z, ()2 dx+ N /OT v2dt
et on pourrait penser que le « probléme limite » est
(15) inf J(v), vEXU,.
Mais il y a une difficulté et le « résultat » précédent n’est pas tout a fait correct.
En effet il existe des v,€ L2(0, T) tels que y(T, vy) ¢ L3(Q).

Si donc on prend pour %, I'ensemble {v,}, v, comme ci-dessus, le probléme
limite (15) n’a pas de sens. En fait on doit introduire 1’espace

(16) U™, T) = {v|ve L*(0, T), y(T, v)EL*(Q)};
cet espace, muni de la norme de graphe

T 1/2
(17) (f]ordt+ [ yCx T, )2 dx)

est un espace de Hilbert étudié dans J. L. Lions [4]—[5], Li Ta-tsien [1]—[2], Shi
Shu-Chung [10], J. Simon [11]. Cet espace (2 une équivalence de norme prés) est
indépendant de b, de Q, et méme (Li Ta-tsien, loc. cit.) de I'opérateur 4 que peut
&tre remplacé par un opérateur elliptique du 2°™ ordre a coefficients réguliers sans
que l'espace #™ change. Formellement (il y a des difficultés techniques, étudiées
dans J. Simon [11]) I’espace #™(0, T) coincide avec l’espace des v€L2(0, T)
telles que
T (T —n
(18) fo fo (2T —(t+5))""2v(t) v(s)dtds < oo.
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Le passage a la limite indiqué formellement ci-dessus devient alors correct si
lon suppose que

(19) U "U™M 0, T) =0,
le probléme limite étant
(20) inf J(v), vEU,yO U™, T).

Nous donnons au Ne2 ci aprés des indications, assez rapides, sur la démons-
tration de ce résultat aprés avoir donné au Ne 1 un résultat de perturbation singuliére
pour un systéme hyperbolique-parabolique.

1. Perturbation singuliére pour un systéme hyperbolique-parabolique

Avec les notations de I'Introduction, on considére 1’équation

0P 0P _
(1.1) € 79?—+—5t——41<15 =0 dans Q = QX]0,T],
1.2 ®=0 sur X=TIx]0,TI|,

&(x,0) =0 dans Q,
(13 € %—?(x, 0) =g(x) dans @

avec g donnée dans L2(Q).
Pour chaque ¢=0, (1.1), (1.2) et (1.3) admet une solution unique @,, telle que

(1.4) &, est continue de [0, T'] - Hy(Q),V
09, .

(1.5) o5 est continue de [0, T] - L2(Q).
On va montrer que, lorsque &—0,

(1.6 ®,~ & dans L*0,T; H}(Q)) faible,

o D est la solution de

1.7 %—f-A(P =0 dans OQ,

(1.8) ®=0 sur 2,

(1.9) ®(x,0) = g(x) dans Q.

Remarque 1.1. Il y a donc un phénoméne un peu inhabituel pour =0, les
conditions (1.3) devenant (1.9).

1 On utilise les notations habituelles des espaces de Sobolev, comme par exemple dans J. L.
Lions et E. Magenes [7].
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La situation est entiérement différente si, au lieu de (1.3), on considére,
0 09,
(1.10) ?,.(x, 0) = g’ (%), 5 %0 =g').

Cette fois la convergence de @, a lieu au sens (1.6), vers @ solution de (1.7),
(1.8) et, au lieu de (1.9) :
(1.11) P (x,0) = g°(x).
Pour cette situation, cf. M. Zlamal [12], J. L. Lions [3], chapitre 6, paragraphe 5.
O
Remarque 1.2. Puisque &,(0)>= P(0) (si g=0!) il y a une couche limite pour
t=0. Sil’on suppose que

gcEH3(Q), g,4g2=0 sur I
et si ’on pose
w, =P, — P+ ge '/t
alors

IWell L=co, 2210 e IWell L2, 7; r2p = C Ve
ou C ne dépend que de la norme de g dans H3(Q). O

Démonstration de (1.6). On introduit :
[T
(1.12) we(f) = fo @ (o) do

et on intégre (1.1) de 0 & 7; il vient (on écrit &', ®” au lieu de dP/dt, 02P/0r) :

(1.13) e, (N —g+ P, (H)—dw. (1) = 0.
On prend le produit scalaire de (1.13) par —A4,(1).
On pose :
a@,y) = [ VoVydx, a(@,)=a(®),
@7) = [ Frdx, (9, &) =0}
Alors

&a ((P; (t)’ D, (t)) +a (¢e ([)) +(A Wa(t)9 49, (t)) = (g’ —Adie (t))9
ou encore
1d

(1.19) O,

[ea (2. (1)) + [Aw.(D[F]+a(2.(1) = (g, — 4D, (1))
Intégrant (1.14) de 0 & ¢, il vient :

(1.15) ea(®, (1)) + 4w, ()[2+2 foTa(d)a(a)) do = 2(g, — 4w, ().
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Il résulte de (1.15) que, lorsque &—0,

(1.16) @, (respectif Ve ®,) demeure dans un ensemble borné de
‘ L2(0, T; H}(Q)) (respectif de L=(0, T ; L2(Q))),
17 Aw, demeure dans un borné de  L=(0, T; L?()), et donc
(1.17) w, dans un borné de L=(0, T; H*(Q)n H3(Q)).

On peut alors extraire une sous suite, encore notée @,, w,, telle que

®, - ® dans L*0,T; Hj(Q)) faible,

(1.18) w, ~w dans L=(0,T; H*Q)nH(®Q)) faible étoile.

D’aprés (1.12) on a
(1.19) w(f) = f; @ (0)do
de sorte que (1.13) donne
®(1)—4 f; (o) do = g
d’ou le résultat désiré. [

2. Probléme de contrdle ponctuel perturbé

Nous reprenons maintenant le probléme (9) de I'Introduction, qui admet une
solution unique u,, caractérisée par le systéme d’optimalité suivant :

21 gy::,—i_y::_Aye = uaé(x_b)’
@D ep; —p;—4p, =0 dans Q,
22) Y:(x, 0) = yi(x,0) =0,
@ PBT) =0, &pix, T) = — (8(% T)—24(x)) dans &,
2.3) YVe=Pp, =0 sur 2,
et
T

(b, )+ Nu, (D)) (v(O)—u, (1)dt =0 YvEUyy,

2 S @6, )+ Nu,0) (0()— 1, (1)) a
ueegzlnd'

Remarque 2.1. Ona?
2.5 pe(b, 1) € L2(0, T)

de sorte que (2.4) a un sens. [

1 Cest la propriété «duale» de (5) Introduction, démontrée directement par L. Nirenberg [9].
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Sous Ihypothése (19) de I'Introduction, le probléme (20) de I’Introduction
admet une solution unique w, qui est caractérisée par le systéme d’optimalité suivant:

y' =4y = ué(x, b),
26) ‘—-p’—Ap =0 dans O,
y(x,0) =0,
. p(x,T)=y(x,T)—z,(x) dans «,
2.3 y=p=0 sur 2,
et
2.9) ST @, 0+ Nu@) (o) —u@)dt =0 YoeUpyn %™ (0, T),
' UEU g " UM (0, T).

Remarque 2.2. On a montré dans J. L. Lions [4]—[5] que
(2.10 p(b, NE(@™©, T)y
de sorte que (2.9) a un sens. O

Remarque 2.3. Dans un sens que 'on va préciser, le systéme (2.6)...(2.9)
est limite du systéme (2.1)...(2.4). La condition

PxT)=y(x T)—zs(x) sur Q

provient des conditions (2.2) pour p,, comme I’explique le Nel (avec, par rapport au
Nel, un changement de signe dii au fait que pour p, on intégre en ¢ dans le sens
rétrograde). 0O

On va montrer que, lorsque &0,

u, -~ u dans L2(0,7) faible,

(2.11) Ve(.,T) - y(.,T) dans L%*(Q) faible.

On commence par observer que (grice au fait que #%,,n%™(0,T) n’est pas
vide) J,(4,)=C lorsque ¢~0. Donc

u, (respectif y,(., 7)) demeure dans un borné de L2(0, T)

(212) (respectif de L? ('Q))

On peut donc extraire une sous suite, encore notée u,, y,(., T), telle que

u, - u* dans L2(0,T) faible,
Ye(., T) >-n dans L2(Q) faible.

(2.13)

Il résulte alors du Nel que

(2.14) p. - p* dans L=(0,T; H}(Q)) taible
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ol p* est caractérisé par

*
_3gt —A4p*=0 dans Q,
2.15
@19 p*(x, T) = n(x)—z,(x) dans Q,
p*=0 sur 2.

On peut vérifier que

(2.16) pe(b, 1) —~ p*(b,1) dans (%™(0,T)y faible.
Considérons (2.4) pour v€% ;%™ (0, T), que nous écrivons

(2.17)
/OT p.(b, Do) dt+ NfoT u,(Ho()dt = fOT p.(b, Du, () dt+ NfoT u, ()2 dt.
Mais par application de la formule de Green,

(2.18)
lfoT ps(b’ t)ue(t) dt = fQ (8)’;/+y;_Aye)ps dxdt = (ye(T)s ya(T)_Zd)

de sorte que (2.17) s’écrit
(2.19) foT (pe(b, D+ Nu,())v(®) dt = (y,(T), y‘(T)_Z")+Nf0T uldt.
On peut passer a la limite dans (2.19). Il vient :

S (0¥, D+ Nu* @) o(Ddt = (1, n—2) + N [T () di
VOEU 3y O U™ (0, T).

(2.20)

Notons maintenant que

Y. - y* dans L=(0,T; H*~"*-#(Q)) faible étoile
ou f est >0 quelconque

@.21)

ou y* est la solution de

o*
S Ay* = u*S(x, b),
(2.22) pr AV =Wl h)

y*(x,0)=0 dans ©, y*=0 sur 2.
Admettant un instant ce point, il en résulte que
(2.23) n=y*x,T) dans Q

de sorte que (2.22), (2.15) et (2.20) coincide avec le systéme d’optimalité (2.6)...(2.9),
lequel admet une solution unique. Donc w*=u, y*=y, p*=p et 'on a, en parti-
culier, le résultat (2.11), sous réserve de vérifier (2.21) et (2.22).
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Tous revient & montrer que
y, demeure dans un borné de L=(0, T; H'~"*~#(Q))
(2.24) R
ou f est = 0.

Posons : A= —4, avec les conditions aux limites de Dirichlet.
Nous utilisons les puissances fractionnaires A4°, s€R.
Prenons le produit scalaire de (2.1), par 47 %y, 9 a choisir.

Il vient :
(2.25)
e d | _a. a1 0d _ _ 82
> |[A=32y; |2+ |4 9/2y‘|2+7W |AQ=D2y |2 = (47%25(x, b), A™%2p])u,(1).
Choisissons 3 de maniére que
(2.26) AR5 (x—b)EL*(Q).

Comme 6(x—b)eH°(Q) si o0>n/2, ona
AT§(x—b)EH?°(Q) dou (2.26) si= ¢ > n/2.
Avec ce choix de 9, le 2°™ membre de (2.25) est majoré par

Clu()]|14~*2y;]
d’ou résulte que

A~%2y’ demeure dans un borné de L*(0, T ; L*(Q))
et que
AU-912y  demeure dans un borné de L2(0, 7 ; L*(Q))

d’ou résulte (2.24). O
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