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Introduction

Soit O un ouvert born6 de Rn, de frontiöre.f rCguliÖre. Dans O, on considöre

un systöme gouvern6 par une dquation hyperbolique avec contröle s'exercant en

b donnö, b€ O. Plus prdcis6ment on suppose q:ue l'ötat du systöme est donn6 par la

solution de

(1)

oir e est donn6 >0 et est destind ä tendre vers zdro; ö(x-b) d€signe la messe de

Dirac au point å; le contröle est u:u(l)(L'(0,7). On ajoute ä (l) les conditions

aux limites et initiales

(2) !":0 sur t:i-xl0,f[,

(3) y,(x,0):0, ffA,0):0 dans o'

Les Cquations (l), (2) et (3) ddfinissent de maniöre unique l'6tat

(4) !": !"(x, t, u) : Y"(a\

dont on sait (cf. J. L. Lions [6] 1)) que

(5) y"(a) est continue de [0, f] * L'(O).

On döfinit alors lz fonction coflt

(6)
\ou

(7) zd est donnd dans L'(Q), N est donnd positif.

1 La premiöre d6monstration de ce fait, par des m6thodes puissantes d'Analyse Harmonique,

est d0e ä Y. Meyer [8] et a 6t6 suivie de ddmonstrations <<directeg> par L. Nirenberg [9] et l'e. tOl.

'#++-Å!,: u(t)ö(x -b)

dans O- O X 10, TI,

J,(u) : I oly,(x, T, u)- z4(x)l' dx+ N I' uQ)z dt,
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On introduit

(8) alloo: ensemble convexe ferm6 non vide de L2(0, T)

(l'ensemble des contröles admissibles) et l'on considöre le problöme de contröle optimal

(9) inf "I"(o), u(Qloo.

Ce problöme admet une solution unique a". Nous nous intöressons ici au com-
portement de a" lorsque e *0.

La situation formelle est << claire >. Le problöme limite estw systöme parabolique
dont l'6tat
(10) y:y(x,t,o'):y(u)
est donnd par

0y(11) -if - t, : u(t)ö(x-b)

avec

(12) ! :0 sur Z,

(13) y(x,O) : 6 dans O.

La fonction cott est alors donn6e par

(I4) J(o) : f oIr{*, T, a)- za@\lz dx+N lr oz ctt

et on pourrait penser quele <<problåme limite>> est

(15) inf J(u), o€%toa.

Mais il y a une difficultö et le << r6sultat > pr6cddent n'est pas tout ä fait correst.
En effet il existe des uo€22(0, ?) tels qae y(7, ulQLz(A).

Si donc on prend poar aU* I'ensemble {us}, ao comme ci-dessus, le problöme
limite (15) n'a pas de sens. En fait on doit introduire I'espace

(16) a77@)(0, T) : {ala€Lr(o, T), y(7, o)(Lz(O)};

cet espace, muni de la norme de graphe

, (t7) ( tr u, dt+ ! o 
y(x, T, u), it*)'t'

est un espsce de Hilbert 6tudi6 dans J. L. Lions [4]-[5], Li Ta-tsien [1]-[2], Shi
Shu-Chung UOl, J. Simon [11]. Cet espace (ä une dquivalence de norme prös) est
ind6pendant de å, de O, et möme (Li Ta-tsien, loc. cit.) de l'opdrateur / que peut
6tre remplac6 par un op6rateur elliptique 6o 2öme ordre å coeff.cients rdguliers sans

que I'espace ol/@' change. Formellement (il y a des difficultds tecbniques, 6tudi6es

dans J. Simon [11]) l'espace o?t(or(O,T) coincide avec I'espace des a(LL(O,T)
telles que

(18) Ii I{ A'-Q+s1)-"tzu1r) o(s) dt ds = -'
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Le passage å la limite indiqu6 formellement ci-dessus deuient alors correct si
l'on suppose que

(19) 4toon%@)(0,7) + g,

le problåme limite ötant

(20) inf J(o), u(4toanat/@(0, T).

Nous donnons au Jr& 2 ci aprös des indications, assez rapides, sur la d6mons-

tration de ce rösultat aprös avoir donnö au lt& 1 un rdsultat de perturbation singuliöre

pour un systöme hyperbolique-parabolique.

1. Perturbation singuliöre pour un systöme hyperbolique'parabolique

Avec les notations de I'Introduction, on considdre 1'6quation

(1.1)

(t.2)

(1.3)

02Q Ad__/@:0tE* 
a,

dans O_ PXl0,7n[,

2 - r xl0, z[,

dans d2,

g(x) dans O

A-0 sur

lt(",0):0
l'#(x'o)-

avec g donn6e dans Z2(O).
Pour chaque e=0, (1.1), (1.2) et (1.3) admet une solution unique Ö,, telle que

(1.4) O" est continue de [0, T] * Ht(A),l)

(1.5) + est continue de [0, ?] * L'(a).
dt

On va montrer qluLe, lorsque e-0,

(1.6) Q" * (D dans. L2(0, T; Hi(o)) faible,

oil .D est la solution de

(t.7) ff-r, : o dans Q,

(1.8) @:0 sur ,,
(1.9) @(x,0) : g(x) dans (2.

Remarque 1.1. Il y a donc un phönomöne un peu inhabituel pour f:0, les

conditions (1.3) devenant (1.9).

1 On utilise les notations habituelles des espaces de Sobolev, comme par exemple dans J. L.
Lions et E. Magenes [7].
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La situation est entiörement diffdrente si, au lieu de (1.3), on considöre,

(1.10) @"(r,0): Bo(x), ffA,O):gr(x).

Cette fois la convergence de @" a lieu au sens (1.6), vers @ solution de (1.7),
(1.8) et, au lieu de (1.9) :

(1.11) @(x,0) : go(x).

Pour cette situation, cf .M.Zlämal U2l, J. L. Lions [3], chapitre 6, paragraphe 5.

n
Remarque 1.2. Puisque A"(O)*O(O) (si g*01) ilyaune couchelimitepour

t:0. Si I'on suppose que

g€Hs(Q), g, lg :0 sur f
et si l'on pose

alors 
w": (D"-(Pa gs-tle

llw"llr-ro, r; aä(o)r -F llwjllrtq r; L,(an = C G

of C ne depend que de la norme de g dans H"(A). 51

Dömonstration de (1.6). On introduit :

(r.12\ w"(t):f'o7o7ao

et on intögre (l.l) de 0 å t; il vient (on 6crit Q', Q" au lieu de 0O10t,02@l0tz):

(1.13) eoi(t)- g+o"(t)-Åw"(t) : g.

On prend le produit scalalre de (1.13) par -ÅiD"(t).
On pose :

a(iD,y\ : t 
'VOVT 

dx, a(iL, iD) : a(il\,

(iD,y) : !oot dx, (a, a): l@lr.

Alors
ea (oi1t7, a 

"Q)) 
+ a (a 

"G)) 
+ (/w 

"(t), 
/ o 

"(tD 
: (g, - / iD 

"(t)),ou encore

(1.r4) |$W{*"(t))+l/w"(t)11+a(o"141 
: (s, -/.p"(t)).

Intdgrant (1.14) de 0 å I, il vient :

(1.15) ea(o"1t))+ltw"(t)12 +2 tr a(o"1o7) ao : 2(s, - /w"(t)).



Un problöme asymptotique en contröle ponctuel 359

Il rdsulte de (1.15) que, lorsque e*0,

/ 1 1 .\ | 
O, (respectif G O r) demeure dans un ensemble bornd de

(r 'ro' 
lrr(0, r; I/ot(o)) (respectif de L* (0, T ; L'(o))),

l/*, demeure dans un bornö de L*(0, T; L'(O\), et donc(t.t7) 
|tw" dans un bornö de L- (0, T ; H'(O) ^ Ht(O)).

On peut alors extraire une sous suite, encore notöe Q * w 
", 

telle que

(1.18) |t'*:. 
dans L2(0'T;Ht@)) faible'

lr, + w dans L- (0, T ; H'(A) ^ Ht(O)) faible 6toile.

D'aprös (1 .12) on a

(1.1e) w(t): I:d@)do
de sorte que (1.13) donne

a G)- Å I'r rf') do - s

d'ot le r6sultat d6sir6. tr

2. Problöme de contröle ponctuel perturbö

Nous reprenons maintenant le problÖme (9) de I'Introduction, qui admet une

solution unique u", caractffrsde par le systöme d'optimalitö suivant :

(2.r) let!+ti-2,t": 
u"ö(x-b)'

leP'!-Pi-/P": Q dans 8,

ly"(x,0):yi(x,O):0,(2'2) 
l1p"(x,T) :0, epi@,7) : -(g"(*,T)-za@)) dans d),

(2.3) !": p": 0 sur ,,
et

(2.4) lli to"t'' )+ Nu"1t))(u1t)-u"1t))dt > 0 Yo€urou'

I u"€Q/ o6.

Remarque 2.1. Onart

(2.5) p,(b, t) (. L2(0, T)

de sorte que (2.4) a un sens. !

r C'est la propriöt6 <duale> de (5) Introduction, ddmontr€e directement par L. Nirenberg [9],
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Sous I'hypothöse (19) de l'Introduction, le problöme (20) de I'Introduction
admet une solution unique z, qui est caråct6risde par le systöme d'optimalitd suivant:

(2.6) l'' -,0' .: 
uö(x' b)'

l- p'- lp = O dans Q,

(2.7) l'!"'?: o'.

lp@,7): !(x,T)- z6@) dans d2,

(2.8) y:p:Q sur 2,
et

Q.s) ll{ tr<u, t)+ Nu(t))(a(t)-u(t)) dt > o Yo(Qtoaa4t@(0, r),

lu(//,oaoll{')(0, Z).

'Remarque 2.2. On a montr6 dans J. L. Lions [4]-[5] que

(2.10) p(b, t)((q/(")(o, f))'
de sorte qu.e (2.9) a un sens. !

Remarque 2.3. Dans un sens que I'on va prdciser, le systöme Q.6)...Q.9)
est limite du systöme (2.1)...(2.4). La condition

p(x,T): !(x,T)-za@) sur A
provient des conditions (2.2) pour pc, comme I'explique le I&1 (avec, par rapport au
J\bl, un changement de signe d0 au fait que pour po ofr intögre en I dans le sens
rdtrograde). !

On va montrer que, lorsque e*0,

lu" * , dans L'(0, T) faible,(2.1r) |ly"(,7) t y(.,7) dans Lr(O) faible.

on commence par observer que (gräce au fait q.ue 4toone/o)(0, r) n'est pas
vide) d(2,)=C lorsque e*0. Donc

n 1r\ lu" (respectif y"(.,7)) demeure dans un bornd de Lz(O,T)

l(respectif de L'(o)).

On peut donc extraire une sous suite, encore not6e u",!"(., ?), telle que

(2.13) l'": I dans, t2(o' 7) faible'

ly"(, T) * 4 dans L,(A) faible.

Il rdsulte alors du Nsl que

(2.14) p" * p* dans L-(0,7; äd(O)) laible
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oir p* est caractdris ö par

(2.15)

(2.20)

Notons

-T-Åp* - o dans

p* (x, T) : q (x) - za@)

P*:0 sur Z.

Q,

dans d2,

On

(2.16)

peut vdrifier que

Considdrons

(2.r7)

p,(b, t) * p* (b, t) dans (qt@ (0, D)' faible.

(2.4) pour a€% oanoy(n) (0, 7), que nous 6crivons

I{ p"@, t)u(t) itt+ N tl ""1t7r1t70, = Ii p"(b, t)u"(t) at+ x !' u"(t)z itt.

Mais par application de la formule de Green,

(2.18)

V: p,(b, t) u"(t) ctt

de sorte que (2.17) s'6crit

(.2.ts) I: @,(b, t)+ Nu,(t))r(t) dt = (v,(T), v,(T)- to)+ N I: uldt.

On peut passer å la limite dans (2.19). I1 vient :

V: 
(p* (b, t)+ Nu* (t))r(t)dt = (rt, /t- za)+ * I' (u*)z dt

I vue % oa n%@) (0, z).

maintenant que

ll, 
* y'r dans L*(0, T; HL-ntz-p(o)) faible ötoile

lor p est >0 quelconque

la solution de

I T_)y* _ u*ö(x, b),

I

lY* (x, 0) - Q dans d), !* : 0 sur Z.

: I o@1"{ 
+ vi- av,) P, dx dt - (v"Q), !,Q)- to)

(2.21)

of y* est

(2.22)

Admettant un instant ce point, il en rdsulte que

(2.23) rt : y* (x, T) dans O

de sorte qre (2.22), (2.15) et (2.20) cnincide avec le systöme d'optimalitd (2.6)...(2.9),
lequel admet une solution unique. Donc u*:u, !*:!, p*-p et loon a, en parti-
culier, le rdsultat (2.11), sous r6serve de vdrifier Q.2l) et Q.n).
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Tous revient ä montrer que

o.24\ ll" demeure dans un born6 de L-(0,7; Hl-ntz-f (Q))
\---'l lot B est = 0.

Posons : A: -/, avec les conditions aux limites de Dirichlet.
Nous utilisons les puissances fractionnaires ,4", s€R.

Prenons le produit scalaire de (2.1), par A-syi,,9 å choisir.
Il vient :

(2.2s)

i * v- ", yil, + la- s P ya, + ! $ lAe - 
q p y 

"lz 
: (a- $ tz ö (x, b), A-s rz y,) a, (r).

Choisissons .9 de maniöre que

(2.26) A-stzö(x-b)e t-'1O1.

Comme 6(x-b)€H-"(Q) si o=n12, on a

A-st2å(x-b)(Hs-'(o) d'oi(2.26) si: o - nl2.

Avec ce choix de .9, le 2Ö-" membre de (2.25) est major€ par

Clu"(t)llA-nt'Yil
d'oir r6sulte que

A-$lzy' demeure dans un bornd de L2(0, T ; L'@))
et que

Ao-$lzye demeure dans un born6 de L2(0, T ; L,(O))

d'oir r€sulte (2.24). n
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