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DE BELTRAMI AVEC ||, =1

Guy David

0. Introduction

Le but de ce texte est de résoudre l’équation de Beltrami 0f/0z =
w(2)(8f/0z) pour une classe de fonctions p, définies sur le plan complexe, telles
que | p(z)| < 1 presque-partout, mais pas nécessairement ||y||,, < 1. On montrera
que si > 0 et C > 0 sont des constantes, et si u est une fonction mesurable
telle que |{z € C; |u(2)| > 1 —e}| < Ce~2/¢ pour tout ¢ assez petit, alors il existe
un unique homéomorphisme f du plan complexe fixant 0,1, et co, et qui a des
dérivées partielles localement intégrables telles que 0f/0z = u(0f/0z) presque-
partout.

Ce résultat est énoncé plus précisément au Paragraphe 1, ou ’on donne aussi
quelques estimations sur la fonction f. Le point central de la démonstration est
l’existence d’estimations a priori sur la taille de f(z) — f(z'), pour z # 2', dans
un cas particulier important. L’idée est de reprendre la démonstration de Bojarski
en raffinant un peu les estimations. C’est le but du Paragraphe 2. Le cas général
sera obtenu & partir du cas particulier en composant avec un homéomorphisme
quasiconforme. On obtient ainsi aux Paragraphes 4, 5, et 6 des estimations a priori
sur la solution de ’équation de Beltrami; on en déduit le théoréme d’existence par
un passage a la limite (Paragraphe 7). L’unicité de la solution est démontrée au
Paragraphe 8.

On donne au Paragraphe 9 quelques conséquences faciles du théoréme d’exis-
tence et d’unicité. La Paragraphe 10 est destiné & montrer que la solution f dépend
analytiquement de p dans certaines directions (essentiellement les directions pour
lesquelles on reste dans la classe des dilatations u que l’on sait traiter). On donne
au Paragraphe 11 un exemple de groupe de transformations du type étudié plus
haut, et le Paragraphe 12 contient quelques exemples. [Il est fort probable que ces
exemples soient fort classiques.] ‘

L’existence d’homéomorphismes admettant une dilatation donnée p, avec
lelle = 1, a été étudiée il y a quelques années par O. Lehto ([L1], [L2]). Lorsque

’ensemble des singularités de (1 — I,u|)_l n’est pas trop pathologique (c-a-d. en

supposant que (1 — | /.t|)_1 est localement bornée hors d’un compact), Lehto ob-
tient, par des estimations de module assez précises, un théoréeme d’existence pour
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toute fonction p telle que, pour tout z € C et tous 0 < r; < ry < 0o, l'intégrale

4 -1

T2 27 1— 6—21'9 2+ rew 2 dr

/ 1+27r/ | plz 2)' ) =

r 0 1— |u(z +re®®)| r
est strictement positive, et tend vers +o0o0 quand r; — 0% ou ry — +oo. Méme si
I’on oublie toute information sur argument de u et si ’on remplace Il—e‘z'o,u(z—l—

rew)|2 par 4, la condition de Lehto est plus faible que celle mentionnée plus haut.
Ce texte n’est donc intéressant que dans la mesure ot les méthodes utilisées sont
assez différentes et, peut-étre, des estimations plus précises sur la solution sont
démontrées (ce qui permet d’obtenir l'unicité assez facilement, ou de ne pas se

soucier de la localisation des singularités de (1 — |u|™?).

L’auteur souhaite remercier M. Herman, qui est & l’origine de ce travail, F. Gehring, D. Hamil-
ton et S. Semmes qui lui ont notamment révélé ’existence de [L1], et le referee, dont les nombreuses
suggestions rendront siirement cet article nettement plus compréhensible.

1. Définitions et énoncé du théoréme d’existence

Définition 1. Soit ¢/ un ouvert de C. Nous dirons que la fonction mesurable
p: U — D(0,1) = {z € C;|z| < 1} vérifie une condition logarithmique s’il existe
a>0,Co >0 et gg €]0,1] tels que

(1) [{z;lu(z)| > 1—¢}| < Coe®e™/*  pour tout € < ¢o.

On notera cela p € CLy(a,Cy,€o).

Le plus souvent, U sera C tout entier, et l'on notera simplement
CL(a,Co,€0) au lieu de CLg(a,Co,e0). Le facteur de normalisation e* a été
ajouté pour que C'L(a,Cy,e9) C CL(a', Co,€0) pour tout o’ < a, et pour que le
support de p € CL(w,Cy,1) ait une mesure inférieure a Cj.

Définition 2. Soient & un ouvert de C,u € CLy(a,Cy,e0) et f: U — f(U)
un homéomorphisme. Nous dirons que f est p-conforme si f est absolument
continu sur les lignes (nous abrégerons en ACL) et si 0f/0z = w(z)(0f/0z)
presque-partout.

Nous ferons a l’occasion I’abus de langage suivant: nous dirons que f est u-
conforme (sans référence & un p particulier) lorsqu’il existe un pu € CLy(a, Cy, &)
tel que f soit p-conforme (au sens précédent).

Remarque. Si f est un homéomorphisme et est ACL, alors, par un résultat
de Lehto et Gehring, f est différentiable presque-partout (ce qui justifie la défi-
nition). Nous verrons plus tard que f a en fait des dérivées partielles dans L?.
pour tout p < 2. Pour plus de détails (par exemple en ce qui concerne la définition
de I’ ACL), nous renvoyons & Ahlfors [A], pp. 24-27.
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Avant d’énoncer le théoréme, il nous faut encore quelques notations: T' dési-
gnera la transformation de Beurling (I’opérateur pseudodifférentiel de symbole £/ 3
et Cp, p > 2, sa norme sur L?. On sait (voir par exemple [S]) que 1 < C) < +o0
pour tout p < 0o, ce qui permet de définir un nombre m > 0 par
p—2
2) m i‘iﬁ 2pLogC,’

Théoréme 1. Soit pu € CL(a,Co,€q). Alors il existe un homéomorphisme
du plan f = f,, fixant 0,1 et oo, ayant des dérivées dans L{ . pour tout q < 2
et tel que

of
3 —=p=—
®) FERNr
De plus, si M > 2 et 0 < § < ma sont données, alors il existe une constante

C = C(a,8,M,Cy,e0) telle que, si z,z' € D(0,M), on ait

@) - s <0 (g (24 55))

De méme, pour tout M > 2, il existe C = C(a,M,Cy,eq) tel que, pour z,2z' €
D(0,M), on ait
(5)

2
=100 2 o {ros (24 1) | om (-ones (24 25) ).

Enfin, il existe une constante universelle § > 0 telle que, pour tout p < fa et tout
M > 2, il existe C = C(a, M, p,Co, o) telle que,pour tout ensemble mesurable
E contenu dans D(0, M),

®) s@) <o (tog(2+ 7))

et

™ 5B 2 o2 (1og (2+ %))

ou A est une constante universelle.

presque-partout.

Naturellement, les constantes qui interviennent dans (4)—(7) ne dépendent pas
de u.

Remarques. Nous verrons au Paragraphe 8 que f, est unique.

D’autre part, le fait que f, a des dérivées partielles localement intégrables
entraine que f, est ACL (voir par exemple Ahlfors [A], p. 28).

Enfin, nous donnerons au Paragraphe 12 des exemples montrant que, en un
sens, f peut se comporter presque aussi mal que (4) et (5) le laissent supposer.
Nous verrons aussi que la condition de croissance logarithmique imposée a p n’est
pas si déraisonnable, si I’on veut assurer que f, soit un homéomorphisme du plan.

La démonstration du théoréme occupe les six prochains paragraphes.
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2. Construction de h* pour « assez grand et ¢5 =1

Nous voulons dans ce paragraphe obtenir un maximum d’informations sur la
solution de (3) lorsque celle-ci peut étre obtenue a partir d’une série de puissances
(comme dans la démonstration de Bojarski du théoréme d’existence lorsque p est
a support compact).

On s’intéresse donc a ce que sera la solution de 9h/0z = u(0h/dz) telle que
(Oh/8z) — 1 tende vers 0 & 1'co (en un sens a préciser). Rappelons que, lorsque
lulloo < 1 et p est & support compact, la solution h* de Oh*/0z = u(0h*/8z)
fixant O et telle que (Oh*/0z) — 1 € LP pour un p > 2 est donnée par

(8) h*(z) = P(u(f +1))(2) + 2,
(9) f=Tu+TuTu+---+Tu...Tu+---,

et P est défini par

(10) Po©) =1 [ [ (75 - 3) o2

ou do(z) est la mesure de Lebesgue sur le plan complexe.
On a alors les relations

Oh* Oh*

(voir Ahlfors, pp. 91-92).

Proposition 1. Soient a > 2/m et 2 < v < am. Il existe une constante
C(a,7) telle que, si p € CL(a,Co,1), alors la série donnant f dans (9) converge
dans L%, et (8) définit une fonction h* telle que

1/2 —-v+2
(12) |h#(2) — 2| < C(a,7)Cy"? <L0g (2 + % )) .

|=|

La démonstration de cette proposition est un peu technique et occupera le
reste de ce paragraphe. Avant de nous lancer dans les calculs, donnons une idée de
notre stratégie. Appelons f, = Tu...Tu (n fois), de sorte que f =37 f, si
la série consent a converger. Il serait trop optimiste d’espérer montrer que la série
converge dans L? pour un p > 2, et des estimations L? seules ne nous suffisent pas
(le noyau de P n’est pas dans L? au voisinage de 0). Nous allons donc jouer 4 la
fois sur les normes L% et LP, en espérant montrer que la série Y f,, converge dans
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un espace intermédiare entre L? et L?, comme par exemple I’espace des fonctions g
telles que |g|2{Log(1+|g])} N soit intégrable. Pratiquement, nous ne prononcerons
pas le mot “interpolation”, et nous ne parlerons d’aucun espace fonctionnel autre
que L? ou L, mais nous démontrerons les estimations correspondantes sur les
fonctions de répartition des f,.

Dans la suite, on notera C toute constante ne dépendant que de a et de v. On
se donne aussi, une fois pour toutes, une valeur de p telle que (p —2)/(2pLog C})
soit trés proche de m.

£ < CCoCy? et |Ifall3 < OCo(n +1)727.

Comme p € CL(a,Cp,1), on a ||u||£ < CCy, d’ou 'on déduit aisément la
premiere inégalité. On en déduit aussitot que

Lemme 1. On a || f,|

(13) H{Ifnl > A} < CCoCpPA™P  pour tout A > 0.
Démontrons un petit résultat intermédiaire en vue de la seconde inégalité:

Lemme 2. Soit E un ensemble mesurable. Alors

(19) [ 157 < coilecinim =2

Soit en effet Ao tel que |E| = CoCpP/Af, c-a-d. Ao = Cé/pC;,‘|E|_1/". Alors

oo
Ry s+ | \ful?
E En{|fnl< N0} k=0 Y EN{X02* <|fn|<Ao2%+1}

oo
SIED + 222202k < |fal}].

k=0

On utilise (13) et on obtient

o0
/E |Fnl? < C§”’C§"|EI(”‘2”” + Z 22k+2)\gCCoC;“’/\o_”2"‘p

k=0
2—-p
< Cg/”C}?"[El(”_z)/” +C (Cg/PCI’,’IEI‘l/”) CoCp?
< ch/pC§"|E|(”'2)/P,

ce qui démontre le Lemme 2.
Pour poursuivre la démonstration du Lemme 1, on choisit 3 tel que vy < 8 <
a(p — 2)/(2pLog Cp), ce qui est possible si on a choisi p convenablement. Soit

n = (a(p—2))/(Bp) — 2Log Cp > 0.
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Lemme 3. Si n > 3,

Ilfnll§ < (1-B/n)? ”fn—l“i + CCoe™ ™.

Ecrivons

WF2 |+ / 22|

{lul>1—¢}

1fall? = [Tt faca % = s = /{

|n|L1~¢}

ol € > 0 sera choisi dans un instant. Appliquons le Lemme 2 avec E = {|u| >
1 —¢}; il vient

1fally < (1= €)? [l famall3 + CC3/PC2" | E|P=D/2
et, puisque pu € CL(a, Cy, 1), ceci est inférieur a
(1 — 5)2 ”fn—lllg + ch/}’cznc(()?—2)/Pea(p—2)/pe_a(p_2)/p€.

On suppose maintenant que n est assez grand, on choisit ¢ = 8/n, et on
obtient

ally < (1= £)2 1 fucs 2 + CCLCERE o098
B

< (1 _ ;)2 ”fn—l”i + Ccoczne—(n+2Log Cp)n

< (=) sl + OO

comme promis.
Poursuivons notre estimation de || f,||:

Ifalls < CCoe=m" + (1= )£,

SO0 +CCo(1 - ByPemnnn y (1 By2q B yap, e

< 0Che™™ + CCy(1 - £)2emntnn 4 ..

4 CO(1- )= e Byt g

< CCo (e“'ln + e—-'l(n—l) 4+ 4 e_ﬂk) + (H(l - ]ﬁ)2> ||fk-1||§ .

Jj=k
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Avant de choisir k, estimons le produit (k,n) = [[;_x(1 — 8/4)*:

S n+1
-;-Logﬂ'(k,n) = ZLog(l - ]é) < /k Log(l - —f-) dz
=k

"B B nt+l p°
< [T (45 de s -pros 4

d’ou 7(k,n) < ((n+1)/k) 228k ot

_ n+1\"%
152l < o440 () el

au moins si l’on a choisi k£ > 23.
On choisit maintenant k tel que 28 Log(n+1)/n < k <1+2BLog(n+1)/n,
lorsque n est assez grand pour que n > k > 23. Alors

2 1\
10l < CCoexp—n (L Logn +1) + ¢ (oitrs)  Mecall

1\
< CCo(n + 1)_2ﬂ +C (f(;;l(:—-l—l)) Co

< CCy(n+1)72,

Bien entendu, quitte & changer C, cette inégalité reste vraie pour les petites
valeurs de n, et le Lemme 1 est démontré.

Nous avons maintenant assez de contrédle sur la taille de f, pour commencer
a estimer

[B#) = 2] = [P(u(F + D)) < 7 [ )] ) +1]| 5 Z g o).

Bien que les calculs qui suivent soient un peu longs, I’idée qui les sous-tend est
trés simple: on a un contréle assez bon sur || fa||, et un certain contréle sur | fn||,,
ce qui permet un contrdle assez bon sur f, dans un espace fonctionnel intermédiare
trés proche de L?; comme le noyau de P est presque dans L? localement, on
pourra estimer l'intégrale donnant h#(2) —z.

Pour simplifier les écritures, on notera fo = 1, de sorte que

(15) lh"(z) — z| < = Z/l,u(w)fn(w)ll(z lda(w)
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Notons
(16) I = [ luw)a(w)] | =g | dow)
et, pour k € Z,

(17) Eni = {w € C; |u(w)fa(w)| €]2¥71,2%]}.

Soit encore

- k2
(18) Ing = /};"'k 2 I(z ~w)w | do(w).
Alors
(19) |h#(z) — 2| < = ZEInk
T >0 kez

Nous devons donc majorer les I, . Commengons par un lemme.

Lemme 4. Soit E un ensemble mesurable. Alors

(20) | do(w) < C|E|*2.

El(w —z)w
Si le plus |E| > 4|z|?, on a un peu mieux:

(21) / | — (w = | do(w) < Cle|Log ﬁl

Pour démontrer ce lemme, on commence par établir 'inégalité

I (e risd

En effet, si |w — z||w| < 27%, alors |w| < 27%/2 ou |w — z| < 27%/2; chacun
des deux ensembles correspondants a une mesure < C27%, ce qui prouve (22). De

méme,
2
< C=— dés que 27% < 4)z)%

@ g2t

En effet, si 1|z|> < 27% < 4/z|?, alors (23) découle de (22). Si |w — z||w| <
27k < 172, alors ou bien |z — w| < |2|/2, et donc |w| > |2]/2 et |z —w| <

<C27*% pour 27F > |2|2/4.

-2k
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27k /lw| < 27%2/|2]|, ou bien |z — w| > |2|/2 et alors |w| < 27¥2/|z|. La mesure
de chacun des deux ensembles correspondants est inférieure & 7272%4/|2|%; on en
déduit (23).

Revenons & I’ensemble E du Lemme 4. Commencons par le cas ou1 |E| < 4|z|2,
et choisissons k tel que |E||z|2 < 272 < 4|E||z|?. On a

1 1
— | < |E]2F+ ) 2 {wEC;2'<———<2'+1} )
Lol simet+ X P

>k
< 4|z|?, on peut utiliser (23), ce qui donne

Comme 2! < 2=* < (4|B||2[2)"/*

J

ce qui prouve (20) aprés multiplication par |z|.
Dans le cas ot |E| > 4|2|?, on écrit encore

/ (w;zl 1 2I+l)
E |z — wllw|] =

ot l’on a choisi k tel que |E| <27% < 2|E|.

On a 27% > |E| > 4|z|?, ce qui permet d’appliquer (22). Soit ko tel que
|2|?2 < 27% < 2|2|? (ainsi, ko > k). On coupe la somme en deux, et on applique
(22) pour I < ko et (23) pour I > ko:

Je

< |E|2% + C— ClE”

< |E|2’°+Z2'+IC ES TR

— 2
@ w)l o ||

(_Z____m’ < |E|2k +Zzl+l
>k

)

< IEI2k+ z 21+102—I+ 221+102 =
E<i<ko 1>k., l=
<|E2F+C D 1+ZC| |2
k<I<ko 1>ko
2~ko
|z[?

=l

< 2YE|+ C(ko — k) + C—
< Clko —k+2).
Comme ko — k +2 < 3+ (Log(|E|/|2|%))/ Log2, on en déduit (21) en multi-
pliant par |z|.

Appliquons le Lemme 4 & E, ; pour majorer 'intégrale I,  définie par (18).
Il vient

(24) Ik < C2F|E, k|12
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dans tous les cas, et

(25) Tk < C2k|z|Log||Ez—"l’2k|

dés que |E, k| > 4/2|2.

Il s’agit maintenant d’estimer les |E, |. On peut utiliser (13) ou la seconde
inégalité du Lemme 1, ce qui nous donne deux estimations de |Ey, x| entre lesquelles
on pourra choisir:

CCoCy? CCo(n+1)%
|Enk| < Tpp— et |Epil < —
Pour simplifier un peu, notons a, = C’;/z(n +1)77 et b, = C'é/pC}',‘ , de sorte que
(26) |En | < COE27FP,
(27) |Enil < Ca22™,

Nous allons d’abord sommer les I,, x sur les n et k tels que
(28) 2k > 7 2/(r=2pp/(p=2),

Pour tous ces termes, nous utiliserons (26) de préférence & (27). On s’intéresse
d’abord au cas ou

Cb

k > n
e 2 @

ou C est comme en (26).
Alors, comme |E, ;| < 4|z|2, on utilise (24) qui donne

Ik < C2Fbp/227k0/2 3.4,

(30) I, < CbR/227kp=D)/2

Pour savoir s’il vaut mieux choisir (28) ou (29) pour déterminer k, on est
amené & introduire le nombre no (non nécessairement entier) tel que

1 (r-2)/p
(31) g bng = (——l-> si - |z|% < Co,

|z
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et ng = 0 sinon.

Notons que aj'by = C’éz_p )/2p , de sorte que l'idée de choisir ny = 0 si
|z]2 > Co n’est pas déraisonnable.

Supposons maintenant que n > ng. On décide de sommer sur tous les k
vérifiant (28). (On vérifierait sans peine que, grace a notre choix de ng, (28)
entraine pratiquement (29) pour n > ng.) Soit ko le plus petit entier satisfaisant
a (28). Alors, grace a (30),

D Lk < Chr/227 k(=212 < Cyp/2q, b ?/% = Ca,,.
k>ko

On peut maintenant sommer sur n > 0, et on obtient

(32) Yo Li<C ) an,

n>no k n>no

ou, dans la somme double, k satisfait & (28).

Supposons maintenant que n < ng. Notons d’ailleurs que ce cas ne se produit
que si z est assez petit. Cette fois, on note ko le plus petit entier vérifiant (29),
et 'on somme (30) sur k > ko. Il vient

Z Ik < CbPI22=ko(r=2)/2 < Cpp/2p—(p=D/2|4|(P=D/P = C},,|2|(P=2/P,
k>ko

On somme sur n < ng sans difficulté, et on obtient moins que Cb,,|z|P=2)/7,
Compte tenu de (31), qui s’applique car n # ng, Y. . Ink < Can,, oit la somme
porte sur n < ng et k satisfaisant a (29). On regroupe avec (32):

(33) YD Lx<C ) an,
n k

n>ng

ou la somme de gauche porte sur k et n tels que (28) et (29).

On étudie maintenant le cas ou (28) est vraie, mais pas (29). Cette fois on
utilise (25) (ou encore (24) si E, ; est encore plus petit qu’on croyait) et on ob-
tient I < C2*|z| Log[C'b227FP|2| %], ot on peut (par exemple en augmentant
brutalement la constante C') supposer que C' > 400P°C?, ou C est la constante
qui intevient dans (29).

Comme (29) n’est pas satisfaite, I’expression entre crochets est supérieure a
100?7. Alors, quand on ajoute 1 a k, le Log diminue de pLog2, ce qui ne change
sa valeur que de moins d’un tiers. Par contre, le facteur 2% est multiplié par 2.
Par conséquent, si ko est le plus grand entier tel que (29) soit fausse,

Z Ik < C2% 2| Log[C'b227%0P|2|72] < C2F0|¢| < Cby|z|P~2/P,
k<ko
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Il s’agit maintenant de sommer sur les n tels que ’on puisse trouver des k
satisfaisant & (28) mais pas & (29). Il faut bien str que

a7t/ P=-Dpp/ =2 < Ob, (4]22) TP, c-a-d.
a =D/ (0= < C|z|72/P,

Ceci ne peut se produire que si |z| < Ca{,’/(”'”bg”/(”‘z), c-a-d. pour |z| < 003/2.
Pour C’;/Z <|z| £ CC(}/Z, alors n < C et b, < CC(}/”, d’ou

3" Lk < CCy/P|| @017 < 0C % = Ca,.
k<ko

Pour |z| < 03/2, alors n < ng + C, et, grace a (31),

Z Z Ing < Czbn|z|(p—2)/p < Cbno|zl(p—2)/p < Can,.
n<no+C k<ko

Ainsi, 3 3, Ink < Cap,, oi n et k vérifient (28) mais pas (29); compte tenu

de (33),
2.2 Ik <C ) an,
n k

n>ng

ou n et k vérifient (28). Supposons maintenant que (28) est fausse, c-a-d. que
(35) ok ~ a;Z/(’"”bﬁ/(”"Z).

On utilisera maintenant (27) pour estimer |E, |. On commence par le cas
ot Ca227%F < 4|2|2, ce qui s’écrit

(36) 2% > Cay,lz| ™.
Grace a (24), Inx < C2Fa,27F, c-a-d.
(37) Inx < Cap.

On cherche maintenant & évaluer le nombre de k tels que (35) et (36) peuvent

étre satisfaites simultanément. On commence par le cas ou |z| < C& 2 1l faut que

n soit tel que
Canlz|™ < a2/~ Dpp/(0=2)

1 (P‘Z)/P
a;lbn > c(r=2)/p (_) ,

|2|

c-a-d.
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ce qui ne peut se produire que si n > ng (car on peut choisir C > 1). Alors, le
nombre de k tels que (35) et (36) soient vraies est inférieur &

1+ Log (%a;”/(p"z)bfl/("—Z)lzl) ,

1
Log2
de sorte que la somme des I, ; est inférieure &

CanLog (a; b,|2 (p=2)/p < CanLog (a; bpan,b;}) < Can(n —ng +1).
0" Nno

yd » l 2
Par conséquent, si |z| < CO/ ,ona

(38) ZZI"”‘ <C E an(n —ng+1),
n k

n>ng

ou n, k satisfont & (35) et (36).

Nous traiterons plus tard le cas un peu plus facile ou |z| > Cé/ ?. En atten-
dant, supposons que (35) est vraie, mais pas (36). On utilise (25) (ou (24) si par
chance |E, k| < 4|z|?) et il vient

I,k < C2F|z|Log (C'a%27%|2|72).

Quitte a augmenter C', on peut supposer que le fait que (36) est faux entraine
que le Logarithme est supérieur & 10. Alors, quand k augmente de 1, le Log ne
change que de moins du 1/5 de sa valeur, alors que le facteur 2¥ est multiplié par
2. Ainsi, si ko est plus grand entier qui ne vérifie pas (36) mais vérifie (35), alors

(39) D Ik < C2%|z| Log(C'a227 %0 2| 2).
k<ko

Si n < ng, on retient (35), ce qui donne

Z Ik < Ca;?/®=2p2/(p=2)|4| Log (Claiai/(p-2)b’—z2p/(p—2)Izl-—2)
k<ko

< Ca 2/ e=Dpp/(r=2)|4| Log (Canb,',l |2I—(p—2)/p)
< Ca;2/r=Dpp/ 2= || Log (Canb, a; bn, )
(car, comme ng # 0,n¢ est bien donné par (31))

< Ca ¥ P=Dpp/ =D 5| (ng—n +1).
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On somme sur n < ng, et on obtient moins que

Ca;f/(”"”b%(?‘z)lzl < Ca;f/(”‘:’)a’,"é(”_z) = Can,
Ainsi,
(40) 3> Ingk < Cag,,
k

ol 'on somme sur n < ng et k vérifiant (35). Si n > ng, on retient que (36) est
fausse, ce qui donne

Z In,k < Czkolzl < Cam

k<ko

On somme sur n > ng; compte tenu de (40), il vient

(41) ernmc > an,

n>no

ou n, k vérifient (35) et pas (36). Compte tenu de (38) et (34) (et en se souvenant
que (35) est la négation de (28)), on a montré que si |z| < C; / 2 alors

ZZI""’<C Zan(n—no+1)

n>ng

et, compte tenu de (19),

(42) |p#(z) — 2| < C Z an(n —no + 1).
nZno

Il nous faut encore étudier le cas ou |z| > C, / , et o l'on a (35) et (36). On
commence par le cas ou

(43) C’anC(;'l/2 <2k < a'—‘?/(p—2)bzr>b/(p—2)'

Pour ces valeurs de k, on utilise encore (37); le nombre des k£ qui interviennent
est < CLog(a;p/(p_2)bﬁ/(p_2)Cg/z) + 1< C(n+1). Par conséquent,

ZZI,,k <C)Y (n+1a,

n>0

ou 'on somme sur n et k vérifiant (43).
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Pour étudier le cas ou

(44) Canlz|™! < 2% < Can,Cyt/?,
le mieux est d’utiliser, & la place de (27), I'inégalité
(45) [{z € C; u(z) # 0}| < Co,

qui donne, en appliquant (24), I, x < 02"03/2 et, en sommant sur k tel que (44),
> g In,k < Can. En sommant encore sur n, il vient

2.2 k<O am
n>0
ou la somme porte sur k, n tels que (44). En comparant avec le résultat précédent,
on voit qu’on a prouvé 'inégalité (38) qui nous manquait lorsque |z| > Cé / %, par
conséquent, (42) est valable en toute généralité.

Il est temps d’estimer ng. Bien entendu, on peut supposer que Cq > |2
sinon ng = 0.

|?, car

Lemme 5. Le nombre no défini par (31) vérifie

p— Co gl p— Co
> ———Log— — Log|(1+ ————Log— |.
o= 2pLog C, o8 |z|2  LogC, °8 ( + 2pLog C) o8 |z|2)
Appelons u le second membre. Il suffit de montrer que
1 )(P—2)/P

o+ 10y7cy < (T

Le Logarithme du membre de gauche est

-2
Log Co + v Log(u + 1) + u Log C,

p—2 p—
<- 2p LogCo+7Log(1 2_L_— | |2)+uLogC
-2 2 Co 2 1
= Log C +—L =—-——Log——.
’ ELET 5 T

Le Lemme 5 en decoule. On peut maintenant reporter u dans (42), ce qui donne

RH(2) = 2| S C 3 (n+1an < CC7 3 (n +1)77* < CCy/ 2 (u +1)77+2

n>u n>u

C —v+2
<cci? (L ( og |z|02)

9 C C —1\ —7+2
p—~< , —0 =0
(I"CL"g( oty s ) (s p) )

CO )—‘Y+2
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si |z| est assez petit. Sinon, on majore simplement |h“(z) — z| par CCé/z. Dans
tous les cas, on a.bien (12), et la Proposition 1 est démontrée.

Nous utiliserons au Paragraphe 7 la conséquence suivante de la preuve de la
Proposition 1.

Lemme 6. Soient p; et py € CL(a,Cy,1) pour un a > 3/m et soit
3 <+ < am. Sil'on note h** et h** les homéomorphismes obtenus, comme dans
la Proposition 1, a partir de p1 et pa, alors, pour tout z € C, |h*1(z)—h#2(2)| <

—7+3
Cla,)C* I = 2l oo (Log(2 + C3/%/121))

Pour prouver le lemme, considérons les fonctions f: = Tyu;Tu;...Tu; (n
fois), pour ¢ = 1, 2. Commengons par prouver deux estimations destinées a
remplacer le Lemme 1:

Lemme 7. Nous avons ||f} —f;‘:”z < CCoCpP(n + 1)P||u1 — pa2|l%
2
£ = £2ll, < CColn +1)727% 1 = pall.

Pour établir ce lemme, on écrit f1 — f2 = Tuy...Tuy — Tpa...Tu, =
Shei Tpr .. TunT(py — p2)Tpa ... Tug, oit (g1 — p2) est & la kieme place, et
Pon traite chacun des n termes séparément. On a bien str

t

]

1
s = pall, < CC' flu1 = pizll

et par conséquent

ITp1 - Tpa T (s — p2)ll, < CCPCR N1 — pialloo

Pestimation de la norme L? des (n—1) autres termes de la somme est encore plus
facile.

Pour estimer ||Tyy ... Tp1T(p1 — p2)Tpz ... Tpzll,, on procéde comme pour
le Lemme 1 (mais ou f, serait défini avec des y; différents), sauf qu’on remplace
Pune des inégalités || fx]|2 < (1 — B/k) || fr=1]> + CCoe~ " du Lemme 3 par I'iné-
galité || T(pq — HQ)T/,LQ...T/Jg“g < |lp1 — /'L2H?>O 1T pz - ..Tu2||g. On obtient ainsi
le Lemme 7.

On déduit le Lemme 6 du Lemme 7 comme pour prouver la Proposition 1;
le fait qu’on ait perdu un facteur (n + 1) dans l’estimation de la norme L? est
compensé par le fait qu’on a supposé que a > 3/m.

3. Estimations sur |h#*(E)| pour o assez grand et ¢y =1

On fait provisoirement I’hypothése supplémentaire que |p|| ., < 1 et que p
est a support compact. Alors h* est un homéomorphisme quasiconforme du plan.
On garde par ailleurs les notations et les hypotheéses de la Proposition 1.



Solutions de I’equation de Beltrami 41

Proposition 2. Pour tout ensemble mesurable E,

|RH(B)| < C(a,7)Co (Log (2 + %)) - |E|.

Comme h est un homéomorphisme quasiconforme, on a, en notant J(z,y) le
Jacobien de h* en (z,y),

Oht
wE) = [ Sewdedy = [ |Fe ] (= uf(e,p) de dy
E E 0z
ce qui s’écrit encore, compte tenu de (11),
2
|h#(B)| = [E |+ 1721 = ) dedy = |(f + )v/I= TwPLs| .

Il est donc raisonnable de chercher & estimer g |fn|?dz dy. Nous utiliserons les
inégalités

(46) / 1fal? < CCo(n +1)27
FE
et
(47) /E \fal? < CC2IPCEn|B|-Dp,

qui découlent respectivement du Lemme 1 et du Lemme 2. On utilisera de préfé-
rence (47) lorsque Cg/pC}f”IEI(”‘z)/” < Co(n +1)727, c-a-d. lorsque

Co ) (r-2)/p

(48) (n+1)2C2" < (I_EI

Etant donné |E|, soit ng tel que

CO )(P‘Z)/P CO

(49) (no + 1)27C§"° = (E si ]EI >1, ng=1 sinon.

Pour n > ng, on utilise (46) et on obtient

1/2
(/ |fn|2dxdy) <cC*n+1)7"
E
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et par conséquent

2

n>ng

Fu T TaPL], < €O (g + 1) 741

Pour n < ng, on utilise (47) qui donne

fav1= IMI"’IE“2 < CCy/PCR|B|P=D/2% o
fav1 = Iu|211;||2 < CCy/PCp | E|P-D/2

2.

n<no

1 CO (p—2)/2p
< Cco/p(no +1)77 (I_E_l_> |E|(p=2)/2p
<CC(ng +1)™.

En regroupant, il vient
|#VI=TePLs|, < CC3 2 (no + 1)+,

On n’a pas manqué de noter la similitude entre (49) et (31), qui est encore plus
frappante si I’'on remarque que (31) s’écrit aussi

ﬁ)_) (r-2)/p

|22

(n0 +1)*7Cp™ = (

Un lemme semblable au Lemme 5 permettrait de démontrer que

”f 1- |;u|2113”2 < 003/2 (Log (2 . 'I%)l'))—vﬂ.

Bien entendu, on a aussi “ 1—|pl?1 Ellz < |E|/2, et la proposition en découle,
puisque

2
(50) |h4(B)| = ||(f + DVI=TuPLg .

Corollaire. On garde les mémes hypothéses. II existe une contante C(a)
telle que

lh”(E)I > % dés que |§E£| < C(a).
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On utilise encore (50), qui entraine
(B[ 2 | B2 || (VI=TeP ~ 1) 18|, - || #v/I— TP, -
Comme |{z; u(z) # 0}| < Co, “m— 1||2 <C? etona
|(VI=TuP 1) 15| <1B12/8

des que Co/|E| <1/64.
D’autre part,

”f 1- |N|21E||2 < CC(}/"’ (Log (2 N I_%)l_))—wl

est inférieur a |E|}/2/8 dés que (C'()/IEDI/2 Log(2+ Co/|E|) T est assez petit,
ce qui se produit si Cy/|E| est assez petit. Dans ce cas |h"(E')|l/2 > 3|E|/%/4 et
[h(E)] 2 1E1/2.

4. La décomposition f, =goh;

Le but de ce paragraphe est de réduire I’étude de la solution f, de I’équation
(3) a celle des h* du Paragraphe 2. L’idée est d’écrire f, = go hy, ot g est K-
quasiconforme et hj est la solution de (3) associée & un ji € CL(&, Co,1) pour un
& > 2/m. Pour le moment, nous supposerons que ||u|, <1 et p est & support
compact et nous nous contenterons d’estimations a priori.

Proposition 3. Soit p & support compact et telle que ||ull, < 1. On
note f, la solution de 0f [0z = u(0f/0z) normalisée par f(0) =0, f(1)=1 et
f(o0) = oo.

On suppose que p € CL(a,Co,e0) et on se donne K > 1. Alors on peut
écrire f, = gohy, ot g est un homéomorphisme K -quasiconforme du plan fixant
0, 1, oo, et ou hj est quasiconforme avec une dilatation fi a support compact et
telle que ji € CL(&,Co,€0), avec

(51) & = ak,
(52) Co = Coexp —a(K —1)/2
et

. ) 2e0 K
(53) €o = min <1,2+€0(K_1)).
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Corollaire. En particulier, si

(54) K+12>2/¢
et
(55) aK >2/m,
alors .

hi = hﬁ(l)hﬁ’

ot h# est associé a fi comme pour la Proposition 1.

Le corollaire est immédiat, puisque K + 1 > 2/¢¢ entraine

2
20K 2e0 (— —1) _4—2e0 _
2+€o(1{—-1)_2+50(.€%_2) 4 —2¢g

Pour démontrer la proposition, nous allons choisir f, ce qui déterminera hj
et donc g. Il faudra vérifier que g est K -quasiconforme et que i € CL(&, Cy,€)).
On décide que, en notant e(z) = 1 — |u(2)],

i(2) = 4 M2 —e(2)(K +1))/|u(2)I(2 + e(2)(K — 1)) pour e(z) < 2/(K +1),
Az) 0 sinon,

(ce choix n’a rien de mystérieux: on veut que la dilatation de g, calculée plus bas,
soit aussi proche de u que possible, tout en restant < (K —1)/(K +1)).

Bien siir, |||, < ||plloo < 1 et le support de fi est contenu dans celui de
#. L’homéomorphisme hj; défini & I'aide de ji est quasiconforme, et g = f u O h;l
est aussi quasiconforme, ce qui permet de calculer sa dilatation p, & l’aide de la

formule habituelle (voir p. ex. [LV], 4.5.2):

_|u(z) - #(2)]

o (i) | = 3

presque-partout.

Pour prouver que |u4| < (K —1)/(I +1) preque-partout, oublions un instant
le parameétre z et remplagons fi par sa valeur, en commengant par le cas ol

€ < 2/(K +1). On obtient
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1 2—¢(K+1) e(K+1)\™"
I (1"|',T|2+e(1<—1))< ~ I |2+5(A ))

e(K +1) e(K+1)\"
(a-0-358 o) (-e-933ix )
=((1-¢e)2+e(K —-1))—2+e(K +1))-

(2+e(K-1)—(1-¢)(2—e(K + 1)))
=2+e(K-1)-2-e*(K-1)—2+¢e(K+1))-
2+e(K-1)—2+e(K +1)+2 — (K +1)) "

= (2¢K — 2¢ — e*(K — 1)) (2¢K +2¢ — e*(K + 1)) -

K-1
(9 — 22\ _ _a2y-1 P
=2 —e*)(K—-1)(2e—¢*)" (K +1) 1

Donc, dans le cas olt £(z) < 2/(K+1),0na |py(hu(2))| = (K—1)/(K+1). Dans
le cas ot €(2) > 2/(K +1), alors |ug(h,,(z))| = Iu(z)l =1-e(z) <1-2/(K+1)=
(K -1)/(K +1). Ainsi, ||pgll,, < (K —1)/(K +1), ce qui signifie bien que g est
K -quasiconforme.

Il nous reste & vérifier que i € CL(&,Co,€). On se donne donc & < &, et
on cherche & savoir pour quels z on a | ﬂ(z)l >1-¢.

Notons que si fi(z) # 0, alors |fi(z)| = (2 —e(2)(K +1))/(2+&(2)(K — 1)),
de sorte que l'inégalité |fi(z)| > 1 — & s'écrit aussi 2 —e(2)(K +1) > (1 -&)(2 +
e(z)(K—1)), ou encore 2¢ > 2¢(z) K —ée(2)(K—1), soit e(z) < 26/(2K—&(K -1)).
Comme & < &, le nombre ¢ = 2¢/(2K — (K — 1)) vérifie

2&0 < 4eo K 24 60([\, — 1)
S K —E(K—1) S 05 eo(K — 1) 2K (2 + eo(K — 1)) — 220 K(K — 1)

= £&9.

Donc on peut utiliser (1), et

[{z: |i(2)] > 1 —&}| < Coe®exp —a(2K — &(K —1))/2€
< Coeaea(K—l)/2e-—orK/§ — C”voeaKe—aK/E,

o Cyp = Co(expa)(expa(K — 1)/2)(exp—aK) = Coexp—a(K — 1)/2 comme
promis.
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5. Quelques estimations sur les applications quasiconformes

Si nous voulons utiliser les informations sur h# qu’on a trouvées aux Para-
graphes 2 et 3, il sera utile de préciser un peu les propriétés de g. Les résultats
présentés dans ce paragraphe relévent de la théorie standard des homéomorphismes
quasiconformes, et c’est pourquoi nous nous contenterons parfois de démonstra-
tions assez évasives.

Lemme 8. II existe une constante C > 0 telle que, pour tout M > 2,
tout K > 1, tout homéomorphisme K -quasiconforme ¢ fixant 0, 1, co et tous
z,z' € D(0, M) tels que |z' — z| <10, on ait

(56) lg(z") — g(2)| < CEMK|2' — /X
et
(87) l9(z") — g(2)| = C™EMK]2' — 2%,

Pour démontrer le lemme, on peut commencer par prouver que C~¥|z|K <
|g(z)| pour |z| < 1/10, ce que 'on peut faire en remarquant que, quand z est
petit, la distance extrémale entre deux chemins raisonnables, I’un joignant 0 et
z, et 'autre 1 et oo, est comprise entre (1/C)Log(1/|z|) et C'Log(1/|z]), et en
utilisant le fait que g multiplie les distances extrémales par moins de K (voir [LV],
2.2.4).

On peut, étant donné z tel que |z| > 10, appliquer cette inégalité a la fonction
§(u) = g(uz)/g(z) (qui fixe aussi 0 et 1) au point u = 1/z. Il vient C~K|z|~K <
Ig(l/z)l c-a-d. CF|z[7K]|g(2)| < |g(1)] =1 donc |g(2)| < CK|z|X pour |2| >
10.

On peut aussi appliquer l'inégalité C~H|z|K < !g(z), a g1, ce qui donne
l9(2)| < C|2|*/¥ dés que |2| < C~K. Comme lg(2)| < C*10% pour |2| = 10 il
vient Ig(z)l < CK|z|MK pour |z| £ 10. De méme, quitte & augmenter encore C,
on a |g(z)| > C~¥|z|X pour tout z € D(0,1). On se donne maintenant z et 2’
comme dans le lemme. Quitte & échanger z et z' ou 0 et 1, on peut supposer
que |2'| < |z| et |z| > 1/2. On considére encore la fonction §(u) = g(uz)/g(z) au
point u = z'/z. Comme |u — 1| < 10, il vient C~Ju — 1|5% < |§(u) - g(1)| <
CKlu —1|V/K, c-a-d.

-1

'Ix
<
K STy (z)l lo(=")

Comme |2| < M, on a ’g z)| CEMX, et, puisque |2| > 1/2, |g(z)| > C~K.
Par conséquent,

C—2KM—KIzI II\ < |J(Z’) _ g(z)l CZI(MI\ |2: |1/K’

|1/K

,—
—-g(z)| < oxlE =27

1— K |Z
C ERL

comme on le désirait.
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Lemme 9. Il existe deux constantes A et B > 1 telles que, pour K > 1,
M > 2 et tout homéomorphisme K -quasiconforme g du plan fixant 0, 1 et oo,
on ait

(58) |9(E)| < MPK|E|/AK
et
(59) l9(E)| > (KM)~BX|E|*K  pour tout ensemble E dans D(0,M).

On peut commencer par démontrer ce lemme (voir aussi [LV], 5.5.3, 5.5.5)
dans le cas particulier ou M = 2 et ou1 g a sa dilatation supportée dans D(0, R)
pour un R fixé assez grand ( R = 10 suffira). On étudie d’abord §, la solution de
I’équation de Beltrami normalisée par (8§/0z)—1 € L? pour un p > 2. On choisit
en fait p de la forme 24+ 1/CK; si C est assez grand, la norme de pT sur L? (ou
p est la dilatation de g et de §) est inférieure & 1—C'/K (en effet, Log C) est une
fonction convexe de 1/p, voir [S]). Alors |[(8G/0z) — 1|, < CK ||u|l, < CK.
On majore |§(E)| = [105/02[*(L—Iul?) par |1l 5, [19/02[2(1L ~ 1u) L] 1o
ou ¢ =p/(p—2) et ¢ =p/2 (de sorte que (1/¢) +(1/¢') =1). Alors

; (r-2)/p || 09
5(8)| < c1B|e-/r | %

2
~1| +CIE[*™ /P |1pl|e < CIE(*"V/PK? + C|E|
z Lr

et, compte tenu du choix de p,
(60) |3(E)| < CK*E|"4X + C|E|

pour un certain A > 0.

On veut encore évaluer §(1). On commence par noter que (§(1/ z))_1 a une
singularité artificielle en 0, et est en fait conforme au voisinage de 0, avec une
dérivée égale 3 1 en 0. Le théoréme de Koebe nous dit que §(D(0, R)) C D(0,4R).
Alors, la dilatation de §~! est nulle hors de D(0,4R). On vérifie que §~! est
aussi normalisée par §71(0) = 0 et 9571/0z — 1 € LP, et on en déduit que
E| < CK2|§(E)|V*" + C|§(E)|, et que §71(D(0,4R)) C D(0,16R), c-3-d. que
§(D(0,16R)) D D(0,4R).

~ Pour E C D(0,2), on a bien §(E) < CK?* E|Y/AK grace a (60). De plus,
Ig}(E)| < ]D(0,4R)| et par conséquent |E| < CK? g(E)|”AK, c-a-d., lg(E)[ >
C-KK—-24K|E|AK Enfin, |§(1)| < 4R puisque 1 € D(0,R) et |g(1)] > C-¥
puisque §(D(0,16R)) D D(0,4R). On a donc montré que

(61) C—KI{—ZAI&"lElAK < |g(E)| < CKIEII/AK
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D(0,10)
91 M f (ﬂﬂb
ﬂI[D —_— —
D(0,2) (0]

D(0,1)

g

des que E C D(0,2) et dg/0z est a support dans D(0,10).

Dans le cas ou g est quelconque, on peut écrire ¢ = hog; ou h et ¢y
sont K -quasiconformes, dg,/0% est supporté dans D(0,10) et h est conforme sur
91(D(0,10)).

Soit ¢ une représentation conforme: g;(D(0,10)) — D(0,1) fixant 0. Alors
¢ 0 gy est K-quasiconforme. Soit d la distance de ¢ o g1(D(0,2)) au cercle unité,
et solent z; € ¢ 0 ¢1(D(0,2)) et z; (tel que |z2| = 1) deux points qui réalisent
cette distance. Le théoréeme de Mori, appliqué & (¢ 0 g;)~1/10, donne

'113|(¢ 0g1)7(21) = (¢ 0 91) "\ (22)| < 16d*/K,

ce qui prouve que
4 1 1/K
== o5 dist(D(0,2), {z;|z| = 10}) < 164"/ %,

d’ou d > (20)~K.
Comme h o ¢! est conforme sur D(0,1), on peut appliquer le théoréme de
Koebe & ho ¢~ ! et & ¢~1; on en déduit que

CK  sup |R(2)] < 1(9(1) — 9(0)) (92(1) — 92(0)) ']
z€g:(D(0,2))
<ck inf R'(z)].
B zem(D(O,?))l ()l
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Comme g(1) — g(0) = g1(1) — ¢1(0) = 1, on déduit de ceci et de (61) que
C_KK_2AK|E|AK < |g(E)l < CKlEll/AK

pour E C D(0,2) et tout g.

Dans le cas ou E C D(0, M) pour un M > 2, on choisit un point zo tel que
|20| = M/2 et on considére la fonction §(u) = g(uz0)/g(20). Comme § fixe aussi
0 et 1, et comme E = 2;'E C D(0,2), on a

C-KK—2AK|E|AK < |§(E)| < CK|E[MAK

c-a-d.
1
|g(zo)|

d’olt I’'on déduit (58) et (59) apres estimation de |g(z0)|.

C—KK—2AKM—2AKIE|AK < Ig(E)| < CKM2[E|1/AK,

2

6. Estimations a priori

Le but de ce paragraphe est de prouver les inégalités (4), (5), (6) et (7) lorsque
llello < 1 et p est & support compact. Commencons par quelques conséquences
faciles de la Proposition 1.

Lemme 10. Soient a,v,Co,u € CL(a,Cy,1) et h* comme dans la Propo-
sition 1. On suppose de plus que ||u||,, < 1 et que p est a support compact.
Alors, pour z,z' € C,

01/2 —v+2
(60)  [RH(z") = k()| < |2 - 2l + Cla, 7)CY? (Log (2 e |>> -
En effet, si 2z’ est fixé, et si H(z—2z') = h*(2)—h*(z'), alors H est la solution
de

O (w) = b+ ) ()

normalisée par H(0) =0 et 0H/Jz — 1 € L? pour un p > 2. On peut appliquer
la Proposition 1 & p(u+ 2') € CL(a,Co,1); on en déduit le lemme, car (62) n’est
autre que (12) appliqué & H.

Lemme 11. Soient encore a, u,Cy et h* comme dans la Proposition 1, avec
I’hypothése supplémentaire que p est a support compact et ||p|| ., < 1. Alors, si
Co < v(a)|z' — 2|2, ot v(a) est une constante strictement positive qui ne dépend
ni de p ni de Cp,

(63) |h#(z) — R¥(2")| = 312" — =.
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Par le méme argument que pour le Lemme 10, on peut se contenter de montrer

(63) lorsque z’' = 0. Choisissons un 7 (ne dépendant que de «) tel que 2 < v <
am, et appliquons la Proposition 1. Si z' = 0, (63) sera satisfait dés que

01/2 —v+2
C(a,7)Cy* <L0g (2 T )) < 3l

(en gardant les notations de la Proposition 1). Cela s’écrit u(Log(2 + u))

—r+2

1/C(a,7), ot u = Cg/z/lzl, et cela se produit dés que u est assez petit.

Pour poursuivre nos estimations, nous utiliserons la décomposition f, = gohy
du Paragraphe 4, ot K sera choisi en fonction de nos besoins.

Notons d’abord que si K est tel que

aK > 2/m+1,
(64) Coexp—3a(K —1) <v(2/m+1) et
K+1>2/e,

alors on peut appliquer le Corollaire de la Proposition 3, et de plus 1/2 < ]h" | <
3/2 grace a la démonstration du Lemme 11.

Pour prouver (4), on applique le Lemme 10 & h*, ou i est donné par la
Proposition 3, et ou K a été choisi tel que (64) soit vérifiée. Il vient, pour 2 <
vy < am=aKm,

1/ —=v+2
|n#(2") — hl‘(z)l < |2 = z| + C(&,7)C, 12 <Log <2+ |Cl i ))

1 —7+2
<0 (on (2+ 7 25))

des que |z’ — z| < 1 (on ne note plus la dépendance de C' en «,Cp, K). On en
déduit aussitét que

|ha(z") — ha(2)] < C (Log (2 + '71_7[)) o

Notons que, lorsque (64) est vérifiée, on a ,hf‘( z) — z| < 1 gréace & la Proposition
1, appliquée & ji € CL(&,Cy,1). Donc, si z et z' sont dans D(0,M), alors h;(z)
et h;(2') sont dans D(0,3M). Si de plus |2’ — 2| < 1, alors

|ha(z) — ha(z Nl < -1—0 < 10.
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On peut donc utiliser le Lemme 8, qui donne

|fu(z") = fu(2)| < CHM¥|hu(2") — ha(2)]
, 1 (—v42)/K
<CcK¥Mm¥ (Log (2+ E zl))
des que |2’ — 2| < 1.

On choisit maintenant K assez grand pour que, en plus de (64), on ait amK —
3 > 6K (ce qui est possible parce que § < ma) et on prend v = amK — 1.
(Notons que 'on a bien 2 < v < amK.) On a montré que If”(z') - fﬂ(z)| <
C(Log(2 + 1/|2' — 2|)) _6, ou la constante C' dépend bien de «, 8, M,Cy, o et de
K et v (qui dépendent de parameétres précédents). C’est bien l'inégalité (4), que
nous venons de prouver quand |z’ — z| < 1. Le cas général s’en déduit aussitot.

La démonstration de (6) est tout-a-fait semblable. On suppose toujours que

K vérifie (64), et on commence par appliquer la Proposition 2 & un ensemble
mesurable E C D(0,M):

; 1 —2v+2
|R*(E)| < C ( Log 2+-|—E—| + |E|

1 —2442
SC(Log<2+'I-E—I>) .

Comme |hy(E)| < 4|h*(E)| et comme hz(E) C D(0,3M), une application du
Lemme 9 donne

1/K

oy 1/AK 1 e
|fu(E)| < MBX|n*(E)| <cC (Log (2 + I_EI>) .

Supposons que p < 2am/A (ce qui correspond a la condition du théoréme
avec § = 2m/A), et choisissons K assez grand pour que (2am/A)—(4/AK) > o,
et vy =maK — 1. Il vient

1 —(2am/A)+(4/AK) 1 —0
fu(E <C(Lo (2+ )) SC<Lo (2+——>) ,

ce qui démontre (6).

Passons maintenant & la démonstration de (5). Cette fois, K dépendra de
|z'—z|. En fait, on choisit K tel que Cy = Cpexp —%a(K—l) < v(2/m+1)|2'—2|?,
et aussi tel que (64) soit vérifiée (ce qui sera automatique si |z’ —z| est assez petit).
On peut appliquer le Lemme 11 avec o' = 2/m+1, puisque i € CL(akK, Co, 1)C
CL(2/m +1,C,1). On obtient

|hﬂ(z) - hﬂ(z')| > %I/z[‘(z) - lzﬁ(z')| > 1z — 2|
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et, grace au Lemme 8§,
|fu(z) - fu(zl)| 2 C_KM—Klz’ - ZIK~
Il faut encore estimer K. Si |z’ — z| est assez petit, on peut choisir K
tel que Coexp —a(K —1)/2 = v(2/m +1)|2' — 2|2, c-a-d. tel que fa(K —1) =
Log(Co/v(2/m+1)|z'—z|%), ou encore K = 1+(2/a)Log(Co/v(2/m+1)|z'—z|?).
Dans ce cas,

Loglfu(z) - fu(z’)| 2-K (C +Log |z '1— l)

Co 1
(” Log S olm T DI —z|2> (C+L°g |z'—z|>

4 1 & 1
>_2 (Log——) —CLog—— —C,
= (L"g |z'—z|) ClLog 17—

«

ce qui prouve (5) lorsque |z’ — z| est assez petit.
Lorsque |z’ — z| n’est pas petit, on choisit simplement K tel que (64) soit
vérifiée, et on obtient |f,(z') — fu(z)| > 1/C, ce qui est suffisant pour conclure.
Pour prouver (7), on choisit K assez grand pour que l’on ait (64), et pour

que 3

Co _ Co —atx-1)/2 (2 )

A « <C|l—+1
B T 1Bl m

avec les notations du Corollaire du Paragraphe 3. Alors [h’-‘(E)I > |E|/2, d’oti on
déduit |hz(E)| > |E|/8 et, en appliquant le Lemme 9,

|fu(B)| = C7H (K M)~ BK|E[4K,

Si |E| est assez petit, on choisit I tel que exp —3a(K —1) = |[E|C(2/m +1)
/Co, c-a-d.
2 Co
{ =1+ ZLog =l —.
K=1+ g e Eee/mT)
Cela donne

2 Co
> _C — a— — e
Log|fu(E)| > -C (l+aLog EC@/m +1)) (C+BLogA+ALog| I)

2A 1
> — Lo + CLo LogLo +C
(a ( gIEI) g|E| g|E| )

1\2
> -C (Log ) - C,
|E|
d’ou on déduit (7).
Il ne reste plus, pour finir la démonstration du Théoréme 1 qu’a passer a

la limite dans de bonnes conditions. C’est ce que nous ferons dans le prochain
paragraphe.
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7. Passage a la limite

Voyons d’abord comment la fonction h* du Paragraphe 1 dépend de u: le
Lemme 6 nous dit que, si pu; — pp dans L™ tout en restant dans C'L(a, Cy,1)
pour un a > 3/m, la fonction h#' tend vers h#? uniformément sur le plan com-
plexe. On a aussi convergence dans L? de f!' = > 7 fl vers f2 =32 f2
grace au Lemme 7.

Soient p € CL(a,Cp,1) et py une suite de fonctions de CL(a, Cy,1) telles
que [|pk|lo <1 et ||px]l, < 400 pour chaque k et telles que limg—oo ptx = p dans
L. Pour chaque k, notons h* la solution de ﬁhk/az = urOh¥ /82 normalisée
par h*¥(0) = 0 et ahk/az —1 € LP pourun p > 2. Si fk =32 fk =
o (Tpk...Tuk, alors 0h%/9z = f¥ + 1 et Bhk/aé = ur(f¥ 4+ 1) (on n’a pas
besoin pour cela que p soit a support compact, mais seulement que u soit dans L?;
une modification mineure de ’argument que nous donnons permettrait d’ailleurs
de le montrer).

Soit ¢ une fonction test. Alors

/ O¢ —h* = / Sohk (par convergence des h¥)
= — lim gh—=—1im /<p(1+fk)uk
z k—oo
— /4,9(1 + f)u  (par convergence dans L? des f*).

Donc Oh*/9z = p(f + 1) au sens des distributions, et de méme Oh*/0z = f +
1. Nous savons maintenant que la fonction A* du Paragraphe 2 a des dérivées
partielles dans L? _, et est solution de I’équation de Beltrami. Nous démontrerons
que h* est un homéomorphisme en méme temps que nous ferons pour f,.

Dans le cas général ou p € CL(a,Cy,¢0), nous allons obtenir f, d’une ma-
niére un peu plus détournée.

Donnons-nous une suite u, de fonctions bornées, avec |un|,, < 1 pour
chaque n et pup, € CL(a,Co,e) (il est important que a,Cy, et ¢¢ restent les
mémes pour tout n!), et avec en plus lim, oo tn(2z) = u(z), disons, dans L.
Par exemple, in(z) = u(2) si |u(2)| < 1— 1/n et pn(2) = (1 — 1/n)u(=)/|u(2)|
sinon, conviendrait parfaitement.

Pour chaque n, notons f, = f,, lasolution de 0¢/0Z = p,0p/0z normalisée
par fn(0) =0, fa(l) =1 et fo(oo) = co. Les f, vérifient les propriétés (4) et
(5) du Théoréme 1 uniformément; on peut donc extraire une sous suite (que l'on
notera encore fy,) qui converge uniformément sur tout compact vers une fonction
que l'on appellera f, et qui vérifie encore (4) et (5). De (4) et (5), on déduit
que f est un homéomorphisme de C sur son image. On vérifie sans peine que
| fn(z)l tend vers +oo, uniformément en n, lorsque |z| tend vers oo (on écrit
fn = gn o hs, comme au Paragraphe 4; pour |z| assez grand, |hz,(z)| > C*|z],
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et par conséquent, lgn(h,;n(z))] > Ct|z|V/K puisque g, est K -quasiconforme
et fixe 0,1 et oo). Donc, par un argument habituel de monodromie, f est un
homéomorphisme du plan.

Prenons E = D(0,M) dans (6). Il vient

Ifn(E)|_/l0fn (1= ual?) < C(M).

Donc les Ofn/az(l — |ptn |2)1/2 sont, uniformément en n, dans L% _ et, comme

(1—|pal?) ~/2 est uniformément dans tous les L{ ,les Ofn/0z sont uniformément
dans Lf pour p < 2 fixé. Bien sir, les 0f,/0Z sont aussi uniformément dans
L? . Quitte & extraire encore une sous-suite, on peut supposer que les dérivées
partielles des f, convergent faiblement dans L = vers des fonctions de L .

Notons f, la limite faible des 0f,/0z et f; la limite des 9f,/0z. Comme
0fn/0z = pnOfn/0z,0n a f; = pf, (on peut le vérifier sur des fonctions-test, par
exemple); de plus si ¢ est une fonctions-test,

oot = Jim [ G = jim [o5r =~ [or

par définition de f.. Par conséquent, 0f/0z = f. et de méme 0f/0z = f; au
sens des distributions.

Pour finir la démonstration du Théoreme 1, il ne reste plus qu’a montrer que
f vérifie (6) et (7). Ce sera une conséquence facile du lemme suivant:

Lemme 12. Si la suite f, d’homéomorphismes du plan converge uniformé-
ment sur tout compact vers un homéomorphisme f, et si les f, vérifient (6) et
(7) uniformément, alors f aussi vérifie (6) et (7).

Le lemme est facile: on commence par montrer (6) et (7) lorsque E est,
disons, un rectangle; le cas général s’en déduit par passage a la limite.

Remarques. Pour le moment, nous ne savons pas encore que la suite f,
converge, uniformément sur tout compact, vers f. Nous avons cependant montré
que, de toute suite de (f,), on peut extraire une sous-suite qui converge vers une
solution de I’équation (3). Lorsque nous aurons prouvé l'unicité, nous saurons que
toute sous-suite de (f,) admet une sous-suite qui converge vers f. On en déduira
aussitot que f, converge, uniformément sur tout compact, vers f (sans avoir a
extraire de sous-suite).

Par ailleurs, on sait déja que les fi,, données par la Proposition 3 convergent
vers fi dans L (ici, I{ est fixé); donc, dans la décomposition f,, = gn o hj,,
les hj, convergent vers h; uniformément sur C. Par conséquent, si les f,
convergent vers une solution f, alors les g, convergent aussi, uniformément sur



Solutions de 'equation de Beltrami 55

tout compact, vers une application ¢, qui est donc K -quasiconforme et qui vérifie
f=goh;z.

Notons pour finir que cette aptitude & extraire des sous-suites dont les dérivées
partielles convergent faiblement dans L?, ¢ < 2, permet de montrer sans fatigue
le résultat suivant, que nous énoncons comme un lemme:

Lemme 13. Si (u,,) C CL(a,Cy,e0) est une suite, si f, est, pour chaque
n un homéomorphisme u,-conforme, si (f,) converge uniformément sur tout
compact vers un homéomorphisme f, et si pn — p dans L (disons r > 2), alors
f est p-conforme.

On peut certainement raffiner ce résultat.

8. Unicité de f, et factorisation des solutions de %g = p-aa—f

Lorsque U est un domaine de C et p € CLy(a,Co,€0), on peut bien sir
prolonger u a C tout entier en posant u(z) = 0 pour z ¢ U. On notera encore
p la fonction ainsi prolongée, et f, la solution de I’équation de Beltrami obtenue
au Théoreme 1.

Théoréme 2. Soient u € CLy(a,Co,e0) et f: U — C, avec des dérivées
partielles dans LP pour un p > 2, et telle que 0f /0% = pdf [0z presque-partout.
Alors f = hof,, ot f, est comme au Théoréme 1 et h est une fonction analytique
définie sur f,(U).

Soient p € CLy(a,Co,€0) et f: U — V un homéomorphisme. On suppose
que f est ACL, ou que f a des dérivées partielles localement intégrables, et que
0f/0z = pdf/0z p.p. Alors f = ho f,, ou h est une application conforme de
fuUd) sur V et f, est comme au Théoréme 1.

Remarques. On déduit aussitét de ce théoréme que la solution homéomor-
phique f, de I’équation (3) qui fixe 0, 1 et oo est unique.

Notons tout de suite que si f est un homéomorphisme avec des dérivées
partielles dans L , alors f est ACL (voir par exemple Ahlfors, p. 28) et que si
f est un homéomorphisme ACL, alors f est différentiable presque-partout (voir
la remarque suivant le Théoréme 1).

Si f a des dérivées dans LP, p > 2, on pose h = fo f;l Alors h a des
dérivées partielles presque-partout, et la matrice Jacobienne de h est donnée par
(DR)(z) = (DF)(f7'(2))(Df;7*)(z), ot Df désigne la matrice Jacobienne de f.
Les formules de composition des dérivées permettent déja de dire que 0h/0z =0
presque-partout. Comme on veut appliquer le lemme de Weyl, il ne nous reste
plus qu’a montrer que Dh € L] _.

Vérifions seulement que Dh(z) = (Df)(f'(2))(Df;")(2) est dans Lj,; le

fait que cette fonction est bien la dérivée de h au sens des distributions en décou-
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lerait par passage & la limite. Soit O un ouvert relativement compact de f,(U);

/ | DA(2)|| dzdy < / NDAET DD S (2)|| de dy
(@} ‘ I}

LN A dedy
[ WD) 75u(0) e n,
fa (0)

ol Jf, est le déterminant Jacobien de f, et ¢ =& +in = f;'(2).
Comme ||D(f)|| € LY., il suffit de montrer que ||D(f,)™*||Jf. € L{, ot
1/p+1/g=1. Or

ID(f) 72| < €)Y (1 = Jul) 7,
de sorte que
IDGF) 2| Tfu < CIIV2 (1= |ul) ™F € LE,

car Jf, € L} et (1— |,u|)_1 est localement dans tous les L". Ceci démontre la
premiére affirmation du théoréme.

Soit maintenant f un homéomorphisme ACL tel que 0f/0z = udf/od=
presque-partout (on sait par la remarque qui suit le théoreme qu’il suffit de con-
sidérer ce cas). Reprenons une fois de plus un argument de [A] pour montrer que
le Jacobien de f est dans Lj _: soit E — | f(E){ la mesure-image par f de la
mesure de Lebesgue. Cette mesure a une partie absolument continue donnée par
la fonction J(z) = lim|f(Q)|/|Q| (ot Q est un carré qui tend vers z) presque-
partout. On a alors [, J(z)dzdy < |f(E)| pour tout E mesurable (comme on
ne sait pas si f est absolument continue, on n’est pas siir de ’égalité). De plus,
en chaque point ou f est differentiable, c-a-d. presque-partout puisque f est un
homéomorphisme ACL, J(z) = |0f/0z|* — |0f/0z|%.

Par conséquent, |0f/dz|*(1 — |u|?) € L] et comme (1 — l,u|2)—1 est dans

loc

tous les L?, il vient 0f/0z € L{ _ pour tout ¢ < 2. De méme 9f/8z € LL . pour
loc

loc
tout ¢ < 2. Il nous faut encore vérifier que 9f/0z et 0f/0z sont bien les dérivées

de f au sens des distributions. Pour toute fonction-test ¢,

[ [etwa= [ ([ SEeneteas) a

(ou l'intégrale en z converge pour presque-tout y par Fubini)

= /y— (/If(w,y)-g%(w,y)dw> dy

(parce que pour presque-tout y, f(-,y) est absolument continue)

=- [ [ sengie v dzdy

(par Fubini & nouveau). Finalement, on a montré le résultat intermédiare suivant:
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Lemme 14. Soit f:U{ — V un homéomorphisme p-conforme (au sens de
la Définition 2), ou p € CL(a,Cq,e0). Alors pour tout ¢ <2, f a des dériveées
partielles dans L{ = au sens des distributions.

Revenons & la démonstration du théoréme. Définissons i comme au Para-
graphe 4, en prenant soin de choisir K assez grand pour que fi € CL(&,Co, &)
avec & > 3/m, & = 1 et Co assez petit pour que 7 = (hA(1))™" vérifie
1/2 < |7] £ 2 (c’est possible: appliquer la Proposition 1 a /i, en tenant compte
de la Proposition 3).

On pose hj(z) = Th#(z), de sorte que hj(z) ale dérivées Oh;/0z = 7(f +1)
et Oh;/0% = Tji(f + 1) comme on I'a montré au Paragraphe 7. De plus, h; est
bien un homéomorphisme du plan: c’est méme la solution de I’équation 0h/0z =
jiOh/0z qu'on a obtenue dans la démonstration du Théoreme 1, puisque cette
solution était la limite d’'une suite extraite de h,, , ou les u, convergent vers p
dans L™ et puisque nous savons que les h#*" convergent vers h® dés que pn — fi
dans L* en restant dans CL(&, Co,1).

Soit G = fo h;l; G est différentiable presque-partout, et |0G/0z| < (K —
1)/(K + 1)|0G/9z| presque-partout. Pour montrer que G est K -quasiconforme,
il nous suffira de prouver que G a des dérivées partielles localement intégrables.
A nouveau, on écrit DG(z) = (Df)(h™*(2))(Dh~)(2), ol, pour simplifier, on a
posé h = hj;. On a encore

/ 1DG(2)| dedy = / IDF(2)) |[(DR(=)) ™| Th(z)dzdy.
o h=1(0)

Comme on vient de voir que ||Df|| (1 — |ul?) € Li,., il suffira de vérifier que

loc?
(DR || TR(1 = |ul?) ™% € L2,
ou que
(IR @) 7 (1 = u?) T € I,
ou encore, puisque |i| < |u|, que

(TR)2(1 — |ul?)

—3/2
/ eLi..

On veut donc estimer
[ am - ) " dedy
D(0,R)

pour tout R > 0. On pose E, = D(0,R)N{z € C;27" < 1 — |g| < 27"},
Alors

/ (TR)(2)(1 = ) " da dy < O / (Jh)(z) dz dy
E, En

< C2°"|h(E,)| < C2°*|h*(Ey)|.



58 Guy David

Puisque p € CL(o,Cy,¢e9) , |En| < Cexp—a2™ ! <1/2si n est assez grand. On
peut appliquer la Proposition 2 (qui reste valable pour g € CL(&,Cy,1), méme
si fi n’est pas & support compact ni tel que ||fi]|,, < 1, par simple passage & la
limite) et on obtient

: 1 —2y+2
lh”(En)| S C (Log I—E——|>

si n est assez grand. Alors
|hﬂ.(En)| < C(aQn-—l)—2‘y+2 < C2—-2n(*y—1),

d’ou

/; TJh(z)(1 — |ul?(2)) P dedy < C27"

si on a choisi K assez grand pour pouvoir prendre ¥ = 3. Donc G a des dérivées
dans L] , et G est K -quasiconforme.

Supposons d’abord que f est une solution (a priori quelconque) de (3) fixant
0, 1, et co. Alors G est un homéomorphisme quasiconforme fixant 0, 1, et oo,
et dont la dilatation est donnée par la formule

|
Oh\ [ Oh — [t
neoh= (21 (5) ==
0z 0z 1—ui
On sait qu’il n’existe qu'un seul homémorphisme G avec ces conditions (notons-
le Go). Par conséquent, la solution de (3) qui fixe 0, 1, et co est unique, et
f# = Go oh -
Dans le cas général ou f est p-conforme, nous avons montré que f = Goh Tis
ou G est un homéomorphisme quasiconforme qui a la méme dilatation que Gy.
Alors H = Go Gy est conforme, et f = Gohy =HoGoohz=Ho f,, ce qui

termine la démonstration du Théoréme 2.

9. Quelques propriétés des homéomorphismes p-conformes

Rappelons que, lorsqu’il n’est fait allusion & aucun p particulier, nous en-
tendons par homéomorphisme p-conforme un homéomorphisme f pour lequel il
existe u € CLy(a,Coy,€0) tel que f soit u-conforme au sens de la Définition 2.
Nous dirons que f est localement p-conforme si, pour tout point du domaine
de définition de f, on peut trouver un voisinage de ce point sur lequel f est
p-conforme.

Commencons par énoncer quelques propriétés de stabilité de la classe des ho-
méomorphismes y-conformes. Notons que cette classe n’est stable ni par compo-
sition, ni par passage a la réciproque (voir le Paragraphe 12). Cependant,
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1) Si f est p-conforme et si g est conforme, alors g o f est p-conforme (et on
peut garder les mémes a, Cy, € ).
2) Si f est p-conforme et si g est K -quasiconforme, alors go f est u-conforme

(et on pourra prendre a/K au lieu de «).

3) Si f(z) = az+b avec a # 0, et si g est p-conforme, alors go f est p-conforme

(on peut garder « et &g, mais il faut diviser Cy par |a|?).

4) Si f est conforme et g est p-conforme, alors g o f est localement p-
conforme. La dilatation de g o f est encore dans CLo(a,Co,eq) avec

Co = Co/info |f'|?.

5) Si f est quasiconforme et g est p-conforme, alors g o f est localement u-
conforme.

Ces affirmations sont aisément vérifiées: donnons par exemple une idée de la
facon dont on prouve 5). Il s’agit d’abord de démontrer que, en notant F' = f~1,
go F~1 a des dérivées partielles localement intégrables. Comme précédemment,
on se ramene a estimer fF-l(O) [|Dgl| ”(DF)—l” JF dz dy lorsque O est un petit
ouvert; on s’en tire en remarquant que Dg est dans tous les LY, ¢ < 2, alors que
”(DF)‘1|| JF est dans un LP p > 2. Pour finir de prouver 5), il ne reste plus
qu’a estimer |E.NO|, ot E, = {z; |ug°f(:c)| > 1—¢}, € est assez petit, et O est
un petit ouvert. On remarque que E, C f~!(F.), ot Fo = {z; l,ug(w)l >1-¢'},
ou (1+¢€)/(1—¢€")Y=K(1+¢)/(1—¢) et f est K-quasiconforme. L’estimation
de |E. N O] se fait en remarquant que If‘l(E)l < C|E|'/AK localement.

On peut utiliser la propriété de factorisation mentionnée au Théoreme 2 pour
controler la régularité d’'un homéomorphisme p-conforme défini sur un domaine
U et a valeurs dans V. On peut par exemple contrdler la vitesse avec laquelle
f(2) tend vers le bord de V lorsque z tend vers le bord de &/ (mais ce controle
est assez mauvais). On montre aussi que f et f~! préservent les ensembles de
mesure nulle. Nous n’insistons pas sur les détails, d’autant plus que la définition
de CLy(a,Co,e0) semble assez mal adaptée a la géometrie de U.

Il serait sans doute intéressant d’avoir des définitions plus naturelles que celles
de CLy(a,Co,€0), et en particulier des définitions qui tiendraient compte de la
proximité au bord de ¢/ . Une condition sur g qui soit raisonnablement invariante
par représentations conformes et qui soit quand méme utilisable serait la bienvenue.

De méme, il serait peut-étre plus naturel de démontrer un analogue du Théo-
réme 1 lorsque, dans la Définition 1, la taille de {z; |,u(z)| >1- 6} est évaluée
avec la mesure dz dy/(1+ z? + y?), au lieu de dz dy. De cette maniére, le point
00 ne serait plus aussi honteusement privilégié.

Pour tout cela, il serait sans doute bon d’avoir des démonstrations qui ne
reposent pas de maniere aussi lourde sur I’équation de Beltrami. Cela permettrait
d’ailleurs d’espérer démontrer quelque chose en dimension > 2.

Il semble qu’il n’y ait pas de condition nécessaire et suffisante simple qui
caractérise les images des cercles par des homéomorphismes p-conformes, ou méme
qui caractérise les restrictions & R d’homéomorphismes p-conformes h fixant R.
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Par exemple, une condition de la forme

1 _he+t)—h(z) _

M) S o) —h(z —1) = MO

ne convient pas (on peut s’en apercevoir en comparant les M(¢) qui interviennent
dans les exemples 1 et 2 du Paragraphe 12).

10. Dépendance de f, en fonction de u

Commengons par étudier un peu la fonction h* du Paragraphe 2. Comme
h#*(z) = z+ P(u(f + 1))(2) = 2 + Pu(2) + P(uTp)(z) + -+ on se rend compte
facilement que, pour tout z, h*(z) est une fonction analytique de p, au moins
quand ||pll <1 et ||g]l, < C pour un p > 2. On voudrait en savoir plus, et en
particulier se débarrasser des hypotheses sur ||ul|,, et ||ull,-

Notons d’abord que si 4 € CL(«,Cy,1) et v € L™ est telle que u +tv €
CL(a,Cy,1) pour 0 <t < tg pour un g > 0, alors u — h¥(z) a au moins am —4
dérivées dans la direction v. Pour le voir, on reprend les notations du début du
Paragraphe 7 et on écrit

ZTM 1T (p1 — p2)Tpy ... Ty

(ol le pq — p2 est & la kiéme place), puis
Dpi(pz —p1) = Tps ... maT(us — p2)Ths ... T,
k

et
fa—fai—=Dp(pa—p1)=>_> Tur...T(u1 — p2)Th ...

kI<k
w1 T(py — p2)Tpa ... Tug,

ou le premier y; — py est & la liéme place et le second est & la kiéme place.
On montrerait, sans beaucoup plus de peine que pour (65), que
|R#1 — h¥2 — dérivée de h* en p; dans la direction (g — p1)|(2)

1/2 2 01/2 A

ou la dérivée de h* en u; est de la forme

(w2 — 1) = D P (1D (u2 — 1)) (2) + > P (1= p2)fL) (2).
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On montrerait de la méme maniére I’existence de dérivées d’ordre supérieur.

Il est amusant de constater que, bien que h¥#(z) ne soit dérivable que dans cer-
taines directions, sa dérivée peut étre étendue naturellement a toutes les directions
pa—p1 € L™ (méme celles pour lesquelles ||u2||o, > 1, par exemple). On est donc
dans un cas ou “I’espace d’holomorphie” (s’il existe), ou méme les directions dans
lesquelles u — h#(z) est holomorphe ne seront pas déterminées par le domaine de
définition de I’opérateur dérivée (ni méme par les dérivées d’ordre supérieur). Un
comportement semblable aurait lieu pour h,(z) = h#*(z)/h*(1).

Nous allons maintenant étudier la fonction f, du Théoréme 1, et montrer
Dexistence de dérivées de la fonction u — f, & tous les ordres (et méme l’analycité
de cette fonction). Il nous faudra pour cela restreindre '’ensemble des directions
dans lesquelles on fait varier p.

On associe & p € CL(a,Cy,e0) une fonction de jauge définie par j(z) =
1-— l y(z)l. Les directions v que nous considérerons seront celles pour lesquelles
v(z)/j(z) est bornée. Notons que, si [|[v(2)/j(2)|| < e <1,alors p+v € CL((1-
Q)aa COa (1 - 9)60) .

Lemme 15. La fonction u — f,(z) est analytique sur {u € L*; ||u||, <
let p € LP} au sens suivant: pour tout z € C et tout plan complexe P (de la
forme po+Cv ), la restriction a I'ouvert {€ € C; po+€v € LPet ||po +€v|o < 1}
de la fonction & — f,,+¢,(2) est une fonction holomorphe.

Il n’y a rien & démontrer, car lorsque ||p|l,, < 1 et p € LP, alors f,(2) =
h*(2)/h*(1), et h*(z) = z + Pu(z) + - - - est donnée par une série de polynémes
en u qui converge absolument.

Lemme 16. Soient p € L™, ||p|l, <1 et v € L*.
Soit v: 1 — C un lacet C*™ tel que, pour tout § € S*, ||p+v(0)v| < 1.
Soit ¢ € C un point d’indice 1 par rapport & . Alors, pour tout z € C,

(66) furenl) = o= [ Furnonl gl

Comme ’ensemble des points ¢ tels que ||pu + Ev||, <1 et u+€v € LP est un
ouvert convexe contenant v et £, (66) est une conséquence immédiate du Lemme
12 lorsque p et v sont & support compact. Il nous faut donc faire un petit passage
4 la limite. Pour N € N, on pose un = ply;j<n} et vN = vl <n}. Il nous
suffira de montrer que, pour z fixé et 6 € S, les f,, 4+~(8)vy (%) convergent vers
fu+~(8) avec une vitesse qui ne dépend pas de 6.

On reprend la décomposition habituelle de f,, en fu,y = gnohn, ol gn
et hy sont quasiconformes et hy a la dilatation pn1yj;j<10}- On remarque que
hn ne dépend pas de N > 10. Alors la dilatation de 1/gn(1/2) converge dans
L? pour un p > 2 (et avec une vitesse qui ne dépend que de [jul|, < 1). On
en déduit que gy converge vers g uniformément en z et en ||yl , et donc que



62 Guy David

fun++(6)vy (2) converge vers f,..(g),(z) uniformément en 6, ce qui démontre le
lemme.

Lemme 17. Soient p € CL(a,Coy,¢€0) et v € L™ tel que ||v(2)/j(2)] o
Soient v: S — D(0,1) un arc C* et £ € D(0,1) un point d’indice 1 par rapport
a 7. Alors, pour tout z € C,

firel®) = 52 [ Futmion1 g

Il s’agit & nouveau d’un argument d’approximation. On pose

{ pn(2) = p(z) si |u(z)| £1-1/N,
pn(2) = (1= 1/N)u(z)/|u(2)| sinon.

Vérifions que, pour [A| < 1, [lun+Avfl, <1 - (1—|A)/N < 1. Si |u(z)| <
1-1/N, alors

|un(2) + Mw(2)| = |u(2) + Av(2)] < |u2)| + N (1= (=)

1 1
=[p@[A -+ < 0= F =)+ =1-F 1= ).
Si par contre, |u(z)| >1-1/N, alors

(s + 2] S 1= T+ (= l()]) S 1= 3+ Nl =1 - (1 - ).

Donc, pour tout 8 € ST, |jun + ¥(8)v| o, < (1 —supy|¥(8)])/N < 1, et 'on peut
appliquer le Lemme 13 & upy, v et 7.

Or, pour tout 6, f,.~(s),(2) converge vers f, 4 (g),(2) uniformément sur
tout compact car puy +y(0)v — p + v(6)v dans L* (voir la remarque en fin de
Paragraphe 7). De plus, f,,++(6),(2) est majorée, sur tout compact, indépen-
damment de N et de 6.

Le Lemme 17 est donc une conséquence du théoréme de convergence dominée.

Théoréme 3. Soient y € CL(a,Cy,e) et j(z) =1 — Ip(z)l. La fonction
v = futjv, définie pour v € L=(C), ||v||,, <1 et a valeurs dans C(C,C), muni
de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact, est analytique. En
particulier, il existe des opérateurs T}, k-linéaires bornés sur L™ et a valeurs
dans C(C,C) tels que f,4j,(z) = 3 ; Tk(v,...,v)(z), avec convergence absolue
pour ||v||, <1.
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Démonstration. Pour z fixé, le Lemme 17 montre que la restriction de
v — fu4ju(2) & tout plan complexe est holomorphe. Comme f, j,(2) reste borné
(toujours pour z fixé), la restriction de fu4ju(2) & tout sous-espace complexe
de dimension finie est encore analytique (ici, comme la fonction considérée est
bornée, point n’est besoin de faire appel au théoréme de Hartogs: on peut tout
simplement utiliser la formule de Cauchy). D’ou l'existence de formes k-linéaires
bornées: L™ x ---x L® — C correspondant & la dérivée kiéme de f,4;,(2) dans
la direction v (pour vérifier la k-linéarité, on peut se restreindre & des espaces
de dimension finie; pour majorer la norme de formes k-linéaires, on utilise la
formule de Cauchy et le fait qu'on a des majorations uniformes de f, 4 ;,(2) lorsque
|v]l, < @ <1 dues au fait que pu+ jv € CL((1 — o), Co, (1 — 0)eo) -

Le fait que, pour z fixé, la série Y, Ti(v,...,v)(2) converge vers fu4;y(2)
n’est que ’analycité en une seule variable. Nous devons encore vérifier que la série
converge dans C(C, C), c-a-d. uniformément sur tout compact. On se donne un
compact K. Pour z € K et |v||,, <o <1,0na fuq;,(2) <C car u+ jv reste
dans CL((1—p)a, Co,(1—p)eo). On en déduit une majoration uniforme en 2z € K
des dérivées TE(v,...,v)(2z) en utilisant la formule de Cauchy. La série donnant
fu+ju(2) converge donc normalement pour la norme sup|f (z)|

Remarque. Comme ils peuvent étre obtenus par la formule de Cauchy, les
T} sont des fonctions continues de p (pour des perturbations dans jL*).

Si u € CL(a,Co,€0), on peut, si on le désire, calculer les T} & partir de leur
valeur lorsque ||p||,, <1 (on peut par exemple utiliser la formule de Cauchy et le
fait que les f,, convergent vers f, lorsque uy — p dans L*).

Notons, que, méme pour ||u|l,, < 1 (auquel cas on peut prendre j = C¢),
ce résultat entraine la continuité sur L°° d’opérateurs assez compliqués, que I’on
aurait du mal a estimer autrement (dans le cas assez improbable ou 'on devrait
estimer de tels opérateurs).

11. Le groupe CLL(ay)

Si ’on consent & restreindre un peu plus encore la classe des dilatations pu
autorisées, il n’est pas difficile d’obtenir des propriétés de stabilité par composition
ou par inversion. Nous donnons dans ce paragraphe un exemple de groupe de
transformations p-conforme.

On dira que la fonction p est dans CCL(ag) s’il existe a > ag, C et § >0
tels que

(67) [{z € C; |u(z)] >1—¢€}| < Cexp —(Be®’*)  pour tout € < 1.

On dira aussi que ’homéomorphisme h est dans CLL(ay) s’il est p-conforme
pour un g € CLL(ay). Le but de ce paragraphe est de montrer que CLL(aq) est
un groupe pour la composition.
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On va tout simplement reprendre les estimations du Paragraphe 2; seules
quelques modifications mineures sont nécessaires. A la place du Lemme 3, on écrit

1fall2 = / W2 f2 | + / W2f2y]
{ln|<1—-¢} {lp|>1-¢}

< (1= || factl? +CC2|{lul > 1 —}|P7V?
< (1 = €)? || faz1ll2 + CC2™ exp —B(e/*(p — 2)/p).

On choisit cette fois-ci ¢ = a/ Logn. Alors, si 8 > 2pLogCp/(p — 2) (ce qui est
possible, quitte a changer un peu a et beaucoup C),

o

2
1521 < (1= o) Wfnesl + C s =5((p — 2in/p) exp(en Log )

2
< (1 — ol ) | fno1ll?+ Cexp—nn  pourun 5 > 0.
Logn

On déduit comme au Paragraphe 2 que

2
2 < Cekn - =) ..
© <o (1 2) (1 1) Wl

Il faut estimer n(k,n) = H7=k(1 —a/Logj)?. On a
1 n+1 a
1 Log(w(k,n)) = ZLog (1 - og]) /k Log (1 - Loga:) dz

< /n+1 dz +a2/n+l dr
=7%)y  Loge v (Logz)?

n+1 n+1
z 2 dz
< — - _
= [Logw] , te a)/k (Logz)?

apres une intégration par parties.

On se donne 6, > 0 (moralement trés proche de 0, mais indépendant de n)
et on choisit k¥ = n pour un 8 tel que 6o/2 < 6 < 6, (et tel que k soit entier!).
Alors

+1 né 1
1 Log(n(k,n)) < —a | — - 2(n41)——
z Log(w(k,n)) < ~a [Logn+1 Logné] a(n+ )(Lognﬂ)"’
n
< -
s -o(l- )L gn C(Logn)2
S —O{(]. 90) o

(Logn)?’
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Si a > & > ag, on peut choisir 8, assez petit pour que 'inégalité ci-dessus

entraine
n

3 Log(n(k,n)) < —a

Logn’

au moins pour n assez grand. On déduit de (68) que
||f,,||§ < Cexp—(2an/Logn) + C exp —nné < Cexp —2an/ Logn,

toujours si n est assez grand.
Bien siir, quitte & changer C, ceci reste vrai quand n est petit. On a montré
que, pour tout u € CLL(ay), il existe a@ > ag et C > 0 tels que

2 n + 1
< 2 —
(69) I£alfy < Cexp ~2agor s
pour tout n > 1.
On reprend ’estimation de h*(z) — z faite au Paragraphe 2, en remplacant
I’estimation
|En k| < CCo(n +1)727/2%

par
(TL + 1) 2-—2k.

< 0, O L N
|Enk| < Cexp 2aLog(n +2)

Il convenient & présent de poser a, = exp—(a(n + 1)/Log(n + 2)), afin que
Pon ait encore (27). La démonstration donnée au Paragraphe 2 peut étre suivie
tranquillement, et on obtient encore 'inégalité (42) qui sécrit

|h#(z) - 2| < Cexp - [aufg(on—ﬁ)z)] ’

ou

(n0+1) _ l (_1-)(13"2)/1’
(70) exp [a__—Log(no ey exp [no Log C)] = AN

si |z| est assez petit, et ng = 0 sinon.
On déduit de (70) que, pour |z| assez petit,
(no+1) p—2

Log(no + 2) &

|2’

(no + 1)(a +LogCp) > + ng Log Cp = —Log C' +
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et donc que

|h#(2) — 2|
a(p = 2) Log(1/|2]) o(p=2) LY
soexp—[ iy (e (1 ey e ) }
Log(2+|%')
< Cexp— (CLogLog(3 + ﬁ)) '

Si |z| n’est pas trop petit, on a tout simplement Ih“(z)—zl < C, et par conséquent,
dans tous les cas

Log(2 + l—l—[) )

B(z) — 2| < -
(71) |h#(2) — z| < Cexp (CLogLog(3+ﬁ)

On peut aussi reprendre la démonstration de la Proposition 2, et obtenir la
majoration

Log(2 + ;) )

72 h(E) <|E|+Cexp—| c
(72) W (B)] < |E] (LogLog(3+,—ll-,;-T)

En effet, la formule

[b(B)] = || + DV TaP s

donne
(B < nz_% (/ I£a12(1 = ul ))1/2,

On peut se contenter de regarder le cas ou |E| est assez petit, et on coupe la
somme en ) .., et > .., oul'on a choisi (ng + 1) = aLog(1/|E]), avec a
assez petit. Pour n < ng, on utilise I’estimation L? (voir le Lemme 2)

> (Lisr)" s 3 copme-srer
n<ng

nSno
-2 1

< CCnolEl(p—Z)/Zp = Cexp <a Log Cp Log — |E| p—2p—L0g TE—]>

< Cexp— (C’Log |E17|)
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Pour n > ng, on utilise (69), qui donne

o(n+1) a(no+1)
n;ﬁ ([E lfn|2) <cC Z eXp —T— 13 st D) S < C(no+ l)exp————Log(:;o )

n>ng

(integration par parties)

< Coxp__nat1) Log(l/B) ),

Tlog(no+1) = 7 ( Log Log(1/|E)
d’ott Pon déduit (72).

Une étude un peu plus précise de la maniére dont (71) et (72) dépendent
de la constante C de (67) permettrait de minorer |h#(z) — z| et |h*(E)|; nous
n’insistons pas plus.

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que CLL(ag) est un groupe.
Commencons par vérifier que la dilatation de (h*)™! est dans CLL(c) si p €
CLL(ayp). Notons fi cette dilatation. Alors

[{z € C; |a(2)] > 1 —e}| = [n*({z € C; |u(2)] > 1 —¢})]

C + Beo/e
Log(C + ﬁe"‘/‘)>
pour un a > ag. Ceci est bien inférieur & C' exp —(8' exp a'/¢) pourun a' > aq et
des constantes C' et 8’ qui ne dépendent pas de . Par conséquent, i € CLL(ay).
Pour finir de prouver que, si f est u-conforme, alors f~! est dans CLL(ay),
il suffit de montrer que h* o f est conforme. Or on peut écrire h* comme une
limite uniforme de h#~ | de telle sorte que les h*» o f soient p-conforme pour des
¢ qui restent dans un CL(«,Cp,e). On en déduit que h* o f est u-conforme,
pour un g qui est justement nul.

< Cexp—Be*/* + Cexp—C (

Pour vérifier que si f et g sont dans CLL(ao), alors f o g~ est dans
CLL(ayp), on procéde pareillement:
ks = #l
z € G; og-1(2)| >1—¢ =’ <zEC I (2)>1—¢
[z € C; Iugug(2)] > 1~} (e () > 1)

<|97'({z € C; lus(2)| > 1—€/10 ou |py(2)| > 1 —€/10})| < Cexp—Pe®/
pour un a > ag et deux constantes 3 et C.

Ainsi, CLL(ayp) est un groupe.

On pourrait bien sfir en déduire des minorations de |h#(z) — h*(2’ )|, ou de
|h“(E)| en utilisant la propriété de stabilité de CLL(ag) par inversion et les
comparer avec celles qu’'on aurait pu obtenir plus tot.

On pourrait encore donner une version locale de CLL(ayq), qui est aussi stable
par composition et inversion. Nous n’abuserons pas a ce point de la patience du
lecteur.
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12. Quelques exemples

On considére d’abord des exemples out f(ge'®) = f(0)e?, ou f est une bijec-
tion croissante de [0, 0o], dérivable pour p # 0. Un calcul facile que nous passerons
sous silence montre que la dilatation complexe de f est donnée par

0y _ ,2i6 Qf'(Q)—f(Q)
ulee™) = (9f'(9)+f(9))

et que la dilatation D au point pe*® est

ax(ef’(e) f(o) )

f(e) " of'(o)

Exemple 1. f(o) = exp—2(Logg)?/a au voisinage de 0. Alors f'/f =
(—4/a)(Log e/e), D = (4/a) Log(1/e), ce qui donne

e =1~ |ul = 2/((4/a) Log(1/e) + 1)

et
[{z: 1= lu(2)] > e}| = 7o?,
ou (4/a)Log(1l/p) =2/e — 1, c-a-d. o = (exp a/4)(exp —a/2¢) et

[{z 1 |u(z)| > e}| < Cexp—ale.

Par conséquent, si 'on prolonge f(p), pour ¢ > 1/10, par quelque chose de
raisonnable, f sera p-conforme pour un p € CL(a,Co,1). Ainsi, & part peut-étre
en ce qui concerne le facteur 2, estimation (5) est relativement réaliste.

Exemple 2. f(o) = (Log(1/¢)) " au voisinage de 0. Alors f'/f =
(a/0)(1/Log1/p), D = (1/a)Log(1/0), ce qui donne pu € CL(4a,Cp,1) comme
précédemment. A nouveau, (4) n’est pas totalement irréaliste.

Notons que la réciproque de f(p) est donnée par

g(y) = exp —y =/,

M_ o)y~ (1t+a)/a
o)~ e

et la dilatation est D = (1/a)y~'/*. Non seulement g n’est pas p-conforme, mais
encore la fonction de répartition de g est aussi mauvaise que celle de I’exemple
suivant (qui n’est pas un homéomorphisme). On risque donc d’avoir du mal a trou-
ver un groupe d’homéomorphismes contenant les homéomorphismes p-conformes,
et dont les éléments soient reconnaissables a la taille de leur dilatation.
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Exemple 3. Il s’agit d’une application f qui est ACL, dont la dilatation
vérifie l{l — |u| > 6}| < Ce" pour un N quelconque fixé & ’avance, et qui
pourtant envoie homéomorphiquement un disque moins un point sur un disque
moins un segment. L’existence d’une telle fonction rend improbable 'existence
d’un théoréme comme le Théoréme 1 qui s’applique & des fonctions p qui ont des
singularités en |z — zo| /N .

On définit la fonction f(z,y) = (X(x, y),Y(z,y)) dans un voisinage de 0, en
laissant au lecteur le soin de 1’étendre & R?\ {0} s’il le désire.

On se donne a > 0 trés proche de 0 (pour pouvoir prendre N assez grand),
et ’on pose

24«

, el sen(@)

T
X(z,y) = arctan " PO

et
Y

(z? + y2)(1-o)/2°

Y(z,y) =
On vérifie sans trop de peine la propriété
(73) {1 - |ul > e}| < CeP,

et aussi que les dérivées partielles de X et Y sont dans L2~'/N (en particulier,
donc, f est ACL). On voit que f est continue sauf en 0 et que

. ™ . ™
Jm, X(2,0)=5 et lim X(z,0)=—o

Bien que désagréable, on ne peut pas prétendre que ce phénomene est patholo-
gique, car f est la limite (non uniforme au voisinage de 0, bien str) d’homéomor-
phismes quasiconformes f, dont les dilatations vérifient (73) uniformément. On
peut prendre par exemple fr(z,y) = (Xn(z,y),Ya(z,y)) avec Xu(z,y) = X(z,y)
et Yo(z,y) = Y(z,y) pour |y| > 1/n, et Xu(z,y) = X(z,1/n) et Yy(z,y) =
nyY (z,1/n) sinon.
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