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0. Introduction

Le but de ce texte est de r6soudre l'6quation de Beltrami Af/Az:
p(z)(Of l0z) pour une classe de fonctions p, d6finies sur le plan complexe, telles
q"" lp(r)l < 1 presque-partout, mais pas ndcessairement llpll"" < 1. On montrera
que si a ) 0 et C ) 0 sont des constantes, et si pr est une fonction mesurable
telle que l{" e C;lpQ)l > 1 -r}l 3 Ce-o/" pour tout d assez petit, alors il existe
un unique homdomorphisme / du plan complexe fixant 0, 1, et oo, et qui a des

d6riv6es partielles localement intdgrables telles que Af /Az -- p'(Af lAz) presque-

partout.
Ce rdsultat est 6nonc6 plus prdcis6ment au Paragraphe 1, oil I'on donne aussi

quelques estimations sur la fonction f . Le point cehtral de la ddmonstration est
I'existence d'estimations a priori sur la taille de f (r) - f (t'), pour z f z', dans
un cas particulier important. L'id6e est de reprendre la ddmonstration de Bojarski
en ra,ffi.nant un peu les estimations. C'est le but du Paragraphe 2. Le cas gdndral
sera obtenu ä partir du cas particulier en domposant avec un hom6omorphisme
quasiconforme. On obtient ainsi aux Paragraphes 4, 5, et 6 des estimations a priori
sur la solution de 1'6quation de Beltramil on en d6duit le th6oråme d'existence par
un passage ä la limite (Paragraphe 7). L'unicit6 de la solution est d6montrde au
Paragraphe 8. I

On donne au Paragraphe 9 quelques consdquences faciles du th6oröme d'exis-
tence et d'unicit6. La Paragraphe 10 est destind ä montrer que la sQlution / d6pend
analytiquement de p dans certaines directions (essentiellement leE directions pour
lesquelles on reste dans la classe des dilatations p que I'on sait tr{,iter). On donne
au Paragraphe 11 un exemple de groupe de transformations du ffne 6tudi6 plus
haut, et le Paragraphe 1.2 contient quelques exemples. [Il est fort probable que ces

exemples soient fort classiques.]
L'existence d'homdomorphismes admettant une dilatation ldonn6e p., avec

llpll- : 1, a 6t6 6tudi6e il y a quelques anndes par O. Lehto ([L1[, [L2]). Lorsque

I'ensemble des singularit6s de (f - tpt)-l n'est pas trop pathologique (c-ä-d. en

supposant que (t - lfrl)-l est localement bornöe hors d.'un compact), Lehto ob-
tient, par des estimations de module assez pr6cises, un th6oröme d'existence pour
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toute fonction p telle que, pour tout z € C et tous 0 ( 11 ( 12l ar l'int6grale

t:: ('. ,n 
Io'"

It - e-zöo pQ + reio)i|z_
dp) 

-' d,

/rlpQ * rent)l'1-

est strictement positive, et tend vers *oo quand rr -r 0* ou 12 -+ *m. Möme si
I'on oublie toute information sur I'argument de p, et si l'on remplace lt-e-zie p1z+
,"")l' pur 4,la condition de Lehto est plus faible que celle mentionnde plus haut.
Ce texte n'est donc intdressant que dans la mesure ori les m6thodes utilisdes sont
assez diff6rentes et, peut-6tre, des estimations plus pr6cises sur la solution sont
d6montröes (ce qui permet d'obtenir I'unicit6 assez facilement, ou de ne pas se

soucier de la localisation des singularitds de (t - lpl-t).
L'auteur souhaite remercier M. Herman, qui est ä lbrigine de ce travail, F. Gehring, D. Hamil-

ton et S. Semmes qui lui ont notamment rdv6l6 I'existence de [L1], et le referee, dont les uombreuses
suggestions rendront s0rement cet a,rticle nettement plus compr6hensible.

1. Ddffnitions et 6nonc€ du thdoröme dtexistence

Ddflnition 1. Soit U un ouvert de C. Nous dirons que la fonction mesurable
p,z l,l + D(0, 1) : {z € C;l"l < 1} vdrifie une condition logarithmique s'il existe
d ) 0, Co > 0 et eo €]0,1] tels que

(1) l{r;lpQ)l> 1 -'}l
On notera cela pr e CLu(e,Coreo).

Le plus souvent, U sera C tout entier, et I'on notera simplement
CL(ot,Co,eo) au lieu de CLs(a,Co.,eo). Le facteur de normalisation eo a 6t6
ajoutd pour que CL(a,Co,eo) C CL(at,Co,eo) pour tout ol I ot,, et pour que Ie
support de p, e CL(a,Co,L) ait une mesure infdrieure ä Co.

Ddffnition 2. Soient ?,/ unouvertde C, peCLu(a,Co,eo) et f:ll -. f(U)
un homdomorphisme. Nous dirons que / est p-conforme si / est absolument
continu sur les lignes (nous abr6gerons en ACL) et si 0f l0z: p(z)(7ll1r)
presque-partout.

Nous{erons äl'occasion l'abus de langage suivant: nous dirons que .f est p-
conforme (sans r6fdrence ä un p particulier) lorsqu'il existe u4 p € CLy(a,Co,eo)
tel que / soit p-conforme (au sens pr6cddent).

Remarque. Si / est un hom6omorphisme et est AC L, alors, paf, un rdsultat
de Lehto et Gehring, / est difidrentiable presque-partout (ce qui justifie la d6fi-
nition). Nous verrons plus tard que f aen fait des ddriv6es partielles dans .tflo"
pour tout p < 2. Pour plus de d6tails (par exemple en ce qui concerne la ddfinition
del'ACL), nous renvoyons ä Ahlforc [A], pp. 24-27.
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Avant d'dnoncer le th6oröme, il nous faut encore quelques notations: T ddsi-
gnera la transformation de Beurling (l'op6rateur pseudodiff6rentiel de symbole {/f
et Cp, p) 2, sa norrne sur -Lp. On sait (voir par exemple [S]) que L 1C, ( *m
pour tout p ( oo, ce qui permet de d6finir un nombre rn ) 0 par

p-2tr,:;99mq'
Th6oröme 1. Soit p € CL(a,Co,eo). Alors il existe un homöomorp.hisme

du plan f : f *, fixant 0,1 et a, ayant des dörivåes dans Llo. pour tout q < 2
et tel que

(3) H:rH presque-partout.

De plw, si M ) 2 et 0 < 6 < ma sont donnöes, alors iI existe une constante
C: C(ar6,M,Cs,es) telle que, si z,z' e D(0,,M), on ait

(4) lf(,')-/(,)l < c (r,"s (r.å))-'
De m6me, pour tout M ) 2, il existe C : C(ot,MrCor€g) tel gue, pour zrz' e
D(O,M), on ait
(5)

lr(,')-r(") l > å"*o-* {t* (, . å)}'"*o (-"r.* (,. #))
Enfn, il existe une constante universelle 0 > 0 telle que, pour tout I <-0a et tout
M ) 2, il existe C : C(arMrQrCo,,eo) telle querpour tout ernemble mesurable
E contenu dans D(0,M),

(2)

(6)

et

(7) lrrntl > cexp -+d

txn>l s"("*(r*å))-'

('.r(r*å))',
oå A est une consfarte univercelle.

Naturellement,les constantes qui interviennent dans (a)-(7) ne ddpendent pas
d. p.

Remarques. Nous verrons au Paragraphe 8 que /, est unique.

D'autre part, le fait que /, a des d6rivdes partielles localement intdgrables
entraine qr" .f, est ACL (voir par exemple Ahlfors [A], p. 28).

Enfin, nous donnerons au Paragraphe 12 des exemples montrant que, en un
sens, / peut se comporter presque aussi mal que (a) et (5) le laissent supposer.
Nous verrons aussi que la condition de croissance logarithmique imposde ä p n'est
pas si ddraisonnable, si I'on veut assurer que /u soit un hom6omorphisme du plan.

La d6monstration du th6oröme occupe les six procl:ains paragraphes.
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2. Construction de hP pour a assez grand et €6 : 1

Nous voulons dans ce pa,ragraphe obtenir un maximum dtinformations sur la
solution de (3) lorsque celle-ci peut 6tre obtenue ä partir d'une sdrie de puissances
(comme dans la d6monstration de Bojarski du thdoröme d'existence lorsque pl est
ä support compact).

On s'intdresse donc å ce que sera la solution de 0h/02: p,(0h/02) telle que
(Ah/Az) - 1 tende vers 0 å 1'oo (en un sens å prdciser). Rappelons que, lorsque

llpll." < 1 et p, est ä support compact, la solution hP de 61rt'/02 : p(0hp/02)
fixant 0 et telle que (0h" l0z) - | € Zp pour un p ) 2 est donnde par

(s)

ot

(e)

et P est ddfini par

(10)

hr(r) - P(p(f + 1))(r) *',

f - Tp, *Tp,Tp, +. .. + Tp,...Tp *

-+ | lge)Ps(O:

ori do(z) est la mesure de Lebesgue sur le
On a alors les relations

It(f + 1) et

( r 
:)d'o(z)\, - €

plan complexe.

ahp

- -f +1
0z

(11)

(12)

ahp :
0z

(voir Ahlforsr pp. 91-92).

Proposition 1. Soient a ) 2f m et 2 < 1 1am. Il existe une constante
C(o,l) telle que, si trr € CL(a,Co,I), alors Ia s6rie donnant f dans (9) converge
dans L2 , et (8) döfinit une fonction ht' telle que

lnr(r) - rl
i

La ddmonstration de cette proposi{ion est un peu technique et occupera le
reste de ce paragraphe. Avant de nous lafrcer da^ns les calculs, donnons une id6e de
notre stratdgie. Appelons /, -Tp,...Tp (n fois), de sorte que 1= lflrfi si
la sdrie consent å converger. Il serait trop optimiste d'espdrer montrer que la sdrie
converge dans .Lp pour un p ) 2 ret des dstimations .02 seules ne nous suffisent pas
(le noyau de P n'est pas dans L2 au voisinage de 0). Nous allons donc jouer ä la
fois sur les normes L2 et Lp, en esp6rant montrer que la s6rie f, /, converge dans
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un espace interm6diare entre L2 et Lp , comme par exemple I'espace des fonctions g

telles que l9l2{Log(l+lgl)}" soit intdgrable. Pratiquement, nous ne prononcerons
pas le mot "interpolationtt, et nous ne pa,rlerons d'aucun espace fonctionnel autre
qae L2 ou LP , mais nous ddmontrerons les estimations correspondantes sur les

fonctions de rdpartition des /,..
Dans la suite, on notera C toute constante ne d6pendant que de a et de 7. On

se donne aussi, nne fois pour toutes, une valeur de p telle que (p -2)/(2pLog0r)
soit trös proche de m.

Lemme t. On " llf "lll3 CCyC;P .t llf ̂ ilz, 
< CCs(n * 1)-22.

Comme p € CL(a,Co,l), on a llplli < CCs, d'ori I'on ddduit ais6ment la
premiäre in6galit6. On en d6duit aussitöt que

(13)

D6montrons

Lemme 2.

(14)

l{lål > )}l a CCoC;'Ä-P pour tout ,\ > 0.

un petit rdsultat intermddiaire en vue de Ia seconde in6galit6:

Soit E un ensemble rnesurable. Ajors

lf *l' < CC|/ o cS"l4lb-z) tP

L
Soit en efiet Äs tel que lEl: CoCiP/If , c-å-d. Xo: Cå/'CllA;-th. 41or"

lf"l'_

s

lf "l'

On utilise (13) et on obtient

| 
"^{r/, r(ro lf'l' + å l r^{Åo2e <rr, rs}oze+l }

lElrä + i 22k+2)Al{}2n
lc=0

l"

lf*l' S C3/o c3"lqfn-z) /' +

ce qui ddmontre le Lemme 2.

Pour poursuivre Ia ddmonstration du
o(p - z)lQplog Cr), c€ qui est possible
rt - (o(p - 2)) l@d - zLogC,

i z2k+2 

^3c 
c oc1.' 

^;oz-kPk:0

t (tl/ P c;lnl-', o)Z-P crci,
l"

Lemme 1, on
si on a choisi

choisit p telquet<B<
p convenablement. Soit
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Lemme 3. Si n > p,

llf "ll3 s (1 - gld, llf,-rlll+ ccoe-rn.

Ecrivons

llf,I|: llrpf,-rlll : |fu"f,-rll|: Ir,r,=r_"rlu'f3-r, 
* 

Iou,rr_"rlu" f|-rl

ori e > 0 sera choisi dans un instant. Appliquons le Lemme 2 avec A : {lpl >
1 - e]; il vient

llf "ll:, < G - u)' llf "-,113 
+ cclloc31p1b-z)/n

et, puisgue p, e CL(a,Co,1), ceci est infdrieur å

( 1 - ")t ll å-t ll 3 + C C!/ o C'on g@-2) I n 

"a(p 
-2) I p e- a(p-2) I pe 

.

On suppose maintenant que n est assez grand, on choisit 6, - Bf n, et on
obtient

ll f Åli, < $ - 
gr)' 

ll f - -'ll', + c c oc|' e- o (p - 2) n / p B

< (r - l)'V,-rtt?r+ ccocltt"-(n*2Logc')n

s (1 - f)" v,-,tll + cco"-,'

mme pr(
Pours

lf"ll3

pro

0

e

ns

e-

e-

e

,C,

(

Qr

Cr

Cr

+

Ct

s

co:

il 2

mis
rivo:

7Co

1r1,ltO

iCo

IC

\ a.l,Lt0

notre estimation de llf "ll'r,

rn +(r - *r ilf*-,117

qn+CCo(r-*re-,t(n_|)+(r-*r(1-#),llfn_,l|,,

nn + CCo(f - *f e-,t(n-r) .L . . .

(r-*r...(1.#),"_,tk+(r-*r...(1-#rll/t-,ll,,

-qn * e-'r(n-'!) +... + "-,n)+ [g(r 
- fr') ll/r- ,113.
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Avant de choisir k, estimons le produit r(k,n) = Iltu(l - glj)',

|Lostr(tc,,) : ilog(1 - fl s lo"*' 
Log(1 - *l *

= |"*' (-*. #) * < -B'.* # * ff,

d'ori zr(ft, ") S ((" + L)lk)-zq 
"292 

lk , eL

ll f ,ll:, < c c ss-kn . t (+)-' 
u 

n r o-,tt!,

au moins si I'on a choisi k >28.
On choisit maintenant & tel que 2BLog(n+t)/n < k <L+zBlog(n +L)/n,

lorsque n est assez grand pour que n) Ic > 2p. Alors

|lf*ll13CCoexp_?(T'",,,*,))-"(#)_":uvo_,tt3

< cco(n * t1-zB. 
" (,ffi)-'u ",

< CCs(n * 1)-zz'

Bien entendu, quitte ä cha,nger C , cette indgalitd reste vraie pour les petites
valeurs de n, et le Lemme 1 est d6montr6.

Nous avons maintenant assez de contröle sur la taille de /, pour commencer
ä estimer

lnue) -,1 : lpl,u+ r))(z)l s| | lrr,)llrt,l + Lll&laop1.

Bien que les calculs qui suivent soient un peu longs, l'id6e qui les sous-tend est
trös simple: on a un contröle assez bon r* llållz et un certain contröle r* llållo,
ce qui permet un contröle assez bon sur /,. dans un espace fonctionnel interm6diare
trös proche de L2; conrme le noyau de P est presque dans -t2 localement, on
pourra estimer I'intdgrale donnarrt 6tt(z) - z.

Pour simplifier les 6critures, on notera fo: L, de sorte que

(15) lnu4)-4s*å l"{.,,,nr*\ll&lao3a1.
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Notons

( 16)

et,pour ke Z,

(17)

Soit encore

(1s)

Alors

(1e)

Guy David

rn : I lrw) f *(.) I l&l aoPl

En3 : {, e C; lp(*)f "(r) I . t 2k-' ,2*l}.

rn,k: lr^,rrrl&laop1.

lhr(,)-zl <*f D rn,k.

n)0 keZ

Nous devons donc majorör les .Ir.,3. Commengons par un lemme.

Lemme 4. Soit E un ensemble meswable. Alors

(20) LlmlaollsclEfl2'
Si Ie plus lBl> alzlz, on a un peu mieux:

(21) I,l&laopy<et,tr"t#,.
Pour d6montrer ce lemme, on commence pax dtablir I'in6galitd

(22) l{t'-,'l 'r-}l="r'r pour 2-e > t"t'/t.

En effet, si lu - "ll-l <2-&, alors lutl <Z-*/z ou lto - zl <2-k/2;chacun
des deux ensembles correspondants a une mesure 3 CZ-*, ce qui prouve (22). De
möme,

(28) l{f,_-l ,r-}l ="'# dösque z-k<+1212.

En effet, si llzl2 < 2-k < 4l"l', alors.(23) d6coule de (22). Si ltr - ,ll.l <
2-k q ll"l', alois ou bien lz - wl < lzll2, et donc ltol > l"l/2 et lz - wl <
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2-k /l.l < z-hz/lzl, ou bien l" - *l > lrl/2 et alors lwl < Z-k2/lzl. La mesure
de chacun des deux ensembles correspondants est inf6rieure e rZ-zk+llzl2l on.en
d6duit (23).

Revenons ä I'ensemble .E du Lemme 4. Commengons par le cas ori l0l !  lzl2 ,

et choisissons & tel que lEllzl2 32-z* < alEllzl2. On a

I,l*.rl . tutz* * 
Er'*' l{, 

. c;21 < ffi. r*'}1.

Comme 2-t < 2-k < 1+1n1"1'1tl' a +lrl', on peut utiliser (23), ce qui donne

l,l&l = 
t't'* + t''*'cffi s wrk * "'w = ry'

ce qui prouve (20) aprås multiplication par lzl.
Dans le cas oi lDl> alzlz, on 6crit encore

l,l&l = 
w,o+;2t*L (,;21 <ffisil+') 

l,

ori I'on a choisi & tel que lEl < 2-k 3 zlEl
On a 2-& > lEl > 4l"l', ce qui permet d'appliquer (22). Soit &e tel que

lrlt <Z-ko < 2lzl2 (ainsi, &o ) lc). On coupe lasomrne en deux, et on applique
(22) pour I I lro et (23) pour I ) &s: :

- t o-21

I,lål = 
ttt'* * oä. 

2t+rs2-t.,t* 
'*'czfi

<tatzk +c t 1+ t "fikSl(Ico l2&o r- |

< zhlll+ c(ko- &) + "'#
<c(ko-k+2).

Comme lco - tc + 2 < 3 + (Log(lf l/14'D lLog2, on en ddduit (21) en mult!
pliant p* lrl.

Appliquons le Lemme 4 ä Eo,p pour majorer I'intdgrale lo,p d6finie par (18).
Il vient

(24) In,* 3 CzklE, klt/2
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dans tous les cas, et

(25) In,k < CzklrlL"gff

dös que lE^,7,1/ 4lzl2 .
Il s'agit maintenant d'estimer les 1.8,",11. On peut utiliser (13) ou la seconde

in6galitd du Lemme 1, ce qui nous doru:e deux estimations de l.O,n,3l entre lesquelles
on pourra choisir:

ll.-,*l=ry er lr*,rl .cco(n-*!)-2t .

Pour simplifier un peu, notons o* : Cå/' (n + L)-7 et ö,, : Ctl n C;, d,e sorte que

(26) l8,,,rl ( Cbnnz-*n,

(27) lEn,xl I Cazn2-zx.

Nous allons dtabord sommer les .Ir.,p sur les n et lc tels que

(2S) 2k ) a;2/(t-2)bPJ@-zl.

Pour tous ces termes, nous utiliserons (26) de prdf6rence ä (27). On s'int6resse
d'abord au cas ot

(2s) 2krffi,
ori C est comme en (26).

Alors, comme lE",*l S 4lzl2, on utilise (2a) qui donne

In,k 1 g2x6nlz2-*n/2, c-ä-d.

I n,k(30)

Pour savoir s'il vaut mieux choisir (28) ou (29) pour d6terminer k, on est
arnend å introduire le nombre ne (non ndcessairement entier) tel que

r t t, (p-2)lp
(31) o,!b,o: (å) si l"l' 1co,,
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et fi,s - 0 sinon.
Notons que oirbo - C['-P)/TP, d"

lrl'
Supposons maintenant que n

vdrifiant (28). (On v6rifierait sans peine
entraine pratiquement (29) pour n ) ro.)
å (2S). Alors, gråce ä (30),

35

sorte que l'idde de choisir rls : 0 si

On ddcide de sommer sur tous les k
gu€, gråce ä notre choix de no t (28)
Soit lcs le plus petit entier satisfaisant

D
k2&o

In,k

On peut maintenant

(32)

sommer sur n2 0, et on obtient

IIr,,k
nlno k n2no

oil, dans la somme double, & satisfait ä (28).
Supposons maintenarrt que n ( ns. Notons d'ailleurs que ce cas ne se produit

que si z est assez petit. Cette fois, on note /cs le plus petit entier v6rifiant (29),
et I'on somme (30) sur k )_ lco. Il vient

I t,,o < Qgn/22-*ob-z)lz < CWJzO;<P-2)/2lzlb-z)/p - Cb*lzl@-z)ln
&2&o

On somme sur n ( r.ls s&rls difficultd, et on obtient moins que Cbnolzlb-z)lp.
Compte tenu de (31), qui s'applique cal n f no, DDIn,o < Qano, ori la somme
porte sur n 1 ns et & satisfaisant ä (29). On regroupe avec (32):

It rn,k<c t &nt
tt k n2no

ori la somme de gauche porte sur lc el n tels que (28) et (29).
On dtudie maintenant le cas oi (28) est vraie, mais pas (29). Cette fois on

utilise (25) (ou encore (2a) si .82,3 est encore plus petit qu'on croyait) et on ob-
tient .Irr,1 < C2klzlt ogfC'Ue*Z-oolrl-'1, ori I'on peut (par exemple en augmentant
brutalement la constant. C') supposer qre C' > 400pCP, ori C est la constante
qui intevient dans (29).

Comme (29) n'est pas satisfaite, I'expression entre crochets est sup,drieure å
100P. Alors, quand on ajoute 1 ä ,t,le Log diminue de plog2, ce qui ne change
sa valeur que de moins d'un tiers. Par contre, le facteur 2& est multiplid par 2.
Par consdquent, si rto est le plus grand entier tel que (29) soit fausse,

T
lc(&o

(33)

f n,k
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Il stagit maintenant de sommer sur les n tels que I'on puisse trouver des &

satisfaisant ä (28) mais pas ä (29). Il faut bien sffr que

"'*o:n:,2'""io7il-'.')'_,'!,

Ceci ne peut se produire que si lzl < Ca!o/(p-2)b;p/(p-2), c-å-d. pour lzl < CCI|z .

Poru- Cf,lz < l"l < CC;tz, alors n 1C et ö,, ( CC!/n, d'oi.

t t In,k < ct bnlzl@-z)/n 1 cbnoltlb-z)/p < eo,no.

I In,k < ccl/olr1@-z)/n
&(&o

Pour lrl

n(nslC *(tc6

Ainsi, D, D* In,k I Cano,ot n et å v6rifient (28) mais pas (29); compte tenu
de (33),

ttln,ksclant
rt k r2r"o

ori n et & vdrifient (28). Supposons maintenarrt que (28) est fausse, c-ä-d. que

(35) 2k < a;2lb-2)bPJ@-zl.

On utilisera maintenant (27) pour estimer lE",rl. On commence par le cas
oi Ca2n2-20 < +lrl', ce qui s'6crit

(36) 2k > ca,lzl-r.

Gråce ä (24), Io,* 3 C2han2-k, c-ä-d.

(37) f n,k I Can.

On cherche maintenarrt ä dvaluer le nombre de & tels que (35) et (36) peuvent

ätre satisfaites simultandment. On commence par le cas of lrl S Cå/'. Il faut que
n soit tel que

c-ä-d. 
ga'lil-t s t-'* 

,, .toroJ, .);,
oitbn > s@-z)/n (å) ,
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(38)

ce qui ne peut se produire que si n ) ns (car on peut choisir C > 1. ). Alors, le
nombre de /c tels que (35) et (36) soient vraies est inf6rieur ä

t * *t us(!";'tb-z)bPJ@-"t4l),

de sorte que la somme des I,.,1 est inf6rieure ä

CanLog(a;tu,lz(n-'1tr) 3 CaoLog(altboo,"b,l) I Can(n- no * 1).

Par consdquent, si lrl3 Ct/', on a

n k n2no

oö n, /c satisfont å (35) et (36).

Nous traiterons plus tard le cas un peu plus facile of lrl > Cä/'. En atten-
dant, supposons que (35) est vraie, mais pas (36). On utilise (25) (ou (24) si par
chance lE",xl < 4l"l' ) et il vient

I o,h 1 Czk lzlt og (C' a2*z-2k lzl-2) .

Quitte å augmenter Ct ,, ort peut supposer que le fait que (36) est faux entraine
que le Logarithme est supdrieur å 10. Alors, quand & augmente de 1,le Log ne
e,hange que de moins du 1/5 de sa valeur, alors que le facteur 2& est multiplid pa"r

2. Ainsi, si &o est plus grand entier qui ne v6rifie pas (36) mais vdrifie (35), alors

(3e)
klko

Si n 1 no, on retient (35), ce qui donne

(.*, comme n,s # }rno est bien donnd par (31))

1 Ca*2/(p-2)U{@-z)lzl (no - n+ 1).

t rn,k < C2rolrl L"s( C'a2*z-2kolrl-').

t rn,k

klko
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On somme sur n 1 rtro t et on obtient moins que

Ca;2/(p-z)bl/@-z)lzl S Ca;z/(p-z) ann/@-z) - Qano.

Ainsi,

(40)
k

ori l'on sontme sur n ( ns et Ic v6rifiant (35). Si n ) ns, on retient que (36) est
fausse, ce qui donne

t In,k S Czroltl < Can.
&(&o

On somme sur n ) no; compte tenu de (40), il vient

tIrn,k

If rn,k(41)
n,. k n)ns

oi n, ft v6rifient (35) et pas (36). Compte tenu de (38) et (3a) (et en se souvenant

que (35) est la n6gation de (28)), on a montr6 que si l"l3 Cll', alors

ttrn,k
nk nf.no

(43)

et, compte tenu de (19),

(42) lnr?)-rlSc\an(n-no*1). :
n2no

I1 nous faut encore 6tudier le cas of l"l > Cto/", et ori l'on a (35) et (36). On
commence par le cas ori

C anCit /' < 2k

Pour ces valeurs de ,b, on utilise encore (37); le nombre des k qui interviennent
est ( C Log(anplb-z)b{b-z) Ct/')+ 1 < C(n *1). Par consdquent,

tf rn,t, s cDi""*L)on,
n k 

">.0

ori l'on somme sur n et k v6rifiant (43).
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Pour 6tudier le cas ori

(44) Caolzl-| < 2k < CaoCf,tl2,

le mieux est d'utiliser, ä la place de (27), I'in6galii6

l{, e C; Lc(z) # 0} l(45)

qui donnen en appliquant (24), In,p < CZUCåI'et, en sommant sur & tel que (44),

Dxl,',t l Can. En sommant encore sur t?' il vient

It In,*3cLo,,,
kna)0

ori la somme porte sur /c, n, tels que (44). En compara,nt avec le rdsultat pr6c6dent,

on voit qu'on a prouvd I'indgalit6 (3S) qui nous manquait lorsque lzl)- Cllz; par
consdquent, (42) est valable en toute gdndralit6.

Il est temps d'estimer ns. Bien entendu, on peut supposer que Cs > lzl2 , car
sinon n6 : Q.

Lemme 5. Le nombre ns dlfinipar (31) vörifre

- p-2 - Co ''t - (. p-2 - Co\,o z MELogW - @Log \r + Z1L"EC.""gW ).
Appelons u le second membre. Il suffit de montrer que

c;1/2 1u * r)"r stlo su= (å) 
(P-z)/ P 

.

Le Logarithme du membre de gauche est
p-2,

-' : t ogCs*TLog(u + 1) + uLogCo
2p

s -e+Loeco * TLog (,. ffi*r #) * uLosco

: -P;2 Loeco .r+""r#:+r"rå.
2p

Le Lemme 5 en ddcoule. On peut maintenarrt reporter u da,ns (42), ce qui donne

lhr(") - zl < c l(n* 1)a, < cclt2 It" * l)-r+t < ccltz1"* 1)-r+z
n)u n)u
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si ltl est assez petit. Sinon, on majore simplement lnr Q) - ,l
tous les cas, on a.bien (12), €t la Proposition l est ddmontrde.

Irlous utiliserons au Paragraphe 7 la cons6quence suivante
Proposition 1.

Lemme 6. Soient Fr et pz € CL(arCo,l) pour un a > 3f m et soit
3 < 7 < am. Si lton note ht", et hP, les homöomorphismes obtenus, comme dans
Ia Proposition 7, ä partir de p.1 et p2, aJors, pot;r tout z e C, lhrr(r) - t rrQ)l 3
c(a,lClt'llr, -prll." (Log (z + cå/'llrl))-'
. Pour prouver le lemme, considörons les fonction" fl: Tp;Tp;...Tp; (n
fois), pour i: Lr 2. Commengons pa,r prouver deux estimations destindes ä
remplacer le Lemme 1:

Lemme 7. Nous avon" llf; -f|lli l CCog"n(n*L)pllt"-p"llu* 
"t

ll* - fSlli < cco(n r r)-"*' llp - r'"111*.

Pour 6tablir ce lemme, on 6crit f:- fi - Tpt...Tttt -Tt"...Tlr, :
Dt, Tpr...Tp{(pr - pz)Tpz...Tt 

", 
oi, (pr - t"z) est ä la kiöme place, et

I'on traite chacun des n termes sdpar6ment. On a bien sirr

llp, - pzlle s ccå'o llr, - ttzll"",

et par consdquent

llr p, . . . T p{(r.rr - 1dll o S C Cål e C; llp' - pzll * ;

l'estimation de la norme .Lp des (" - i) autres termes de la somme est encore plus
facile.

Pour estimer llTpr1...Tp,$Utt - ttz)Tpz...Tpzllz, on procöde comme pour
le Lemme 1. (mais ori å serait ddfini avec des p; diff6rents), sauf qu'on remplace
l'une des indgalitds lllxlli < G - P/k) ll/r-tll3^+ CCse-nk du Lemme 3 par I'in6-

salit6 llT(p' - pz)Tpz...rprlll < llp' - prll'*llrpr...rp"ll|. On obtient ainsi
le Lemme 7.

On d6duit le Lemme 6 du Lemme 7 comme pour prouver la Proposition 1;

le fait qu'on ait perdu un facteur (n + 1) dans I'estimation de la norme L2 est
compensd par le fait qu'on a supposd que tr > 3l*.

3. Estimations sur lht'(E)l pour ot assez grand et e6 : t
On fait provisoirement I'hypothöse suppl6mentaire q"" llpll"" < L et que p

est ä support compact. Alors hp est, un horrr6omorphisme quasiconforme du plan.
On garde pa^r ailleurs les notations et les hypothöses de la Proposition L.

par Ccllz. Dans

de la preuve de la
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Proposition 2. Pouu. tout ensernble mesurable E,

lhr(E)l1c(a,r)co (L"g (,. f,))-2't+2 
+ lat.

Comme Iz est un homdomorphisme quasiconforme' on a, en notant J(*,V)
Jacobien de ht' en (o, y),

4T

1e

lnr(E)l : lrrrr,a)dx 
d,y - lrl$@,v) l'(r - lpl'@,v)) a* dy,

ce qui s'6crit encore, compte tenu de (11),

lhr(E) | - l"tf +11'(1 - lpl') d* dy - lltt + 1)

il est donc raisonnable de chercher å estimer frlf"lz dr
in6galitds

(46)

et

(47)

dy . Nous utiliserons les

l"tr,r'

lrlf ,l' 
< cc\lo c'o\al @-z)/P 

,

qui d6coulent respectivement du Lemme 1 et du Lemme 2. On utilisera de prdf6-

rence (47) lorsque C!/oC3"1n1@-z)ln < Co(n* 1)-zr, c-ä-d. lorsque

(48) (n+t21c3" 
= (ä)(p-z)tp

Etant donn6 l.Ol, soit n6 tel que

(4e) (ro + t)ztszno: (fi)(p-z)tp si f, t ,, no : L sinon.

Pour n 2 no, on utilise (aO) et on obtient

(l;nr o. or)''" . ,";''{n + t1-'
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par consöquent

Pour n

CCI/'(no + 1)-r+r

et

Ttro t

ll'
ll'

donne

CCå10 Cilgl@-2) lzP

C C'o/ n gno lEl@-z) /2pt
nlno

lnltn-2) /2p

En regroupant, il vient

llt ffit"ll, s c ct,' (no+ 1)-r+r

On n'a pa^s manqud de noter la similitude entre (a9) et (31), qui est encore plus
frapparrte si I'on remarque que (31) s'6crit aussi

(,0 + l)ztszno = (ffi)(P-z)tP .

Un lemme semblable au Lemme 5 permettrait de d6montrer que

llf ,ffir"ll, s ccllz ('* (, . f,)) 
-7+1

Bien entendu, on a "*ri llrffiizt"ll, = lF;lt/", er ta proposition en d.6coure,

puisque

( Co1 
(n-z) lzP

\ lE'll

(bo) lr,r(E)l : llft+1)\f.Ir,r(E)l :llff+1)rfi

Corollaire. On garde les rn6rnes hypothöses. IJ existe une conta,nte C(a)
telle que

Ir,r(E)l > ry dås qie ffi
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On utilise encore (50),

lnr@)l'/'

Comme l{r; p(z) + 0}l 1Co,

ll(
dös que CollEl

D'autre part,

- 1) t"ll, s lal'/, la

llr.ffi'"11,
est inf6rieur ä l4lt/zle dös que (Co/lfll)'l' Log(2 +Coll4l)-t*t urt assez petit,

ce qui se produit si Cs/lEl est assez petit. Dans ce cas lnrplltl' >-l1n|t2l+ et

lnr@)l > tEllz.

4. La ddcomposition /, - g o hF,

Le but de ce paragraphe est de rdduire 1'6tude de la solutiot .fu_ de l'dquation
(3) ä celle des åp du Paragraphe 2. L'id6e est d'6crire f p: g o hf,, ori 9 est I{-
quasiconforme et åp est Ia solution de (3) associ6e ä un F e CL(A,io, f) pour un
ä > 2lm. Pour le moment, nous supposerons q"u llpll." ( 1 et p est å support
compact et nous nous contenterons d'estimations a priori.

Proposition 3. Soit 1t ä support eompact et telle que llpll- < 1. On
note f * la solution de 0f l0z = p(Of l0z) normalisöepar /(0):0, .f(1) :L et

.f(-): -.
On suppose que p e CL(a,Co,eo) et on se donne I{ > L. Alors on peut

öcrire f p: g ohV, oi g est un homöomorphisme K-quasiconfonne du plan frxant
0, 1, oo, et oå hi, est quasiconforme avec une dilatation p, ä support compact et
telle que trr, e CL(A,Ös,ds), avec

qul

il
il

entraine

(rffi-1)

l\ffi-'ll

s ccllz ('"* (r* ff) )-'*'

(51)

(52)

et

(53)

ä-aK,

Öo - Coexp -a(K - 1)12

2esK

t"ll, -

23 Cål

öo: min (r,
\ 2 + so(/{ - 1)
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(54)

et

(55)

aJors

oil 6rt est associö

Le corollaire

Guy David

Corollaire . En particulier, si

K+r>2lro

aI{ } 2f m,

hi,:#oh',

å tt comme pour Ia Proposition 7.

est immddiat, puisque K + 1

2eoK
T

2+uo(K-1) 4-Zeo

Pour ddmontrer la proposition, nous allons choisir p, ce qui d€terminera åp
et donc A. Il faudra v6rifier que 9 est K-quasiconforme et que rt e CL(A,Öo,€o).

On ddcide que, en notant e(z): L - lpQ)|,

i,e) : 
{1UU, 

- e(z\(K + t))/lp'(z)l(z + e(z)(-rr - t)) o,,lä;f,l < 2/(I( + 1),

(ce choix n'a rien de mystdrieux: on veut que la dilatation de g, calculde plus bas,
soit aussi proche de p que possible, tout en restant < (/( - L)/(K + 1)).

Bien sffr, llpll." < llpll- < 1 et le support de p est contenu dans celui de
p. L'hom6omorphisme hp ddfini ä I'aide de p est quasiconforme, et g: f uohf,l
est aussi quasiconforme, ce qui permet de calculer sa dilatation po ä l'aide de'la
formule habituelle (voir p. ex. [LV], 4.5.2):

lpQ)- p@l
presque-partout.

l1 -FQ)pQ)l

Pour prouver que lpol < (/(- L)/(K + L) preque-partout, oublions un insta^nt
le paramötte z et remplagons it pat sa valeur, en commengant par le cas ori
e <21(K + 1). On obtient

2" (å - 1) 4 -2eo
2* eo (* -z)

lpo@n@)l -
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rpr ('-åt#+) ('-tu:ffi)
: (,' -e) -'ffi) (' - r' -'rffi)
: ((r -e)(2+ e(K -L)) -z*e(K + r)).

-(z+ e1x - 1) - (r - e)(2 - e(K + r)))-'
: (2 + e(K - L) - ze - r'(K - 1) - 2 * e(K + t)) .

.(z+e1x -1) - 2*e(K +t)+ 2e-ez(K +r))-'
= (zeK - 2e - ,'(K - t\ (zex * 2e - e2(rr + r))-1

: (2e - r")(K - I)(2e - uz1-r(K + 1)-' : #.
Donc, darrs le cas ori, ,(r) <21.K +1), on u luoQrrQ)) I : (rr- L)l@ +1). Dans
le cas ori e(r) > 2l(K +t), alors lro @rQ))1 = luQ)l = L-e(z) < t-zlQ( +1) =
(K -l)/(K + 1). Ainsi, llprll"" < (K -l)16 + 1), ce qui signifie bien que s est
K-quasiconforme.

Il nous reste ä vdrifier quu it e CL(A,Öo,ds). On se donne donc 6 ( ä0, et
on cherche å savoir pour quels z on a ln{41> 7 - ä.

Notons que si FQ) * 0, alors ln{')l: Q- e1z11x +L))lP+e(z)(K - 1)),
de sorte que l'indgalirö IPL(z)l> 1 - ä s'6crit aussi 2 - e(z)(K + 1) > (1 - äX2 +
e(z)(K-L)), ouencore 2€ > 2e(z)I{-ee(z)(K-1), soit e(") <2ölQI(-ä(/(-1)).
Comme ä 1 6o, le nombre e :2äl(2K - €(K * 1)) v6rifie

. < 2äo . 4eol{ 2* eo(K -L) _ ^-" - 2K -äo(K - 1) = 2+eo(I{ -r)2K(2+eo(K - 1))- 2esK(K - 1) -"''

Donc on peut utiliser (1,), et

l{2, li,'Q)l > 1 - e}l < cse' exp -a(21{ - ö(K - L)) lze
S Cseoso(K-t)/2"-aK/i : öoeoK e-aK/ö,

"i Öo : ds(expa)(exp a(K - 1)/2)(exp -aI{): Csexp -a(K - L)12 comme
promis.
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5. Quelques estimations sur les applications quasiconforrnes

Si nous voulons utiliser les informations sur ft& qu'on a trouvdes aux Para-
graphes 2 et 3, il sera utile de pr6ciser un peu les propridtds de g. Les r6sultats
pr6sentds dans ce paragraphe relövent de la th6orie standard des homdomorphismes
quasiconformes, et c'est pourquoi nous nous contenterons parfois de ddmonstra-
tions assez 6vasives.

Lemme 8. Il existe une constante C ) 0 telle que, pour tout M ) 2,
tout K ) L, tout homöomorphisme K-quasiconforme g fixant 0, L, oo et tous
z,z' e D(0,M) tels que l"' - "l1l..0, 

on ait

lgQ') - gQ)l

lg(r') - g(r)l

(56)

et

(57)

Pour ddmontrer le lemme, on peut commencer par prouver que C-Kl"l* <
lg(r)l p""t lzl < 111'0, ce que I'on peut faire en remarquant que, quand z est
petit, la distance extr6male entre deux chemins raisonnables, I'un joignant 0 et
z, et l'autre 1 et m, est comprise entre (1/C)Log(lllzl) et CLog(1 /fzl), et en
utilisant le fait que g multiplie les distances extr6males par moins de /( (voir [LV],
2.2.4).

On peut, 6tant donn6 z tel que lzl > I0, appliquer cette indgalitd ä la fonction
i.("): g(uz)lgQ) (qui fixe aussi 0 et 1) au point u :712. Il vient C-Klzl-K <
lEQlz)1, c-å-d. c-Klzl-Klg|)l< lg(t)l = 1 donc ls@l<cKlrl* pour lzl >
10.

On peut aussi appliquer l'indgalitö C-KlzlK <lOQ)l å g-t, ce qui donne

lo@l < Clzltlx dös que lrl < c-K.'Comme lg@l s cKloK pour lzl : L0 il
vient fo(z)l < CxlrlttK pour lzl < 10. De m6me, quitte ä augmenter encore C,
o" " la(r)l > g-xlr1x pour tout z € D(0,1). On se donne maintenant z et z'
comme dans le lemme. Quitte ä dchanger z et zt ou 0 et 1, on peut supposer
que 

f 
z'l < lzl et lzl > 1,/2. On considöre encore la fonction i@) : g(uz)lgQ) at

point u : z'/2. Comme l"- 1l ( 10, il vient C-Klu-lK Slg(") -t(1)l <
CKlu-\lt/K, c-å-d.

C-KP' - zlK 1

W- s 
14,ytoz) - sQ)l < c"ffi .

Comme l"l < M,"" " lr(r)l < glt 114K, et, puisque lzl > L/2, lgQ)l >_ g-x .

Par cons6quent,

c-zK M-Kl"' - "l* < lo;\ - sQ)]ä"[zx vxlz' - zlt/It ,

comme on le ddsirait.
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Lemme 9. II existe deux constantes A et B
M
on ait

47

QUer pout K
fixant 0, 1 et oo,

(5s)

et

lg@) | s MBI{lgftex

(59) lg(A)l , (Xtt)-"*lnlo* pour tout ensernbJe E dans D(0,M).

On peut commencer par d6montrer ce lemme (voir aussi [LV], 5.5'3, 5.5.5)
dans le cas particulier ori M :2 et of g a sa dilatation supportde dans D(0' R)
pour un R fix6 assez grand (.R: 10 sufrra). On dtudie d'abord f , la solution de

l'6quation de Beltrami normalisde pat (0! l0z) - 1 e .Lp pour un p > 2. On choisit
enfait p delaforme z+tlCK; si C est assezgrand,lanorme de pT t* .Dr (ori
pr est ladilatation de g et de f ) est infdrieure ä L-Ct /K (en effet, LogCe est une
fonction convexe de Lfp, voir [S]). Alors ll(ä!10")- 1llr," < CKllpllu < CK.
onmajore lOfr)l : IEpgla"P(t-lpl?) p* lllsllz, lllag/azPQ -ltl')rrllr,, ,

ori s: p/(p-2) et qr- plz (de sorte que (tlil+Glq'):1). Alors

l,;tn>|3 cln(e*zr,,ll{- tllr" + cp(n-z)/o llrrll"n 3 cp(n-z)tn<sz + clll

et, compte tenu du choix de p,

(60) lg(E\ < cl(zlElttAK + clEl

pour un certain A > 0.

On veut encore dvaluer f(1). On commence par noter que (g(t/z))-t u,ln"
singularit6 artificielle en 0, et est en fait conforme au voisinage de 0, avec une
d6rivde 6gale ä 1 en 0. Le thdoröme de Koebe nous dit que f (D(0, n)) C D(0,4n).
Alors, la dilatation de fr-r est nulle hors de D(0,4R). On vdrifie que f-l est
aussi normalis6e par i-t(0) : 0 et 7j-tl7z - 1 € Lp, et on en ddduit que

lEl s cx'la@)l't"* + cl:(/f4,l, et que g-'(D(0,*.R)) c D(0, 164), c-ä-d. que

g (D(0,16.R)) ) D(0, 4R) .

Pour E c D(0,2), on a bien E@) < CK2lEltlAK gtäce ä (60). De plus,

lgfall . l.p(o,an)l et par consdquent lEl < cKzlgtn\tlAK , c-ä-d., lgts)l >g-Kv*zAKlElAK. Enfin, ;gtt)l < 48 puisque t e D(O,.R) et lE(t)l > c-"
puisque A(O10,16.8)) ) D(0,a.R). On a donc montr6 que

(61) C-K K-zAI{lElAK
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o(o,to)

ntt h
+

l-

@D(o'1)

dös que E C D(0,2) et AglöZ est ä support dans D(0,10).
Dans le cas oi g est quelconque, on peut 6crire g : h o S1 ori h et 91

sont K-quasiconformes, )gtl0z est support6 da.ns D(0,10) et å est conforme sur
er (D(0,10)) .

Soit / une repr6sentation conforme: st(D(0,10)) + D(0,1) fixa.nt 0. Alors
t'o91 est K-quasiconforme. Soit d la distance de /o91(D(0,2)) au cercle unit6,
et soient zr € öogr(fr$ et zz (tel que lz2l = 1) deux points qui r6alisent
cette distance. Le thdoröme de Mori, appliqu6 ä (d o g)-r 170, donne

åt @osr)-'(rr)- (öogt-r(zz)l s L6dt/I{,

ce qul prouve que

fr ot' t(D(o,2) , {, ;lzl- 1o}) S Lodt/ I{ ,,

d'ori d > (20)-r(.
Comme h o $-r est conforme sur D(0, 1), on peut appliquer le thdoröme de

Koebe ä ho 4-r et å 4-t; on en ddduit que

4

b

c-K sup ln'(")l s l(g(1) - e(0)) (g'(1) - s{0)) -'l
r€st(rto ,D)

tr*sr(rto,4)

D(0,2)
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Comme g(t) - g(0) : gr(1) - gr(0) : L, on d6duit de ceci et de (61) que

g-K g-zAKlElAK < lo(a)l < gx 1Bllex

pour .E C D(0,2) et tout 9.
Dans le cas of E C D(O,M) pour w M > 2, on choisit un point z6 tel que

lrol: M12 et on considöre la fonction i@): g(uzs)lg@s). Comme fr fixe aussi

0 et 1, et comme E : z;1 E c D(0, 2), on a

s_K y_zAKlfrlo* S lgfhl < sx1frlllAK

c-å-d.

C-K 6-zAK 14-2,+x1pfx 
= +rlg(r)l < CK Mz1nlrlo* ,

loeo)l-

d'ori I'on ddduit (58) et (59) apräs estimation de 19(26)l

6. Estimations a priori

Le but de ce paragraphe est de prouver les in6galit6s ( ), (5), (6) et (7) lorsque

llpll"" < 7 et p, est ä support compact. Commengons pa,r quelques cons6quences

faciles de la Proposition 1.

Lemme 10. Soient q,'f ,Co, p' € CL(a,Cg,1) et hF comme d.arts Ia Propo-
sition 1. On suppose de pJus que llpll- ( 1 et que p esf å support compact.
Alors, poar z)zt eC

(60) lnu(,') * nu(,)131"' - zl+ c(a,-t)cl/'(r* (, . ffi))-*'.
En effet, si zl

de
est fix6, et si H (z - ,') : ht'(z) - ht'(t') , alors H est la solution

#(,) -p(u+,)#@)(

normalis6e par II(0):0 et 0Vl0z -I e Lp pour un p>2. On peut appliquer
la Proposition 1 ä p(u * z') e C L(a, C0, 1); on en d6duit le lemme, car (62) n'est
autre que (12) appliqu6 ä I/.

Lemme 11. Soient encore a, FrCo et hp comme dans Ia Proposition 7, avec

L'hypothäse suppl4mentaire que p, est ä support compact et llpll". < l. Alors, si

Cs < u(ot)lz' - "l' , oå u(a) est une constante strictement positive qui ne d4pend
ni de p ni de Co,

(63) lhr(r) - hr('')l > ilr' - zl.
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Par le m6me argument que pour le Lemme L0, on peut se contenter de montrer
(63) lorsque z' :0. Choisissons un 7 (ne ddpendant que de a) tel que 2 <^f <
am, et appliquons la Proposition 1.. Si z' : 0, (63) sera satisfait däs que

c(a,,)cl/' (r.* (r. #)) 
-*' 

< ila

(en ga,rdant les notations de la Proposition 1). Cela s'6crit u(Log(z + u))-'*' a
LIC(a,7), of u:Cll'/1"1, et celase produit dös que u est assez petit.

Pour poursuivre nos estimations, nous utiliserons la ddcomposition f p : gohl,
du Paragraphe 4, ori K sera choisi en fonction de nos besoins.

Notons d'abord que si K est tel que

(64)
(aI{>21**1,
{ Cs exp -+a(It - 1)

[/(+1]2fes,,

alors on peut appliquer le Corollaire de la Proposition 3, et de plus Llz < låt(1)l S
3/2 gräce ä la ddmonstration du Lemme 11.

Pour prouver (4), on applique le Lemme 10 ä åF, ori p est donn6 par la
Proposition 3, et ori K a 6t6 choisi tel que (6a) soit v6riff6e. Il vient, pour 2 <
'T 1äm - aKm,

Ir,o("') - n,(,)l1lr, - zl+c(d,,.,t)eä/' (r* (, . ffi))-*'
sc(r,.c (,.å))-*'

dös que lrt- "l < 1 (on ne note plus la d6pendance de C en q,Co,K). On en
d6duit aussitöt que

lnp.) _ hr,Q)l < c (r,.s (r. å))-*'
Notons que, lorsque (64) est vdrifide, "" a lt F(21 - "l S 1 gråce å la Proposition
1, appliqudeä ir€CL(ä,00,1). Donc, si z et z'sont dans D(0, M),alors hi,Q)
et hi,Q') sont dans D(0,3M). Si de plus lz' - zl < 1., alors

lnilq-hp,(,')l= å. t0.
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On peut donc utiliser le Lemme 8, eui donne

lr r?',) - f *Q)l < cK uK lrz nQ) - hr,Q)l' / o

<cKMK (r* (, . å)S.,+z>rx
dös que lzt - zl < L.

On choisit maintenant K assezgrand pour que, enplus de (64), on ait amK-
3 > 6K (ce qui est possible parce gue 6 < ma) et on prend ? = amK - L.
(Notons que l'on a bien 2 < 1 1 amK.) Or a montrd q". lfuQ) - fu?)l <
C(Log(z * L/lz' - 4D-6, of la constante C d6pend bien de a,6,M,C6, e6 et de

K et 1 (qui d6pendent de paramötres prdcddents). C'est bien I'indgalitö (4), que
nous venons de prouver quand lt' - tl ( 1. Le cas gdndral s'en d6duit aussitöt.

La ddmonstration de (6) est tout-å-fait semblable. On suppose toujours que

K vdrifie (64), et on commence pa.r appliquer la Proposition 2 ä un ensemble
mesurable E c D(0,M):

lno@) | s lEl

Comme lni,@)l 3 +lnt(@ll et comme h1@) c D(0,3M), une application du
Lemme 9 donne

Supposons que p < 2amlA (ce qui correspond ä la condition du thdoröme
avec 0 :2mlA), et choisissons .I( assez grand pour que (zam/A) - @lAK) > p,,

et 1 : maK - L. Il vient

ce qui ddmontre (6).
Passons maintenant ä la ddmonstration de (5). Cette fois, .I( d6pendra de

l"'-rl. En fait, on choisit If tel que Öo : Coexp -|o(I(-t) S u(2lm+L)lz'-rl' ,

et aussi tel que (64) soit v6rifi6e (ce qui sera automatique si lzt - zl est asse?petit).
Onpeut appliquerleLemmelL avec a':2lmf 1,puisque PeCL(otlf,Cs,1) C
CL(2/m * t,Co,l). On obtient

51

r ('.* (,. å))-"*' *
c ('"* (, * å))-Zt*z

lrr,)l < MBI{lnr@)f /AI{ s c (r'* (, * å))-(2t'z)/AI{

lr,ra)l < c (r", (, . å)) 
-(2am/A)*(a'on' ." (r"u (, .* å))-',

lhr(r) - hr,e)l
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et, gräce au Lemme 8,

lf uQ) - f r?)l > c-K M-*1"' - "lo 
.

Il faut encore estimer I{. Si lz'- zl est assez petit, on peut choisir I{
tel que Coexp -a(K -L)/2: u(2lm * 1)la' - r12, c-ä-d. tel que l"(t< - 1) :
Log(C n I u(z / m *L)lzt - zl2), otencore X : t + (2 I a) Log(C s I u (2 I m +t)l"' - "l') 

.

Dans ce cas,

Loslf *(z) - f u@)l> -K (" * t.* å)

.-:("* å)" -r^rå-c,
ce qui prouve (5) lorsque lrt - "l est assez petit.

Lorsque l"' - "l n'est pas petit, on choisit simplement K tel que (64) soit
vdrifide, et on obtient lf p(z')- f r|)l> |lC, ce qui est suffisant pour conclure.

Pour prouver (7), on choisit I{ assez grand pour que I'on ait (64), et pour
que

ff,: ffiu-",o-r)n 
3t (*.r)

avec les notations du Corollaire du Paragraphe 3. Alors lnlpll> lEllz, d'or) on
d6duit lnr,fe\>lUl/8 et, en appliquant le Lemme 9,

V rtnll > c -t (r( M7- a x pytx .

Si l"El est assez petit, on choisit .I( tel que exp -io(t< - 1) = lElc(Zlm+t)
f Cs, c-ä-d.. ,coÄ-:1i:Logffi
Cela donne

d'ori on ddduit (7). r

Il ne reste plus, pour finir la ddmonstration du Th6oröme 1., qu'ä passer ä
la limite dans de bonnes conditions. C'est ce que nous ferons dans le prochain
paragraphe

Los lf r(E)l > -c - (t * ?,""r
Co

m,
Log

(.

ILog')Lc

C+

+og

/f

')

Log J

-+c

.B

1

@

+ALoså)
IEIC(
2

+C

C,

+1)

å,
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7. Passage ä la limite

Voyons d'abord comment la fonction äp du Paragraphe L ddpend de p: Ie

Lemme 6 nous dit que, si 1,r1 -+ p2 dans Z€ tout en resta^nt dans C.[(arCo,L)
pour un a > 3f mr la fonction äpt tend vers ht'" uniform6ment sur le pla^n com-
plexe. On a aussi convergence dans L2 de /t : Dår.få t"t. f' : D7, f3
gråce au Lemme 7.

Soient p, e CL(a,Co,7) et p3 une suite de fonctions de CL(a,C6,1) telles
que llprll." ( 1 et llpoll, ( *m pour chaque k et telles que lim6-,oo p1 - p dans
.D-. Pour chaque &, nåtons å& la solution de )hkl|z: p,1r0hk/02 normalis6e
par å&(0) =0et 1hkl7z-1€.LPpourunp)2. Si"f*: D,?=r/*:
DL, Tpo...Tpx,, alorc \hk /0, : fo * 1 et Ahk /Az : px(fh * 1) (on n'a pas
besoin pour cela que p soit ä support compact, mais seulement que p soit dans trp;
une modification mineure de l'argument que nous donnons permettrait d'ailleurs
de le montrer).

Soit g une fonction test. Alors

lHor _ -1g I #* (pu, conversence des h*)

: - rim Ir#: --rgi lrrl+ f\r,rk+oo.

- - | 
gQ + ilF (p., convergence dans -t2 des fr).

Donc 7hpl7z : ,17 * 1) au sens des distributions, et de m6me 67rul0z : f +
1. Nous savons maintenant que la fonction åp du Paragraphe 2 a des ddrivöes
partielles dans Zfo", et est solution de l'6quation de Beltrami. Nous ddmontrerons
que äp est un hom6omorphisme en m6me temps que nous ferons pour /r.

Dans le cas gdndral ori p € CL(a,Co,eo), nous allons obtenir "fp d'une ma-
niöre un peu plus ddtourn6e.

Donnons-nous une suite p, de fonctions borndes, avec llp,ll- < 1 pour
cåaque n et, p,n e CL(a,Co,eo) (il est important que o,Cs, et ee restent les
m6mes pour tout n!), et avec en plus lim,r**pn(z): p(z), disons, dans .D-.
Par exemple,, prn(z) : p(z) ri lr(r)l < l. - 7f n et pn(z) : (t - tln)p,(4/lttQ)l
sinon, conviendrait parfaitement.

Pour chaque n, notons f o : f p.la solution de 0g/02 : p,n0gf 0z normalis6e
p* å(0):0' å(1):1 et /"(oo): oo. Les /' v6rifient les propri6t6s (a) et
(5) du Th6oröme 1 uniformdmentl on peut donc extraire une sous suite (que I'on
notera encore å ) q"i converge uniformdment sur tout compact vers une fonction
que I'on appellera /, et qui v6rifie encore (a) et (5). De (a) et (5), on ddduit
que -f est un hom6omorphisme de C sur son image. On vdrifie sa,ns peine que

lhQ)l tend vers *oo, uniform6ment en n, lorsque lzl tend vers oo (on 6crit

fn:7no åp, comme au Paragraphe 4; pour lzl assez Brmd, lh6"Q)l) Ctolzl,
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et par cons6quent, ls,(hi,^QDl > C'"lt1tlK puisque g, est K-quasiconforme
et fixe 0,L et m). Donc, par un argument habituel de monodromie, / est un
homdomorphisme du plan.

Prenons E: D(O,M) dans (6). Il vient

Donc les A f "l 0z (t sont, uniform6ment en n) dans L?o. et, comme

(t-lp,l')-tl' 
""tuniform6ment 

dans tous les tr1qo., les 0f .l0z sont uniformdment
dans .Lfo" pour p <2 fixö. Bien sirr, les 0f"l0z sont aussi uniform6ment dans
Lfl".. Quitte ä extraire encore une sous-suite, on peut supposer que les ddrivdes
partielles des /r, convergent faiblement dans trfo" vers des fonctions de .[f"".

Notons /" la limite faible des 0f"l0z et, f2 La limite des 0f"102. Comme
0f"l0Z: p"0f"f 0z)ona fz: pf " (onpeut levdrifiersurdesfonctions-test, par
exemple); de plus si rp est une fonctions-test,

I#,:,rgl l#,":-,riå Ir*:- lrr"
par d6finition de f". Par consdquent, 0f l0z - f, et de m6me 0f lAz: f2 an
sens des distributions.

Pour finir la ddmonstration du Th6oråme 1, il ne reste plus qu'ä montrer que

/ v6rifie (6) et (7). Ce sera une consdquence facile du lemme suivant:

Lemme L2. Si Ia sutte f n d'homöomorphismes du plan converge uniform4-
ment sur tout compact vers un hom6omorphisme f , et si les f n vörifient (6) et
(7) uniformöment, alors f aussi vörifie (6) et (7).

Le lemme est facile: on commence par montrer (6) et (7) lorsque .E est,
disons, un rectangle; le cas g6n6ral s'en ddduit par passage ä la limite.

Remarques. Pour le moment, nous ne savons pas encore que la suite /r,
converge, uniformdment sur tout compact, vers /. Nous avons cependant montrd
que, de toute suite d" (å), on peut extraire une sous-suite qui converge vers une
solution de l'dquation (3). Lorsque nous aurons prouvd I'unicit6, nous saurons que
toute sous-suite de (/") admet une sous-suite qui converge vers /. On en ddduira
aussitdt que å converge, uniformdment sur tout compact, vers / (sans avoir ä
extraire de sous-suite).

Par ailleurs, on sait d6jä que les fi,n donn6es par la Proposition 3 convergent
vers p dans .t- (ici, .K est fixd); donc, dans la ddcornposition /", : gnohg,n,
Ies hir^ convergent verc hi, uniform6rnent sur C. Par consdquent, si les fr,
convergent vers une solution /, alors les go convergent aussi, uniformdment sur

lp,l')'/'
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tout compact, vers une application g, qui est donc K-quasiconforme et qui v6rifie

f:gohp.
Notons pour finir que cette aptitude å extraire des sous-suites dont les ddrivdes

partielles convergent faiblement dans .Ls , g 1 2, permet de montrer sans fatigue
le rdsultat suivant, que nous dnoncons comme un lemme:

Lemme 13. Si (p") C CL(a,Co,eo) est une suife, si fn est, pour ehaque
n un homöomorphisme y,n-conforme, si (/") converge uniformöment sur tout
compact vers un homåomorphisme f , et si 1.t,n + p, dans L' (disons r > 2), alors

f est pt-conforme.

On peut certainement ra,ffiner ce rdsultat.

8. Unicitd de f p et factorisation des solutions de H: pH

Lorsque ll est un domaine de C et p € CLy(arCoreo), on peut bien srir
prolonger p ä C tout entier en posant p(z) :0 pour z e U. On notera encore
p la fonction ainsi prolonge.e, et f ,la solution de l'dquation de Beltra,mi obtenue
au Th6oröme 1.

Th€oröme 2. Soient p,eCLs(a,Co,eo) et f:U -C, avecdesdörivåes
paftielles dans Lp pour un p ) 2, et telle que 0f l0z : p}f l0z presque-partout.
Alorc f - hof p, oi f p est cornrne auThöoröme 7 et h esf une fonctionanalytique
döfinie sw f ,(U).

Soient p e CLu(a,Co,eo) et ftU + V un homåomotphisme. On suppose
que f est AC L, ou que f a des d&ivöes partielles localement int4grables, et que

Af IAZ: p7f l0z p.p. Alors I : ho f, oi /r esf une application conforme de

f ,(U) sur V et f * est cornrne au Th4oröme 7.

Remarques. On ddduit aussitöt de ce th6oråme que la solution hom6omor-
phique f , d.l'6quation (3) qui fixe 0, 1 et m est unique.

Notons tout de suite que si / est un homdomorphisme avec des ddrivdes
partielles dans "tlo" , alors f est AC L (voir par exemple Ahlfors, p. 28) et que si

/ est un homdomorphisme ACL, alors / bst diffdrentiable presque-partout (voir
la remarque suivant le Th6oråme 1).

Si / adesd6rivdesdans LP, p ) 2, onpose å: f o"lt;l. Alo"t å ades
d6riv6es partielles presque-partout, et Ia matrice Jacobienne de ä est donnde par

@h)(z): (Df)(f;t("))(Df ;t)(z), ot D/ d6signe la matrice Jacobienne de /.
Les formules de composition des ddrivdes permettent ddjä de dire que ?hf 0z :0
presque-partout. Comme on veut appliquer le lemme de Weyl, il ne nous reste
plus qu'ä montrer que Dh € ,il"

Vdrifions seulement que Dh(z): (Df)(f;t(r))(Dfit)(z) est dans .[lo"; le
fait que cette fonction est bien la d6riv6e de å au sens des distributions en d6cou-
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lerait par passage ä la limite. Soit 0 un ouvert relativement compact de f ,(U);

l"nroall d.r d,y 
= I"llou /;'(,))ll lloy;r1z1ll a* ay

Il I 
(D/x/;' (')lll llrn nu ;' 1'11-' ll ax av

I,r, rorllDl(c)ll lltor,re))-' ll r/,(e) d€ dn,

oi Jf * est le ddterminant Jacobien de f p et C: €+ in: f;l(z).
Comme llD(/)ll e Llo., il suffit de montrer q"" llO(1u)-tlllf, e Z,qo. ori

Llp+rlq: L. Or

llo(t )-'ll < c (t,)-r lz (L - lpl) 
-',

de sorte que

lla(/r)-'lltt* scltryt/21r- lpl)-' e Llo"

ear Jfu € f,io" et (1 - hrl)-t est localement dans tous les L'. Ceciddmontre la
premiäre a,ffirmation du th6oröme.

Soit maintena,nt / un homdomorphisme ACL tel que Af lAz: p7f /02
presque-partout (on sait par la remarque qui suit le thdoråme qu'il suffit de con-
siddrer ce cas). Reprenons une fois de plus un argument de [A] pour montrer que
le Jaco6ien de / est dans .Lfr"": soit .E -r lftA)l la mesure-image pa,r / de la
mesure de Lebesgue. Cette mesure a une partie absolument continue donnde par
lafonction J(z): ti*l/(A)l/lQl (oti Q est un carr6 qui tend vers z) presque-
partout. On a alors t"lQ)a*ay S l/(E)l pour tout E mesurable (comme on
ne sait pas si f est abölument continue, on n'est pas sffr de l'6galitd). De plus,
en chaque point ori / est differentiable, c-ä-d. presque-partout puisque / est un
homdomorphisme ACL, J(z) : l0f l0zl2 - lAf lAzl2 .

Par cons6quent, l}f l0zl'(1 - lpl') e Zfu" et corrme (f - lpl,)-l est dans
tous les trn,ilvie',.t 0f /02 € Llo" pour tout q <2. De m6me af laz € z[. pour
tout g <2.Ilnousfautencorevdrifier que 0f l0z et 0f l0z sontbienlesddrivdes
de / au sens des distributions. Pour toute fonction-test rp,

I l#rdudy - I,U,ffo,ilp@,y1a.) ay

(ou I'int6grale en o converge pour presque-tout y pffi F\rbini)

(parce que pour,"**:,å, ll ;il_,:fi::::) 11".,""",

- I I r@,il#@,v)dxdv
(par Fubini å nouveau). Finalement, on a montr6 le r6sultat intermddiare suivant:
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Lemme 14. sojt f:l,l -+v unhomöomorphisme p,-conforrne (au sens de

la Dåfinition 2), oi p, e cL(a,co,eo) . Alors pour tout q 12, f a des döriveaes

partielles dans Llo. au sens des distributions.

Revenons ä la d6monstration du th6oräme. Ddfinissons p comme au Para-

graphe 4, en prenant soin de choisir .K assez grand pour que it' e-CL(1,,Co,€9)
avec ö > 3l*, åo = 1 et Öo assez petit pour que r : (hi'(L))-l vdrifie
Llz < lrl < 2 (c'est possible: appliquer la Proposition L ä p, en tenant compte

de la Proposition 3).
O. por" ha,Q)' -- rh\(z), de sorte que hi,Q) a le ddrivdes 7hi,l0z : ?("f + 1)

et 7hi"l,z : rP(f { 1) comme on I'a montr6 au Paragraphe 7, De plus, åp est

bien un hom6omorphisme du plan: c'est möme la solution de l'6quation 7hf 0Z:
fi0h/02 qu'on a obtenue dans la ddmonstration du Thdoröme L, puisque cette

solution 6tait la timite d'une suite extraite de hr., of les pn convergent vers pl

dans .L* et puisque nous savons que les h!' convergent vers ht' dös que ptn -> it
dans .L- en restant dans C.6(ö,,CorI).

Soit G : f ohol; G est diff6rentiable presque-partout, et l1Gl7zl < (/(-
DIG{ +L)l^Gl0zl 'presque-partout. Pour montrer que G est /f -quasiconforme,

il nous suffira de prouver que G a des ddriv6es partielles localement int6grables.

A nouveau, on 6crit DG(z): (Df)(h-t1z))@tz-1)(z), ori, pour simplifier, on a
pos6å-hfr.Onaencore

lltr h(,))-'ll ;n( )drdy.

Comme on vient de voir que llD/ll2 (t - lpl') € ZL", il sufrra de v6rifier que

ll(pn)-'ll"rn(r -lpl\-t/2 e LL"

ou que

enlr tz(r _ lplr) 
-' (r - 1"lr)-'/' e L?o.,

ou encore, puisque lpl S lpl, qrr"

(J h)1/2 (1 - lplr)-'t' € L?o,.

On veut donc estimer

pour tout R
Alors

t QhX")(r - lrrl'(")) -' d* dy
J og,n1

0. On pose En - D(O,R) n {z € C ;2-" S L lPl

t llD G(,)ll d'dy - t llD f(,)ll
Jo Jh-L(o)

lplt) 
-3 dr d,yt eh)(,xl

JEn
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Puisque p, e CL(a,Co,eo) , lE"l ( Cexp -aLn-t < L/2 si n est assez grand. On
peut appliquer la Proposition 2 (qui reste valable pour It e CL(A,Öo,l), mäme
si p n'est pas å support compact ni tel que llpll- < 1, pil simple passage ä la
limite) et on obtient

ln,@*)ls c (r,"s åil 
-2^t+2

si n, est assez grand. Alors

lhr'@)l I C (aZ"-L)-"'+' < g2-zn(t-t),

d'or)

lu.tu{")tt - ltl'Q))-' d.* dy 3 c2-'

si on a choisi K assez grand pour pouvoir prendre ?: 3. Donc G a des d6riv6es
dans Z[., et G est K-quasiconforme.

Supposons d'abord que .f est une solution (a priori quelconque) de (B) fixant
0, 1, et oo. Alors G est un homdomorphisme quasiconforme fixant 0, 1, et oo,
et dont la dilatation est donn6e par la formule

tcoh:(#)e)-'ffi
On sait qu'il n'existe qu'un seul homdmorphisme G avec ces conditions (notons-
le Gs). Par consdquent, la solution de (3) qui fixe 0, L, et oo est unique, et
f p: Go o hF,.

Dans le cas gdn6ral ori / est p-conforme, nous avons montr6 que "f - G ohi,
ori G est un hom6omorphisme quasiconforme qui a la m6me dilatation que Gs.
Alors ä:Go Gs-l est conforme, et f -Goh-u: HoGsohF,:Holu, cequi
termine la d6monstration du Th6oröme 2.

9. Quelques propri6t6s des homdomorphismes ;.r-conformes
Rappelons que, lorsqu'il n'est fait allusion ä aucun p particulier, nous en-

tendons par homdomorphisme pr-conforme un hom6omorphisme / pour lequel il
existe p' € CLq(a,Co,eo) tel que J soit pr-conforme au sens de la Ddfinition 2.
Nous dirons que / est localement p-conforme si, pour tout point du domaine
de d6finition de /, on peut trouver un voisinage de ce point sur lequel / est
p-conforme.

Commengons par dnoncer quelques propri6t6s de stabilit6 de la classe des ho-
m6omorphismes p-conformes. Notons que cette classe ntest stable ni par compG.
sition, ni par passage ä la rdciproque (voir le Paragraphe 12). Cependant,
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1) Si / est pl-conforme et si g est conforme, alors g o / est ;r-conforrne (et on
peut garder les m6mes a, C6, es ).

2) Si / est ;r-conformeet si g est K-quasiconforme, alors gol est p-conforme
(et on pourra prendre af K au lieu de a).

3) Si /(z) : azlb avec o f 0,et si g est ;r-conforme, alors gol est ;r-conforme
(on peut garder a et ee, mais il faut diviser Co p* l"lt).

4) Si / est conforme et g est trr-conforme, alors g o / est localement pl-

conforme. La dilatation de g o / est encore dans CLs(o,Co,es) avec

öo : Colinrf olf'12 .

5) Si / est quasiconforme et g est p-conforme, alors g o / est localement p-
conforme.
Ces a,ffirmations sont ais6ment v6rifi6es: donnons par exemple une id6e de la

fagon dont on prouve 5). Il s'agit d'abord de ddmontrer que, en notant F : f-r ,

g o F-L a des ddriv6es partielles locaJement intdgrables. Comme pr6c6demment,
on se ramöne å estimer Ip-,(o) llDgll ll(DF')-tllJr dody lorcque (9 est un petit
ouvertl on s'en tire en remarquant qrrc Dg est dans tous les Lq, g ( 2, alors que

ll(pf)-tll/];' est dans un LP p> 2. Pourfinir de prouver 5), il ne reste plus

qu'äestimer l.E"nOl, ori E": {qlpo.r@)l > 1-u}, 6 est assezpetit, et O est

unpetitouvert. Onremarqueque.E" c/-l(IL,),ot tr|,: {t; lpo@)l > 1-€'},
ori (1* e')l(l-e'): /((1+ e)l1-e) et f est K-quasico_nforme. L'estimation
de l.E" n Oi se fait en r"**qo"rrt q"" l;-l(E)l < CWf tÄK localement.

On peut utiliser la propri6t6 de factorisation mentionnde au Th6oröme 2 pour
contröler la rdgularitö d'un hom6omorphisme pr-conforme d6fini sur un domaine
ll et ä valeurs dans V. On peut par exemple contröler la vitesse avec laquelle

/(z) tend vers le bord de V lorsque z tend vers le bord de U (mars ce contröle
est assez mauvais). On montre aussi que f .t f-t pr6servent les ensembles de

mesure nulle. Nous n'insistons pas sur les d6tails, d'autant plus que la ddfinition
de CLy(arCo,€o) semble assez mal adaptde å la g6ometÅe de U.

Il serait sans doute int6ressant d'avoir des ddfinitions plus naturelles que celles

de CLu(a,,Co,eo), et en particulier des d6finitions qui tiendraient compte de la
proximit6 au bord de U. Une condition sur p qui soit raisonnablement invariante
par reprdsentations conformes et qui soit quand m6me utilisable serait la bienvenue.

De m6me, il serait peut-6tre plus naturel de ddmontrer un analogue du Th6o-
röme 1 lorsque, dans la Ddfinition 1, la taille de {z; lpQ)l > 1 - t} est 6valu6e
avec la mesure dr dy lQ + x2 + U2) , av lieu de dx d,y . De cette maniåre, le point
oo ne serait plus aussi honteusement privil6gi6.

Pour tout cela, il serait sans doute bon d'avoir des ddmonstrations qui ne
reposent pas de maniäre aussi lourde sur l'6quation de Beltrami. Cela permettrait
d'ailleurs d'espdrer ddmontrer quelque chose en dimension > 2.

Il semble qu'il nty ait pas de condition n6cessaire et suffisante simple qui
caractdrise les images des cercles par des hom6omorphismes pl-conformes, ou m6me
qui caractdrise les restrictions ä R d'homdomorphismes ;.1-conformes ä fixant R.
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Par exemple, une condition de la forme

1 . h(x+t)-h(n\
M(t)- h(,)-hd)<M(t)

ne convient pas (on peut s'en apercevoir en comparant les M(f) qui interviennent
dans les exemples L et 2 du Paragraphe 12).

10. D6pendance de "fp en fonction de pr

Commengons par dtudier un peu la fonction åp du Paragraphe 2. Comme
h'r(z): z+P(p'(f +t))(z) - z*Pp(")+P(p,rfi(z)+...on serend compte
facilement que, pour tout z, fut'(z) est une fonction analytique de pe, au moins
quand llpll." < 1 et llpll, ( C pour un p ) 2. On voudrait en savoir plus, et en
particulier se ddbarrasser des hypothöses sur llpll- "t llpllr.

Notons d'abord que si pr € CL(a,Co,t) et u €.L* -est 
telle que p,*tu €

CL(a,Co,L) pour 0 ( t ( to pour un te ) 0, alors ;z -* hv(z) a au moins am-4
d6riv6es dans la direction z. Pour le voir, on reprend les notations du ddbut du
Paragraphe 7 et on 6crit

fl - f3 :I Tptl . . . FtT(p, - ttz)Tp, . . .Tt,
&

(ori le Ft - ltz est ä la k iöme place), puis

Dfr(ttr- l.rr): D Tp,r... tr{(W - Fz)f pr.. .Tpt,
k

et

fl - f3 - D f,(t r - pl) : f Lr rr . . .T(tt, - ttz)r pr . . .
& t<&

... P$0n - uz)Tpr. -.T ttz,

of le premiet lrt - p,2 esl ä la liöme place et le second est å la &iöme place.
On montrerait, sans beaucoup plus de peine que pour (65), que

lht" - ht"2 - ddrivde de hp en pr dans la direction (pz - p1i1l!)

or) la ddrivåe de hp eqr 1rr est de la forme

0'" - F) + D, @r, fi0.t2 - rrj) e)+ t p (0,, - rdfl) e).
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On montrerait de la möme maniöre I'existence de d6riv6es d'ordre supdrieur.

Il est amusant de constater que, bien que hp(z) ne soit ddrivable que dans cer-

taines directions, sa ddriv6e peut 6tre dtendue naturellement ä toutes les directions

p2- pt e L* (måme celles pour lesquelles llprll- ) 1, pil exemple). On est donc

dans un cas oir "l'espace d'holomorphie" (s'ilexiste), ou m6me les directions dans

lesquelles p -+ hp(z) est holomorphe ne seront pas d6termin6es par le domaine de

d{finition de I'opdrateur d6rivde (ni m6me par les ddrivdes d'ordre sup6rieur). Un
comportement semblable aurait lieu pour h*(z) : ht'(z)/ht'(7).

Nous allons maintenant 6tudier la fonction .f, dt Thdoröme 1, et montrer
I'existence de d6riv6es de la fonction p, + /, å tous les ordres (et m6me I'analycitd
de cette fonction). Il nous faudra pour cela restreindre I'ensemble des directions
dans lesguelles on fait varier p.

On associe ä pr € CL(a,Co,eo) une fonction de jauge d6finie par j(z) :
t - lU@|. Les directions z que nous considdrerons seront celles pour lesquelles

u(z)i/iQ)'est born6e. Notons que, si llv(z)/i(z)ll S p < 1, alors p'+u e CL((L-
Q)a,Co,(l - p)eo).

Lemme L6. La fonction p - f p(z) est analytique sur {p e L*; llpll- <
7 et p, e Lp\ au sens suivant: pour tout z € c et tout plan complexe P (de Ia
forme po*Cu),larestriction äl'ouvert {€ e C; Fo*(v € Lpet llfro + (rll"" < 1}
delafonction { -r f *o+e,Q) est unefonctionholomotphe.

Il n'y a rien ä d6montrer, car lorsque llfrll- < L et pr' € Lp, alors /r(z) :
htt(z)/hp(L),, ef h+(z) : z * Pp(r) *... est donn6e par une s6rie de polynömes

en p qui converge absolument.

Lemme 16. Soient F e L*, llpll"" < 1 et u e L@.
Soit 7: ^91 

+ C un lacet C* tel que' pour tout 0 € St, llp + 7(d)zll- < 1.

Soit { € C un point d'indice 1 pa,r rapport ä 1. Alorc, pour tout z € Q,
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(66) f p+€,,(r): * I * f r*r(o),f4 ffi1'
Comme l'ensemble des points { tels que llp + €"ll* ( 1 et F*€u € trp est un

ouvert convexe contenant ? et {, (66) est une cons6quence imm6diate du Lemme

12 lorsque p, et v sont ä support compact. Il nous faut donc faire un petit passage

ä la limite. Pour N € N, on pose pN : p'L1121<Ny et ul,t - ul11z1<N1 . Il nous

suffira de montrer que, pour z frxöet 0 e ^S1,les f p*a11fivtt(z) convergent vers

fp+{q avec une vitesse qui ne ddpend pas de 9.

On reprend la d6composition habituelle d" .frru en f pr: gN o hp, oi gry

et h7,r sont quasiconformes et lzry a la dilatation prryl1;rl<rol. On remarque que

åry ne d6pend pas de N > 10. Alors la dilatation de llgN(L/z) converge dans

LP polur un p ) 2 (et avec une vitesse qui ne ddpend que de llpll." < t). On

en d6duit gue grv converge vers g uniform6ment en z et en llpll"", et donc que
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f pn+te)vx(z) converge vers f p+.4qr!) uniform6ment en 9, ce qui ddmontre le
lemme.

Lemme L7. Soient p e CL(a,Co,eo) et u € L* telque llu(z)lj(r)11"" < 1.
Soient 1: Sr - D(0, 1) un arc C* et ( e D(0, 1) un point d'indice t par iipport
ä 1. Alors, pouu. tout z € C,

Il s'agit ä nouveau d'un argument d'approximation. On pose

I uN(") : uQ) 'i lr(r)l < L - 1/N,
t pru(r) : (1 - tl/f)p(z)/lp(z)l sinon.

Vdrifions que, pour lÅl < 1, llpr*.\zll"" < L- (1 - lÅl)/.^r < 1. Si lp@l <L-l/.lf,alors

lpN(") + \v(z)l: luQ) + \u(z)l s lpQ)l+ l)l(1 - lp@l)

:lue)l(l -tÄt) +l)l <ft-#)(1 -t)l) +ht :t-#(r-trt).
Si par contre, luQ)l > 7 - LlN, alors

l(p'+ ),u)(z)l< 1 - $ + hl(r -lr+Q)l)< I - f + frff - 1 - ftt - t^t)

Donc, pour tout 0 e Sr, llprv + 1(0)"ll* S (1 - supe l7(A)l) lN < L, et I'on peut
appliquer le Lemme 13 å pr.ry , u et 7.

Or, pour tout d, fpn+6ilr(z) converge vers f pqlleyr(z) uniformdment sur
tout compact car pn * 1(0), -+ Lt + lp)v dans -L- (voir la remarque en fin de
Paragraphe 7). De plus, f pu+t@)r(z) est major6e, sur tout compact, ind6pen-
damment de .lf et de d.

Le Lemme 17 est donc une consdquence du th6oröme de convergence dominde.

Th€oröme 3. Soient p, e CL(a,Co,eo) et j(z) - 1- lU@|. Lafonction
u --+ f p+j,, döfinie pour u € r-(C), llrll- < L et ävaJeurs dans C(C,C), muni
de la topologie de Ia convergence uniforme sur dout compact, est analytique. En
particulier, iI existe des op4rateurs T{ , Ic-Iinåaires bornås sur L* et ä vaJeurs
dans C(C,C) tels que f ,raio(z) =DtT*(r,...,u)(r), avec convergence absolue
pour llull- < 1.
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D6monstration. Pour z fix6, le temme 17 montre que la restriction de
u - f p+jo(z) ä tout plan complexe est holomorphe. Comme f p+irk) reste born6
(toujonrs pour z fix6), la restriction de fuai"(z) ä tout sous-espace complexe
de dimension finie est encore analytique (ici, comme la fonction considdr6e est
bornde, point n'est besoin de faire appel au thdoröme de Hartogs: on peut tout
simplement utiliser la formule de Cauchy). D'or) I'existence de formes &lindaires
borndes: L* x...x L* + C correspondant ä la ddrivde &iåme de /uai"(z) dans
la direction u (pour vdrifier la &lin6arit6, on peut se restreindre å des espaces

de dimension finie; pour majorer la norme de formes fr-lindaires, on utilise la
formule de Cauchy et le fait qu'on a des majorations uniformes de f ,aio(z) lorsgue

llrll"" S p ( 1 dues au fait que p + iv € CL((I - Q)a,Co,(l- p)€0).

Le fait que, pour z frxå,Ia sdrie DrT*(r,...,u)(r) converge vers /p-pi,(z)
n'est que I'analycitd en une seule variable. Nous devons encore v6rifier que la s6rie
converge dans C(C, C), c-ä-d. uniformdment sur tout compact. On se donne un
compact K. Pour z € K et llull- ( p < 1., on a fp+i,Q) I C car /.r*ju reste
dans CI((1 - Q)a,Co,(L* p)eo). On en d6duit une majoration uniforme en z € K
des d6riv6es T{(u,. . .,u)(") en utilisant la formule de Cauchy. La sdrie donnant

f t +irQ) "oo.'"tg" 
donc normalement pour la norme t"pol/(r)1 .

Remarque. Comme ils peuvent 6tre obtenus par la formule de Cauchy, les

ff sont des fonctions continues de pr (pour des perturbations dans j.D-).
Si p € CL(a,Co,eo), on peut, si on le d6sire, calculer les ?f ä partir de leur

valeur lorsque llpll"" < L (on peut par exemple utiliser la formule de Cauchy et le
fait que les /r,u convergent vers /u lorsque Frv'+ p dans .L-).

Notons, que, m€me pour llpll." ( 1 (auquel cas on peut prendrc i - Cte),
ce rdsultat entraine la continuitd sur .D* d'opdrateurs assez compliqu6s, que I'on
aurait du mal ä estimer autrement (dans le cas assez improbable of I'on devrait
estimer de tels op6rateurs).

11. Le groupe CLL(as)

Si l'on consent ä restreindre un peu plus encore la classe des dilatations p
autoris6es, il n'est pas difficile d'obtenir des propri6t6s de stabilitd par composition
ou par inversion. Nous donnons dans ce paragraphe un exemple de groupe de
transformations p - conforme.

On dira que la fonction pr est dans CCL(as) s'il existe a ) as, C et P > 0
tels que

(6?) l{z eC;lp|)l> 1-r}l < C"xp -(P"'/") pour tout e ( 1.

On dira aussi que l'hom6omorphisme Iz est dans CLL(as) s'il est p-conforme
pour un p e CLL(ao). L" but de ce paragraphe est de montrer que CLL(o,s) est
un groupe pour la composition.
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On va tout simplement reprendre les estimations du Paragraphe 21 seules
quelques modifications mineures sont ndcessaires. A la place du Lemme 3, on 6crit

ll f ̂ ll7 
: 

I, u, 
=r 

_ 
"rl 

r,' fl - rl * I r, r,rr _ 
"rl 

u' f 3 -rl

< (1 - e), llf ,-rll3 + cc|"l{lpl > 1 - e11@-ztrn

< (1 - e)'llf "-tll""+ 
cc|" exp -B(e"/"(p - z)/p).

on choisit cette fois-ci e: a/Logn. Alors, si B > 2pLogCo/(p-2) (ce qui est
possible, quitte å changer un peu a et beaucoup C),

llf *ll < (t - ;ft)' llr"-, ll + c .*p -g(@ - z)n/p) exp(2nLosco)

= (t - ;ft)' ilr,-,lll + c exp -r1n pour un 4 > 0.

On d6duit comme au Paragraphe 2 que

(6s) ilf.13<ce-k,t* (t - Lä)'... (, - Lft)' ilro-,nl.

Il faut estimer r(k,n): IIt*(l - al Log j)2 . On t

Irog(,r(fr,",)) :å*r(t-,fr) 
= lo"*""*(t -W)*

fn+r dr - [n+r drS-" Jo L.sr -o'Jn (L.grP

(-al*]-*'*(o'-qlo" #
aprös une intdgration par parties.

On se donne 9o ) 0 (moralement trös proche de 0, mais inddpendant de n)
et on choisit Ic:0n portr un d tel que 0sf2 < 0 < de (et tel que /c soit entier!).
Alors

I Log(?r(k,,,)) s -" [;ffi - ffi] + ,z(n* t)6fru
<-a(1 -E#.-+c#
<_a(1 _or#+cffi
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Si a > ä ) ao, on peut choisir 0s assez petit pour que l'indgalit6 ci-dessus
entraine

LrLog(tr(k,")) < -r#,
au moins pour n assez grand. On d6duit de (68) que

llf "ll7 3 Cexp -(zanllogn) * C exp -r1n0 1 C exp -26n/Losn,,

toujours si n est assez grand.
Bien sffr, quitte ä changer C, ceci reste vrai quand rz est petit. On a montr6

que, pourtout p eCLL(as),ilexiste a)ao et C) 0 telsque

, (6e) llf,llT scexp -zc, L#T
tt

j nottr tout n ) L.

i On reprend l'estimation ae hp(z) - z fatte au Paragraphe 2, en remplagant
' I'estimation

, lEn,xl < CCs(n * t)-zt 12zx

'p*
ll.*,*11 C exp -zarffiz-zx.

' n convenient å pr6sent de poser an: exp-(o("+!)/Log(n +2)), afin que
I'on ait encore (27). La d6monstration donnde au Paragraphe 2 peut €tre suivie
tranquillement, et on obtient encore I'indgalit6 (42) qui sdcrit

lnre)-,1 <cexp-["ffi] ,

ou:

(20) ".o l,;ffi] "*p1,0 
Logcol: å (å)(p-z)tp

si lzl est assez petit, et ns : 0 sinon.
On ddduit de (70) que, pour lzl assez petit,

('o + 1)(c + Logc)> ",ffii + n0Los cp : -Losc .'+rorå,
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donc que

ln'Q) -,1

L p@* Log co) (r"* ('* o(p - 2)

p(o * Log Co)
L.så)) ']

Si lrl n'est pas trop peti
dans tous les cas

(71) lhr (t"

On peut aussi repr
majoration

(72) lt 
r(E)

En effet, la formule

t)- rl

r+å) \w)
La Proposition 2, et obtenir la

z+å) \s(tffi/'

petit, or a tout simplement lnup

,r(r) - zlscexp- ("#
reprendre la d6monstration de la

'(E)l slal +cexp- (r;"YQ
\" l,ot Log

lnr@)l -lltt+1)
donne

1nup1l, 
/,. 

å (l "u,r 
o - wg)''

On peut se contenter de regarder le cas ori lEl est assez petit, et on coupe la
somme en Dr.gr.o "t Dr.>r.., oi l'on a choisi (ro + 1) : aLog(L/lED) avec a
assez petit. Pour n S no, on utilise I'estimation ;r (voir le Lemme 2)

\mtrll:
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Pour n ) no, or utilise (69), eui donne

U"
(integration par parties)

67

T
n2no

<c I exp-ffi sc(r?o*l)exp
n)no

lf,l')'''

<Cexp- o,(no + 1)

2 Log(no * 1) Los Los( I llDl)
d'ori I'on d6duit (72).

Une 6tude un peu plus prdcise de la maniöre dont (71) et (72) d6pendent
de la constante C de (67) permettrait de minorer lnuk) - zl er läu(E)l; nous
n'insistons pas plus.

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que CLL(ae) est un groupe.
Commengons par v6rifier que la dilatation de (åt';-t est dans CLL(as) si pr €
CLL(as). Notons it, cette dilatation. Alors

l{ze c;IFQ)I>1*e}l :In"({ze c; lpQ)l>t-"})l
( cexp -0"o1"* cexp -, ( 

-c,!'B"i/" :\-" \Log(C * Be"/'1)
pour un a ) as. Ceci est bien inf6rieur å C'exp -(0' .*pa'/e) pour un c' > cs et
des constantes C' et 0' q* ne ddpendent pas de e. Par consdquent , P e C LL(on).

Pour finir de prouver que, si / est p-conforme, alors /-1 est da,ns CZ.D(ae),
il suffit de montrer que åF o / est conforme. Or on peut dcrire åF comme une
limite uniforme de ht'", de telle sorte que les lrr'" o/ soient ;r-conforme pour des
p qui restent dans un CL(a,Co,e). On en ddduit que åF o / est p-conforme,

),
Los( l llal)

pour un p qui est justement nul.
Pour vdrifier que si f et g sont dans

C LL(CIg), or procöde pareillement:
C LL(CIg), alors f o g-r est dans

l{r € C; ltr y"o-, (r) l

I

pour un a ) oo et deux constantes p et
Ainsi , C LL(oo) est un groupe.
On pourrait bien sfir en d6duire des minorations de lnu!) - t r({1, ou de

lnr@)l en utilisant la propri6td de stabilit6 de CLL(ao) p* inversion et les
comparer avec celles qu'on aurait pu obtenir plus töt.

On pourrait encore donner une version locale de CLL(as), qui est aussi stable
par composition et inversion. Nous n'abuserons pas å ce point de la patience'du
lecteur.

(,, .

lpoQ)l
C.

c; ffie)



12. Quelques exemples

On considöre d'abord des exemples ori /(peiq): f (p)"io, of .f est une bijec-
tion croissante de [0, oo], d6rivable pour e + 0. Un calcul facile que nous passerons
sous silence montre que la dilatation complexe de / est donnde par

u( o.io\ - e2io ( e/'(s) - /(e) )r,\sc ) - w 
\p/,(p) + f(p))

et que la dilatation D au point pei' est

( pf '(p) /(p) \*-'\ 
/(n) 'm)'

Exernple 1. f(d: exp-2(Log p)z/a au voisinage de 0. Alorc f'f f :
(-ala)(LoS pl d, D : (a/c) Log(1 I p), 

"" 
qui donne

68

et

ori (+l o) Los( t I d - 2/e -

l{';
Par cons6quent, si
raisonnable, f sera
en ce qui concerne

Exemple 2.
(olpxIlLosIld,
prdcddemment. A

Notons que la

Guy David

E - t - [rl - 2l (+lo) L"s(tl d+ 1)

l{r; 1- lpQ)l >'}l : rQZ,

1, c-ä-d. a - ("*p o.l$@xp - al2e) et

1- lpQ)l >')I
I'on prolonge f (g), pour A

p,-conforme pour un p, e CL(a,Co, 1). Ainsi, ä part peut-6tre
le facteur 2, I'estimation (5) est relativement r6aliste.

/(p) - (L"S(Ilp))-" au voisinage de 0. Alors f'lf -
D - (Il") Log(tlp), c€ qui donne p € CLGa,Cy 1) comme

nouveäu, (4) n'est pas totalement irr6aliste.

röciproque de f (p) est donn6e par

sfu) : exp -Y-r/a,

g4 : e/a)y-(l{a)/ag@)

et la dilatation est D : (1la)y-rlo. Non seulement g n'est pas ;r-conforme, mais
encore la fonction de r6partition de g est aussi mauvaise que celle de I'exemple
suiva,lrt (qui n'est pas un homdomorphisme). On risque donc d.'avoir du mal ä tråu-
ver un groupe dtromdomorphismes contenant les homdomorphismes p-conformes,
et dont les 6l6ments soient reconnaissables ä la taille de leur dilatation.
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Exemple 3. Il s'agit d'une application / qui est ACL, dont la dilatation
vdrifie l{t - lpl t t}l I CeN pour un .lf quelconque ffx6 ä l'avance, et qui
pourtant envoie hom6omorphiquement un disque moins un point sur un disque
moins un segment. L'existence d'une telle fonction rend improbable l'existence
d'un th6oröme comme le Thdoröme 1 qui s'applique ä des fonctions p qui ont des

singularit6s n lz - zsl-rlN .

On ddfinit la fonction f (*,il : (X(x,y),Y(x,y)) dans un voisinage de 0, en
laissant au lecteur le soin de l'6tendre å R'\ {0} s'il le ddsire.

On se donne o > 0 trös proche de 0 (pour pouvoir prendre -lf assez grand),
et l'on pose

l*l'+o sgn(r)
n2+y2

et

Y(*,y) : (*' + yz)(t-a)/z'

On vdrifie sans trop de peine la propri6tö

X(*,y): arctan g +
v

(73)

et aussi que les ddriv6es partielles
donc, f est AC L). On voit que f

liry, X(r,0)
c+0t

Ipl>rll lCu*,,

de X et y sont dans trz-r lN ("* particulier,
est continue sauf en 0 et que

"tjä_ 
X(*,0) : -*

l{t -

7f:et
2

Bien que d6sagr6able, on ne peut pas pr6tendre que ce phdnomöne est patholo-
gique, car / est la limite (non uniforme au voisinage de 0, bien sfir) d'hom6omor-
phismes quasiconformes /, dont les dilatations v6rifient (73) uniform6ment. On
peut prendre pa,r exemple f"(*,y1: (Xn(x,A),Yn(*,y)) avec Xn(*,v): X(r,y)
et Yn(r,y) : Y(*,,y) pour lal > Lln, et Xn(x,y) : X(*,Lln) et Y"(*,y) --
nyY(x,1/n) sinon.
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