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QUELQUES APPLICATIONS DES
FONCTIONELLES ANALYTIQUES

V. Avanissian

Résumé. On montre tout d’abord que la transformation G et la convolu-
tion d’Hadamard des fonctionnelles analytiques utilisées dans le plan permettent
d’obtenir la somme des séries de puissances dont les coefficients sont produits des
polynomes orthogonaux clasiques. On applique ensuite la méthode pour obtenir
une représentation intégrale des fonctions p-harmoniques h de type exponentiel a
partir d’une mesure complexe du. Pour préciser le support de celle-ci on montre
que le type 7(h) de h calculé a partir de la norme euclidienne est égal au type
71(h) de h (complexifiée de h) calculé & partir de la norme de Lie L dans CV,
cette étude permet en outre d’affiner certaines inégalités obtenues precedemment

Introduction

L’analyse des fonctions génératrices G(t,w) (¢t € R, w € C) de certaines
classes de polynémes orthogonaux d’une variable fait apparaitre la particularité
suivante : elles sont holomorphes de w (pour t fixé) hors des points isolés contenus
dans Cy = C\] — 00,0] et sont nulles & 'infini. Précisément pour le parametre ¢
fixé et les convexes compacts adéquats K C Q = {w EC| —7m<Imw< 7r},
sont des éléments de 'ensemble Ho(2(K)) défini dans CV ([1], 1.2) et qui est
ici ’espace des fonctions continues sur Q(K ) = C \ exp(—K), holomorphe dans
Q(K) = C\ exp(—K) et nulle & l'infini. (C étant le compactifié de C par
adjonction du point oo). Soit H'(C, K) l'espace des fonctionnelles analytiques
portables par K. La transformation G: H'(C,K) — Ho(K)),T — Gr(w) =
(T¢, (1/(1 —wexp())) (cf. [1]), qui est bijective dans le cas actuel, permet d’asso-
cier & chaque G(t,w) (¢t fixé) une fonctionnelle analytique portable par K. Les

polynémes orthogonaux en ¢ qui apparalssent dans le developpement a l’orlgme de
g(t, w) sont aussi les coefficients de la série Y oo Ty(n)w™ on T, = 1[G(t, w)]
et T,(z) la transformée de Fourier-Borel de Ty, n étant le degré du polyndéme
T,(n). Cette remarque déja utilisée par K. Yoshino (cf. [10]) permet d’aborder
I’étude de certaines propriétés des fonctions spéciales sous un angle nouveau qui
parait prometteuse. La méthode suivie est susceptible d’étre généralisée au cas de
plusieurs variables (les résultats dans ce sens seront publiés ultérieurement). La
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premiere partie de ce travail est consacrée a cette étude. D’autre part la convo-
lution d’Hadamard des fonctionnelles analytiques (¢f. [1], 2.1.2 ; 2.1.4) permet-
tent de trouver la somme et leur prolongement analytique des séries de puissances
dont les coefficients sont le produit des polynoémes orthogonaux classiques. Dans la
deuxiéme partie, grace a des estimations obtenues par complexification, et de l’exis-
tence des mesures & support compact, représentant des fonctionnelles analytiques,
on donne un énoncé de type Paley-Wiener relatif aux fonctions p-harmoniques
entieres de type exponentiel. Soit h une fonction harmonique (ou p-harmonique)
dans RY et A la complexifiée de h dans CV ; } est une fonction entiére dans CV
dont l'ordre de croissance p(h) est le méme que celui de h, mais son type 7(72) est
en général diférent de 7(h) et dépend de la norme choisie. Or pour 'utilisation de
la technique d’analyse complexe dans ’étude de certaines propriétés des fonctions
harmoniques ou p-harmoniques, il est essentiel de savoir si toute constante majo-
rant strictement 7(h) majeure aussi strictement 7(%). Par exemple il a été établi
dans ([2], 6.2.8), en utilisant les inégalités fines sur les polynémes de Legendre que
si |h(z)| < aexp bl|z||(z € RN, a,b ctes > 0) alors pour toute & > 0, il existe une
constante A, telle que

M h(=)] < Ac expld+e)lel],  (I2l = Jaal + ...+ [z

La majoration (I) a un inconvénient : pour z = z réel, la norme |z| figurant
dans le second membre de (I) ne coincide pas avec la norme ||z|| qui figure dans
I’hypothése du départ. Or 'utilisation de la norme de Lie L dont la restriction
a R est la norme euclidienne, permet d’affiner Iinégalité (I) ainsi que d’autres
estimations obtenues ailleurs et établir que le type 'rL(fz) de h calculé & partir de
la norme L est égale a 7(h).

Ces estimations permettent de préciser le support des mesures dans la repré-
sentation citée plus haut.

Ce travail a fait I’objet de trois notes aux Comptes Rendus de I’Académie des

Sciences [3], [4], [5].

1. Préliminaires

Dans la suite on utilisera le diagramme suivant :

Exp(CN, K)

o SIS

H(CVE) — Ho[(K)]

1.1. Commentaire. Soit H(CY) l'espace des fonctions entiéres sur CV
muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. Si K est un



Quelques applications des fonctionnelles analytiques 227

compact convexe de CV et Hg(z) = supeex Re((121 + -+ 4+ (nzn) la fone-
tion d’appui de K, on note : Exp(C",K) ’ensemble des fonctions entiéres f
telles que pour tout £ > 0, il existe une constante M, vérifiant pour tout z €
Cch . lf(z)| < M, exp [HK(z) + elz]] . Remarquons que pour le polydisque fermé
S(00,r1,...,rn) = S(r) = {z € CV | |z5| < rj,j = 1,...,N}, on a Hg(z) =
rilzi] + - + rnen| et pour f € Exp(CV,S), |f(2)] < Mcexp[(r1 +¢)lz1] +
oo+ (rn + s)zN]. En particulier f € exp(CV,{0}) vérifie pour tout ¢ > 0 :
|f(z)| < M.exp(elz]). Soit U={2€C|—nm<Imz<n}et Q=UN.Si K est

un compact C § et K; est sa j-iéme projection sur C par (zy,...,2zn) — 2zj on
pose :
N N N N
QK) = [][C\exp(-K;)],  QK)=]][C\exp(-K;)]
j=1 j=1

ot C estle compactifié de C par adjonction du point co. L’ensemble des fonctions
continues sur Q(K), holomorphes dans Q(K) et nulles sur Q(K)\ Q(K) est noté
Ho[UK)) = Mo [[T}Z, C \ exp(—K;)].

Le dual topologique de H(C¥) est I’espace des fonctionnelles analytiques
H'(CV). Une forme linéaire T : H(CV) — C est une fonctionnelle analytique si

et seulement s’il existe un compact K # ¢ de CV et une constante M tels que
pour chaque f € H(CV),

(T, f)| < Mk sup | f(2)].
€K

La fonctionnelle analytique T est dite portable par ’ensemble compact K ¢ CV
si pour tout voisinage w (d’adhérence compacte) de K il existe une constante
M, > 0 telle que

(T, f)| SMwiléBIf(Zﬂ-

La définition implique qu’une fonctionnelle analytique T' est portable par au moins
un compact de C¥ et que si T est portable par le compact K elle est portable
par tout compact contenant K et en particulier par I’enveloppe convexe de K . Si
T est portable par tout compact elle est identiquement nulle. Mais il n’existe pas
un plus petit compact portable sauf dans des cas spéciaux. Par exemple :

Proposition (Martineau [9]). Si la fonctionnelle analytique T admet un por-
teur réel elle admet un plus petit porteur convexe réel.

1.2. Les théorémes de Hahn-Banach et de F. Riesz impliquent que si T est
portable par le compact K, pour tout ouvert w O K il existe une mesure u a
support compact dans w telle que

(1) (T,h) = / WQ)dp  (he HCY)).
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La mesure p n’est pas unique en général, cependant lorsque w est un domaine
de Runge, toute mesure représentant T' représentera aussi I'unique prolongement
de T a H(w) D’espace des fonctions holomorphes dans w. Si K est un compact
de © = UY on note H'(CN, K) I’espace vectoriel des fonctionnelles analytiques
portables par K .

Proposition (Martineau [9]). Soit T une fonctionnelle analytique différente
de zéro. Si T est portable par deux convexes compacts K,, K, alors K1NK, # ¢.

1.3. Transformation de Fourier-Borel — (notée FB) — d’une fonctionnelle
analytique T est définie par :

2+ T(2) = (T¢,exp(C,2)) o (C,z) = Gz + -+ (vew

on a

(2) T\(Z)= Z (T’f >Z", V=Y, vi=leoup!
S V!

la convergence étant uniforme sur tout compact. L’énoncé suivant est fondamental.

1.4. Théoréme [9]. Soit T une fonctionnelle analytique portable par un
convexe compact K de CV. La transformée de Fourier-Borel ’f(z) de T est une
fonction entiére élément de Exp(C", K). Réciproquement soit f € Exp(C¥, K)
(K compact convexe). Il existe une fonctionnelle analytique T portable par K
dont la transformée de Fourier—Borel est égale & f.

Remarquons que f(z) = 0 pour tout z implique T = 0 (cela résulte du
développement (2) et du fait que les polynémes sont denses dans H(C™)).

1.5. Transformation G(cf.[1]). Soient K un compact convexe de = UN
et T € H'(CVN,K). La transformation G associe & T la fonction :

N
1
Gr(w) = <Tz’ H 1—wjexp zj >
J=1
1.6. Propriétés (cf. [1]).
a) La fonction Gr(w) est holomorphe dans (K) = H;V=1 [C \ exp(—K;)]
nulle  linfini. Précisément est un élément de Ho (QU(K)).

b) La fonction Gr(w) est liée a la transformation de Fourier—Borel de T par :

®  T=(-5) [ 61w

dw; ...d
-exp[—(z1 logwy + -+ - + 2y log w)] %—l———ﬂ

1...WN
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ol logw; est dans Cy = C\] — 00,0] la branche vérifiant logl = 0 ; I'; est
pour tout j un contour simple différentiable par morceaux, orienté positivement,
contenu dans Cy, et entourant exp(—Kj;). D’autre part on a la formule d’inversion

1\N
@ EN=(-57) [y G0
- h(—logwy,...,—logwy) %__zde—]\;]v

Pour tout h € H(CV), T € H'(CVN,K) K convexe compact de @ = UV

La transformation G: H'(CN, K) — Ho(Q(K)) (K convexe compact contenu
dans Q = U) est injective mais en général elle n’est pas bijective. Pourtant si
K = Ky x -+ x Ky (K; compact convexe C U) (et en particulier si N =
1). La transformation G est un isomorphisme de H'(CN,K) sur Ho(Q(K)).
L’injectivité de G implique 'égalité Th = T, si G, = Gr,.

c¢) Au voisinage de 0 (respectivement au voisinage de co) on a le développe-
ment de Taylor :

(5) Gr(w)= Y T
vENN
(respectivement

(6) Grw)=(-DV > T(-v)w™).

veN™
v;>1

Si K = S(r) C UV, on a le développement
(M) Gr(w) = (_1)5(w1)+‘--+e(w,\,)_

> DU mn e ()] 6 (wn) - 0% ()

veNV
vj >e(wj)

ou

0 (ou wj;) silwj|<1
1 (ou wj_l) si |lwj| > 1.

£(u;) (o 8(u;) = {

Le développement (7) étant valable dans D = H;V=1(C \ Cr;) avec la conver-
gence uniforme sur tout compact de D ; C,; désigne la couronne :

Cr; = {2 € C | exp(—r) < 25| S exp rj}.
d) Soient Kj, K, deux compacts convexes non vides de Q = U . L’égalité
Ty = T, équivaut & G, = Grp,. Celle-ci implique ’f’l(v) = fz(v) pour tout
v € N¥. 1l en résulte qu'une condition nécessaire et suffisante pour que deux

fonctionnelles analytiques T7 et Ty portables par K, K, respectivement soient
égales est que T1(v) = T(v) pour tout v € NV,
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1.7. Transformation de Mellin (notée M ). Soient K un compact con-
vexe non vide contenu dans UN et K; la j-iéme projection de K sur C. La
transformation de Mellin associé & chaque élément ¢ € Ho [Q(K)] la fonction :

(8)  M(p)(z) = (;l)”/rlx”m P00 e Ly

2im
olt T'j est définie dans b). Soit K = K; x --- x Ky : La fonction M,(z) d’apres
b) est la transformée F.B. d’une fonctionnelle analytique portable par K, donc
M,(z) € exp(CN, K).

1.8. Convolution d’Hadamard des fonctionnelles analytiques (cf. [1]
p. 359). Soient f et g deux fonctions analytiques dans le polydisque S(0,71,...,7N)
= 5(0,7) et >, enn @v2”, ), enn by2” respectivement le développement en série
absolument sommables dans S(0,7) de f et de g.

La convolution de f et de g notée f#g est la fonction analytique dans S(0,r)
définie par :

(f*g)(z) = Z a,b,z”

veENN
on a:
1\N 21 ZN
O 0O =(55) frmren 1 2):
1<j<N
dt dt
g(tl’atN)_l'_N, |zjl<rl'7 IS]SN
t tN J

La convolution de deux fonctionnelles analytiques T} et T, dans C¥ est une
fonctionnelle analytique notée Ty * Tp définie par

(Ty T2,9) = (T1 @ T2, (2 + 2')), & e H(CY)
(¢f. [9]) Notons go(T") le développement (5) de Gr(w) au voisinage de 0.
Ona:

1.9. Théoréme ([1], p. 360 et 362). Soient T} et T, deux fonctionnelles
analytiques portables respectivement par les compacts convexes Ky, Ky de Q.
a)Si K1+ K, CQ,ona:

(10) go(T1 * T2) = go(Th) * go(T2) = Z T\l(v)fg(u)w”
veENN

V— Vl.-- VN
pour w” = wy vy )-

b) Si Ki + K, C Q, K, — Ky + Ky C Q alors
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_1\N
(11) Gri+16(T * T2)(2) = ((2i71f))N XX

- GKZ(TQ)C—;,...,%)

GKl(Tl)(tl,. ..,tN)-

dtq dtn
t1 tn

pour zj€exp[—(Dj + prj(K;)] et 1<j < N.
Avec Cj = exp(—c;) ou ¢; est un polynéme convexe entourant K; = p,, (K1),
contenu dans U et D; est le domaine convexe bordé par c;.

2. Fonctionnelles analytiques liées aux polynémes
orthogonaux classiques
2.1. Plagons-nous dans le plan complexe et considérons respectivement les
fonctions génératrices des cing classes de polyndémes suivants : Laguerre L2(t)
(d’ordre entier a@ > 0), Chebyshev C,(t) de 1™ espéce, Chebyschev U,(t) de
2i¢me espece, Legendre L,(t), Gegenbauer C(t) (cf. [7] p. 1-97)

Gre(t,w) = (1 —w) * lexp(—tw/l —w) = oo o Le(t)w™

(teR,|w|<1)
GOt w) = (1 - tw)(1 — 20w + w?)~ = T2 Cu(tyur
(12) GA(t,w) = (1 — 2tw + w?)™l =35 Un(t)w™

g7 (t,w) = (1 —2tw + w?)~1/2 = Yoo in(t)w", [gz(t,O) = 1],

Gt w) = (1= 2tw + w?) A = 702 CA(Hw™,  [gX(t,0) = 1]
(Jt] < 1, |w| < 1,A > 0).

Pour t fixé, Gra € Ho(C \ exp{0}) = H,o(C\ {1}).

Les autres appartiennent & Ho[C \ exp(—I(¢))] pour |t| < 1 ot I(t) =
1[—6;,0:],cos6; =¢,0 < 0; < .

L’application G~! permet d’associer & chacune de ces fonctions génératrices
une fonctionnelle analytique. Soient :

(13) TtLa = G_l(gLa), Ttl = G—l(g(l)),
th = G—l(g(Z)), th = G—l(gz)’ Tt)\ =g (g/\)

Quel que soit le parametre t, TL® est portable par {0}, les autres sont por-
tables par I(t) C i] — 7, 7[. On remarquera que 'image de I(t) par I'application
z + exp(—z) est 'arc du cercle unité situé dans C, limité aux points singuliers
communs des fonctions génératrices ci-dessus. En comparant chaque série de (12)
avec le développement (5) ot T' = Ty, est la fonctionnelle analytique associée & la
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fonction génératrice de la série, on constate que les polynémes orthogonaux figu-
rant dans la série envisagée sont de la forme Ty(n). Cela permet d’aborder ’étude
de certaines propriétés des fonctions spéciales sous un angle nouveau qui parait
prometteur (voir aussi [10]). La méthode suivie est en outre susceptible d’étre uti-
lisée dans le cas de plusieurs variables. D’autre part la particularité des compacts
portables des fonctionnelles (13) conduit & profiter du théoreme 1.9.

2.2. Théoréme 1. Pour tout @ > 0, a € N, il existe une fonctionnelle
analytique T? dépendant d’un paramétre t € R et portable par {0} telle que pour
tout n € N, T*(n) = L%(t). Le prolongement analytique L(t) des polynémes de
Laguerre L“(t) pour t fixé, est la fonction entiére de type exponentiel nul T°‘(z)
Pour |t| < 1, & toute autre c]asse (S) de polynémes Py(t) de (12) correspond

une fonctionnelle analytique Tt o dépendant de t et portable par I(t) telle que
pour tout n,Tt(S)(n) = P,(t). Tout polynéme P,(t) de (S) est pour t fixé, la
restriction & z = n de la fonction entiére Tt(s)(z) de type exponentiel < .

La derniére affirmation résulte du fait que la fonction d’appui Hyy(z) de
I(t) = [—16,16;] (0 < 6; < 7), cosb; =t, est 0;|Imz| < f;7 et que la transfor-
mation de Fourier-Borel Tt(s)(z) vérifie pour tout ¢, avec e + 6, < 7 :

1789 (2)] < Aeexp (8] Im 2| + €|z]] < Acexp[(e + 6:)] 2] < Acexplz|

A, étant une constante dépendant de €.

2.3. Proposition. On a pour tout N > 1 :

(14) D L& (ty)--- LV (tn)2N =

n=0

N
(__}_)N/ exp[— ;- tjw;/1 — wj]
2 |u;js—jls|=;]rj (wyws ... wN — 2) H;‘;l(l — w;)%it

2] <r <1, rj§1—(r+e)1/N, teR*N ae NV 0<r+e<l.

dw; -+ - dwp,

Démonstration. La fonction

N exp[ —’—’—t'w']

H L (1= wj)i+l HgL“ (t5, w;)

est un élément de Mo [({0})] = Ho [[T}=, (C\ {1})]. Soit

N
- (H Gres (tj»wj)>

i=1
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d’apres (3) on a
(15)  To(2) =
N t; .
( 1 )N/ exp [_Ejzl TE}%UL;] d’u)l"'dwN
Tyx---xTxn (

277; ]__wl)ou...(]__wN)aN ’LUfl+1"-’wIZVN+1

ot T'; est pour tout j un chemin fermé dans C, d’orientation positive, d’indice 1

par rapport au point w; = 1 et w;j+l = (z; + 1)explogw; avec la branche de
logarithme nulle au point w; = 1. D’autre part,

N

Te(2) = H(—i /F,' exp [(—tjw;)(1 — wzfl‘ll] dwi)

et

(16) o) = T (s [ St i,

(1 —wj)*iw;

pour v = (v1,...,UN).
Le changement de variable uj; = tj/(1—w;), j =1,..., N et un calcul simple
de résidus montre que

N t;j %
e t]-

(17) e =11

Jj=1
d’apres la formule de Rodrigues (cf. [7] p. 76).
Donc, d’aprés (16) et (17)ou vj=n, j=1,...,N,on a:
(18)  Li(h) Ly~ (tw)e" = Tr(0)e" =
N -
3 ( 1 )N/ €xp [_ Zj:l tjw;(1 — w;) 1}
- 2271' Tyx--xI'n (1—' wl)"i ...(1—'wN)O(N
( z )"dwl---dwN
w1y . )

wl...wN

O \Y , _y vta; N )
(5e) ogr =Tlzw)

v;!
J j=1

.LWN

Pour |z] < r < 1 et e > 0 tel que r + & < 1, choisissons dans (18) T'; =
{wj|lw; —1] =r; <1 — (r+¢)/N}. Alors, pour w; €T; (1 <j<N),

lwy - wn| > (1= |wy —1]) -+ (1 — Jwy = 1])
>(1—-ry)---(1=rn)>r+e

et -
1 z n 1
z <1 ( ) = .
e <1 g 2 o) = e

D’ou I'égalité (14).
En particulier le changement de variable ci-dessus conduit a :
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2.4. Corollaire. Pour tout N >1 on a :

(19) ¢~ f: Lo(t1) - LO(tn)2"
) 1\N exp(—[u]) du; - - du
~(__) A’lﬂ: | N

\2ir '—:J:L(u1—tl)o--(uN—tN)—ulug...uNz
1<<N

ri=1—(r+e)N, lzl<rte<l, [ul=u+-+uyn, t#O0.

3. Applications I

3.1. Le théoréme 1.9. permet d’obtenir une représentation intégrale du prolon-
gement analytique hors du disque de convergence de certaines séries de puissances
dont les coefficients sont le produit des polynémes dont les fonctionnelles ana-
lytiques associées sont définies au 2.1 et qui sont portables par les compacts
K = i[—6,,0;], cosfy =t, 0< 6, <7 & I’exception de TtLa qui est pour tout
t € R, portable par {0}.

Dans le théoréme 1.9 afin de réaliser les conditions sur les portables : K +
Ky, CQ, Ki—K;+K,; C § on supposera sauf mention de contraire que |6¢| < 7/3,
c’est-a-dire 1/2 < |cos 6| = [t| < 1. Pour le polygone convexe (c) entourant K,
on choisira un rectangle c(¢) de largeur 2¢ et de longueur 2(6, + ¢) centré en 0,
€ étant arbitrairement petit. Soit Ry(e) C 2 = U le domaine convexe bordé par
ct(¢). L'image par Papplication £: z + e™* de Ry(e) est le domaine défini par
L(Re(e)) :{w €C|e™® < |w| < e, —b; — ¢ < Argw < 0y + ¢}. On remarquera
que ce domaine est un voisinage de l'arc I’y du cercle unité |w| = 1, limité aux
points e**% (I'image de i[—6,, §;] par £ )- Réciproquement quel que soit le contour
simple frontiére d’un ¢ voisinage V de _@(i[—-&t,et]), il existe un € > 0 tel que
L(Ri(e)) C V.

Imw

| o€

Re z Rew

2(c,(e))

P:zrexp(-z)=w B

t+iV1-t2=¢t
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3.2. Théoréme. Soient P,(t) [respectivement Qn(t)], n = 0,1,2,..., une
suite de polynémes appartenant a I'une des classes de (12), Gp ( respectivement
Go ) la fonction génératrice des P, ( respectivement Q) et

(20) Si(z) = Pa(t)@u(t2)z”  (lzI < 1)

avec 1 < |t1] <1, 1 < |ta] <1 ou bien t; € R (respectivement t; € R) si P,
(respectivement Q) est égal a Ly(t) :

A. Si P, = L%n € N), pour tout e-voisinage V.(t2) de exp(—i[—62, 62])
(cosy = t2, 0 < 6, < ) de frontiere I'y,, la somme Si(z) pour t fixé a un
prolongement holomorphe dans tout le domaine C \ V.(t2 ). Le prolongement est
donné par

z\ dw

(21) :Svt(z) = _%7;‘/1_‘ Gra (tlaw)gQ (tz, ZU-) o

qui peut étre calculé par la méthode des résidus.
En particulier pour |z| <1, t = (t1,t2) ER :

(22) iL?{(tl)Lﬁ(tz)Z" =

_ Rés [exp(—tlw/(l — w)) exp(—tgz/(w - z))wﬂ} ‘

(1 —w)eti(w — z)F+1

B. Dans tous les autres cas si Vi(t) est un e-voisinage de frontiere I'y de
exp(—i[—26,26,]), 0 < 6, = max(6;,,6;,) < /3 et 1<t <1,ij=121a
somme de la série (20) pour t fixé se prolonge holomorphiquement dans tout le
domaine C\V.(t). Le prolongement est donné par I'intégrale —1/2im [ Gp(t1,w):
-Go(ts, z/w) dw/w qui peut étre calculée par la méthode des résidus.

Applications II

3.3. Soit Uy(t), n = 0,1,2,..., la suite de polynémes de gieme espece de
Chebyshev. On a

(23) S Ukt = : i

En effet, soit V.(t) un e-voisinage de £(i[—26;, 26,]) avec cos6; =t (0 < 6, < 7/3)
la somme S(U2,t,2) de la série (23) est égale d’aprés (21) a

142
z 22 -2(2t2 - 1)z +1

(z <t <1zl <1).

1 1 w
S 2 t _—
(Un> 72) 2% /I‘,(t) 1 — 2tw + w? w? — 2tz + 22 dw

_ 1 / wdw
T2 | (w— eif)(w — e~ )(w — zei )(w — ze™0)’
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La fonction F' sous signe d’intégrale a quatre poles qui sont :

18,

e'’t, e i6:

—lot’ ze , Ze—'leg

en choisissant pour I'¢(t) un contour convenable on peut supposer que les deux der-
niers poles sont en dehors de V(t) et en remarquant que imp—_, o0 flwl= gFdw=0
la méthode des résidus donne :

S(UZ,t,2) = Res[F|y,eis: + Res [Flyzmze-ioe -

Le premier résidus est égal a

zetf _ 1 1
(zeife — ei0:)(zeie — e=i0t)(z¢i: — ze~0:) T 25 (7 — 1)(zet% — e~ )sin 4,

Le second résidu est égal a

1 1
2 (2 — 1)(ze—10 — eif)sinf,

Dot 1 1 1 1
S(UZ,t,2) = — = ( . )
(Unst,2) 27 (2 —1)sinf, \zef —e=10:  ze—ib: _ ¢ib:

_ _1 ze~i0 _ gife _ ,oib 4 =i
© 2i(z—1)sinf, 2% — z(e?® 4 ¢~20:) 4 1
- 2i(z — 1)sin 6, 22 —2zco0s26; + 1
_ 1 (z + 1)(e — e~ibr)
"~ 2i(z—1)sinf, 22 —2zcos26, + 1
_z+1 1
 z—122—2zcosb, +1

Finalement

[e. ¢}
1 1+2

Le second membre de (23) définit le prolongement analytique du premier
membre dans D! = C\ V,.(t) (e arbitraire).

3.4. Remarque. La singularité z = 1 au second membre de (23) est naturelle
puisque les coefficients de la série (23) sont tous non négatifs.
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Imz

e2if
A
Vel(t)
o Re z
)
e2i0

D£-= C\Ve(t),cos =t
1/2 </t >1

\

Il est bien connu que Upn(cos §) = (sin(n +1)6/sin 8), 8 # 2kx. On déduit de
(23) :

(24) f:[_n(_n_ﬂtl_)ér_ 1 142

sin 0 T 1—222—-2cos26z+1

n=0
pour 6] < §, |2| < 1.
3.5. Calcul de 302 CZ(1)z".

n=0
) 1 1—tw w—tz
2 2 t — 2t 'n=___ .
(25)  S(Cnt,2) ;Cn( )z 2t /I‘t 1 — 2tw + w2 w? — 2tzw + 22 dw

La méthode des résidus conduit a :
S(C2,t,2) = Rés[F1]w=ze10t + Rés[F1]w=ze-io:
ot Fy est la fonction sous l'intégrale dans (25) :

(1 —tw)(w — tz)

F = (w — € )(w — e~ )(w — 26 ) (w — ze— )
On obtient
1 222 -3t —-1)z+1
2 2 =
( 6) S(Cnat’z) 1—2 Z2—'2(2t2-—1)z+1

avec 1+ < |t| <1, |z| <1.



238 V. Avanissian

Remarque. On sait que Cp(cos 6) = cosné. Donc,

(e o]
1 2%cos?6 — (cos26 + cos? 6)z + 1
2 Lo
(27) ;COS nf-z 11—z 22 —2zcos20 + 1 ’

avec |0 < 7/3, |z] < 1, évidemment (26) peut étre obtenue directement par un
calcul tres élémentaire et pour tout 6. Le second membre de (26) définit le prolon-
gement analytique dans D! = C\ V,(t) de la somme de la série du 1™ membre.

3.6. De méme en procédant comme ci-dessus on obtient :

1 1-(22-1):
—z22-2(2t2 - 1)z +1

(28) S(Cr,Un,t,2z) = i Cn()Un(t)2" = -

pour < [t/ <1, |z| <1 et

[e o]

sin(n + 1)8 1 1— zcos26
0 "=
(29) ;COSTL sinf 1—222—2zcos26+1

pour || < /3, |z| < 1.

Le second membre de (29) est le prolongement analytique de la somme de la
série de 1™ membre dans D! = C\ V.(¢).

3.7. De méme pour ; < t < 1, |z| < 1 la méthode fournit la somme des
séries suivantes sous la forme Rés[F,—,cisc + Rés[F|,—,.-is, o F désigne dans
chaque cas la fonction sous signe de l'intégrale :

o~ 7 1
Z Ln(t)Un(t)Zn — _%r_/ w(w2 — 2tw + 1)-—1/2(w2 — 2%zw + z2)_1dw
n=0 I,
Z [En(t)]2zn — _L (w2 — 2w+ 1)—-1/2(w2 — %zw + 22)_1/2 dw
ne0 2im Jp,
La(t)Ca(t)s" = —-2-217/ (w — tz)(w? — 2tw + 1) 72 (w? — 2tzw + 22)"! dw.
n=0 T

4. Une représentation intégrale des fonctions

p-harmoniques de type exponentiel

4.1. Une fonction réelle f est dite p-harmonique dans un ouvert  C R s’il
existe un plus petit entier p, tel que f € C??() et APf =0, A étant 'opérateur
laplacien itéré p-fois. L’énoncé suivant est & rapprocher d’un théoréme de Paley—
Wiener.
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4.2. Théoréme. Soit f une fonction p-harmonique (p > 1) dans tout RV
vérifiant :

(30) |f(a:)\ < qetliel (z € R", a,b constantes > 0)

llz|| = (2% + -+ -+ 2%)'/2. Alors pour tout ¢ > 0 il existe une mesure dyuy,. dans
CV 4 support compact contenu dans le polydisque Cy . = {2z € CN| |zj] < b+e,
j=1,...,N} et de masse totale égale a f(0) telle que

(31) f(z) = / €Odus () (z € RY)
CN
(%C) = 5”1(1 + -4 l’NCN-

La démonstration du théoréme utilise la complexification f de f (cf. [2], p.
139). La majoration (37) (qui sera établie plus loin) montre que f est la transfor-
mée de Fourier—Borel f(z) d’une fonctionnelle analytique T' portable par le com-
pact K = {Z € CN||z]~| <bj= 1,...,N}. Soit duf. une mesure représentant
T & support compact contenu dans Cy .. On a alors (cf. 1.2)

fo) =T = [ sl
pour z réel on obtient (31).

4.3. Afin de préciser le support de la mesure figurant dans le théoreme 4.2.
on va faire une étude préliminaire en comparant l’ordre et le type de croissance
d’une fonction p-harmonique h dans tout RY, avec ceux de sa complexifiée h.
Pour cela on va introduire le L-type d’une fonction harmonique.

L’espace RV étant muni de la norme euclidienne z — |jz| = (2} +--- +
23,)!/%  T'ordre p et le type (euclidien) 7 d’une fonction harmonique h dans tout

RN sont définis par analogie avec les fonctions entieres dans CV :

p(h) = lim sup[loglog m(h,r)/ log r], m(h,r) = max |h(:v)|

r—oo lzli=r
7(h) = limsup [log m(h,r)/r”(h)] si 0 < p(h) < oo.

Rappelons que la norme de Lie dans CN est Papplication L : CNY — Ry
définie par

1 N
N 2?2 _
L(z) = [|l=I + \/ It = [0z T el = Y #%)
i=1
et que BL(0, R) = {z € CV | L(2) < R} est la boule de Lie dans CV de centre 0

et de rayon R. La frontiere de Bergman-Silov de ’adhérence BL(0, R) de BL(0, R)
est I'ensemble By = {ze' | ||z = R, z € RY,6 € R}. La boule de Lie est aussi
la cellule d’harmonicité de la boule euclidienne B(0, R) C R (cf. [2] p. 111).
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4.4. Définition. Soit h une fonction harmonique dans tout RY d’ordre fini
p(h) et de type 7(h). Si h est le prolongement holomorphe de h dans tout C¥,
on pose mp(h,r) = maxL(Z)5r|h(z)|. On appellera L-type de h le nombre

- . logmy(k,r
71(h) = limsup g—rpf-,g)——)

4.5. Théoréme. Soit h une fonction harmonique dans tout RN d’ordre fini
p(h) > 0 et de type T(h). On a

p(R)=p(h) et  7p(R)=r(h).

En particulier |h(z)| < aexp(bl|z||)(z € RV, a,b = Cte > 0) implique pour
tout € > 0 D’existence d’une constante A, telle que :

(32) |7z(z)] < Acexp((b+¢e)L(2)] < Acexp[(b+ £)lzl] (z € CM)

Remarquons que 'inégalité

N2
21t = [ D22 <4 Y5l
j=1

i<k

implique L(z) < |z| et que pour z = z réel, L(z) = ||z||. L’inégalité (32) améliore
un résultat antérieur (cf. [2], p. 157, Proposition 6.2.8).

4.6. Proposition. Soient h une fonction harmonique dans la boule B(0,R)
C RY continue sur son adhérence, BL(0,r) la boule de Lie de centre 0 et de rayon
r < R dans C" et h le prolongement holomorphe de h dans BL(0O,R). On a :

- r 2
(33) m(h, ) < my(hyr) < &%m(h, R).

Démonstration. En utilisant 'intégrale de Poisson de B(0, R) on déduit l’ex-
pression de h(z) dans la cellule d’harmonicité BL(0, R) :

_ _RY R —(f+---+2%)
INDER Jjali=1 [(z = Ran)? + -+ + (25 — Ran)?]/*

h(z) h(Ra)do(a).

(L(z) < R) on choisit la branche holomorphe du dénominateur qui est positive
pour z =z réel ; on(1) est la mesure-aire de la frontiere de B(0,1) et o € RV,
En particulier ~(z) est holomorphe dans BL(0,7)(r < R). Le maximum de |A(2)]
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dans BL(0,r) est atteint sur la frontiére de Bergman-Silov B, en un point z.
Donc il existe ¢ € RV, ||z]| =7 et 6, € R tels que

N N-=2 2 _ 216q
mp(hr) = (R? — r?e?*%)h(Ra) do(a)|,
— D : Nz
on(1) |Jjaj=1 [r2e2i + R? — 2Rei (x,a)]
ot (z,a) = ||z|| - ||e]| cosw =r cosw. En posant a = (r/R)ei?> on obtient
= |1 — a?| / h(Ra)do(a)
h =
ma(h,r) on(1) |Jja=1 [a2 — 2a cosw + 1]N/2

do(a) )
< |]_ —a |m(h R) O’N(l) [a|=1 (la_ 6ina - e—iw|)N/2 )

mais |a — ™| |a — e™*| > |la] — 1]2. D’ou les 1nega11tes (33) en remarquant
que B(0,r) C BL(0,7) et que la restriction de h a4 RN est égale & h. Pour
établir p(h) = p(h) on applique les inégalités (33) en choisissant tout d’abord
R = R(r) > r tel que log R(r)/logr — 1,r/R — 0 si r — co. Ensuite pour établir
7(h) = 72(h) on choisira dans (33) R = R(r) [1+e(r)] avec r=r(M) loge(r) —

0,e(r) = 0,si r — o0.

Corollaire. Si h est harmonique, |h| < M dans B(0,R) C RY, sa complexi-
fide h vérifie en tout point de BL(0, R) Iinégalité

R +L(Z) M< R2+|Z'2 RN_2

(34) h(z <
A} < [R—L(z)]" (R—12))"

L’inégalité (34) complete un résultat de P. Lelong (cf. [8] lemme 3.22, ou [2],
6.2.2).

Pour établir le corollaire, soit z € BL(0,R). Ona r = L(z) < R et |h(z)|
my(h,r) (principe de maximum). D’olt (34), d’aprés (33).

Remarquons que 'inégalité L(z) < |z| et la croissance de la fonction r —
(R? +r%)/(R —r)N implique

R? 4+ L%(2) < R? +|2)?
[R-L(z)]" ~ R=[2V)

L’inégalité (32) résulte de la définition de 1(h) = r(h) < b.
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4.7. Théoréme. Soit f une fonction p-harmonique (p > 2), bornée dans la
boule B(0,R) C RN et f son prolongement holomorphe dans la cellule d’harmo-
nicité BL(0, R). Alors en tout point z € BL(0,R) on a :

)TN_l r r? +L (z)

(35) ()] < AV R [ L) feli<r

p |(f(@)],
A(N,p)=N(N +2)---(N+2p—4)(2p—2)?", L(z) <r < R.

En particulier si f est p-harmonique dans tout R et vérifie
(36) |f(z)| < k exp(bllz]|) (= € RN k,bctes > 0)
alors pour tout € > 0 il existe une constante K. = K.(N,p, k,b) telle que
(37) |F(2)] < Ke exp[(b+¢)L(2)] < Keexp[(b+¢)|z]].

Introduisons la fonction

(38) Hy(e,ty =S (-1 AL i p0p gy

2 T

qui est harmonique pour (z,t) € B(0,R) X R avec sa restriction a ¢t = 0 égale a

F (cf. [2), 1.1.7).

4.8. Lemme. Avec les notations de 4.7onasi p> 2 :

14
(39) |Hs(@,t)| < MA(N,p)eh z—, (=] <7 <R, teR)

Démonstration. On utilise le résultat suivant (c¢f. [2], p. 30) : Si f est p-
harmonique (p > 2) bornée dans un domaine Q2 C R” on a en tout point z € Q
a distance 6(z) du bord de £ les majorations :

(40) |AYf(z)| < A(N,p) sup If167%(x)  (¢=0,1,...,p—1).

Choisissons pour {2 la boule B(0,R). Pour tout z,|lz]]| < r < R on a :
6(z) > R —r. Donc, d’apres (38) et (40) :

|Hj(z,1)| < A(N,p) suplf ; L)(—t—)?j = MA(N,p)ch =

Dot (39).
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Revenons a la démonstration de 4.7. La fonction Hy(z,t) est en particulier
harmonique dans la boule

{(z,t) e RN x R | ||z|* + |t|> < r?} c RNH?
donc son prolongement holomorphe H #(2,¢) dans la boule de Lie
{(z,0) € CN*1 | Ly(2,¢) < r} c CNH

ou

[

=117 + 1P + \/(||z|12 Hiep) - |(S2) +ef

vérifie d’apres (34) et (39) 'inégalité :

Ll(zaC) =

r? + L2(z,()
)]N+1’

Hi(z,0)| < AN, Bl pN-1
|Hp(z,¢)] < A( p)sup |fleh m—r Ine.C

pour Li(z,¢) < r. D’olt (35) en remarquant que f(z) = I?f(z,O) et Li(z,0) =

L(z).
Supposons que f soit p-harmonique dans tout RY et qu’elle vérifie (36) :

4.9. Lemme. Si f est p-harmonique dans tout RN et vérifie
|f(z)| < keblizl (k, b constantes > 0)

alors pour tout € >0, on a :

(41) By (z,0)] < AN, pleh exp[(b + ) (2, )]

ot A est une constante ne dépendant pas de ¢, et ||(z,t)|| = 1/ ||w||2 + t2.

Démonstration. Pour (z,t) donné t # 0, considérons dans R" la boule €.
de centre 0 et de rayon ||z|| + ¢|t|/b. D’aprés (40) et du fait que la distance du
point z au bord de . est ¢[t|/b on a:

@) < AW () (@=00p=1)

et

[H5(2, )] < AN, p)sup | Z(em) %

b
< AN, p)k expb]|lal] + TIt]]ch =
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En remarquant que b||z|| + ¢|t| < (b+¢€)||(z,t)|| on obtient
b
(42) |Hs(z,t)| < kA(N,p)chg expb||(z,t)|| (z,t) € RN x R.
Revenons a (37). Elle résulte de (32) et (42), en rappelant que

f(z) = Hy(2,0),  f(z)= f(z) (z réel).

4.10. Remarque. Si f est une fonction p-harmonique dans tout RY, con-
sidérons la fonction g;: RY x Ry - R :

p=1
oet) =3 ST (&% =g t0)

=0

La fonction g5 vérifie I’équation de chaleur :

{ (agf/at)(w’t) = Azgf(wat)

(41) 94(2,0) = f(=).

Il est bien connu que la solution de (41) s’écrit :

N _£.)2

En faisant le changement de variable &; + u;/ on obtient

(42) g5(a,t) = 7?1%/7 /RN exp(—[[ul®) £ (e + uv) du.

Si |f| est borné, (42) montre par gs ’est aussi. Comme celle-ci est un poly-
noéme en t on en déduit que gs(z,t) et par conséquent gs(z,0) = f(z) est une
constante. On retrouve ainsi une proposition bien connue (¢f. [2], p. 30) : une
fonction p-harmonique bornée dans RY se réduit 4 une constante.

4.11. Proposition. Si f est une fonction p-harmonique dans tout R telle
que

f()] < Aexp(Bllzll),  |[f()|<M  (vezD)

ot A et B, M sont des constantes positives et B < w. Alors f est une constante.
L’exemple f(z) = ™! - sin mz; dans R? montre que I’hypothése B < 7 est
la meilleure possible.
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La démonstration résulte de 'inégalité (37) et le théoreme Cartwright pour
plusieurs variables (cf. [10], p. 40) : Puisque la complexifiée f de f vérifie (37) et
(43), il existe une constante L > 0 (d’aprés le théoréme de Cartwright) telle que
|f(z)| <ML (z € RY). Donc f =constante d’apres 4.10.

(9]

(10]
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