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QUELQUES APPLICATIONS DES
FONCTTONETTES ANATYTTQUES

V. Avanissian

R6sum6. On montre tout d'abord que la transformation G et la convolu-
tion d'Hadamard des fonctionnelles analytiques utilisdes dans le plan permettent
d'obtenir la somme des sdries de puissances dont les coeffi.cients sont produits des
polynömes orihogonaux clasiques. On applique ensuite la m6thode pour obtenir
une reprdsentation intdgrale des fonctions p-harmoniques ä de type exponentiel ä
partir d'une mesure complexe dp. Pour prdciser le support de celle-ci on montre
que-le type r(ä) de ä calcul6 ä partir de la norme euclidienne est 6gal au typ_e

ry(h) de h (complexifi6e de ä) calcul6 ä partir de la norme de Lie .L dans CN,
cette 6tude permet en outre d'a,ffiner certaines in6galit6s obtenues prdcddemment.

Introduction

L'analyse des fonctions gdn6ratrices Q(t,u) (t € R, tr., € C) de certaines
classes de polyndmes orthogonaux d'une variable fait apparaitre Ia particularit6
suivante : elles sont holomorphes de ur (pour t fixd) hors des points isolds contenus
dans Cs : C\] - oo,0] et sont nulles ä l'infini. Pr6cis6ment pour Ie paramätre f
fix6 et les convexes compacts ad6quats K C O : {. € C I -r l Imto ( zr},
sont des 6l6ments de l'ensemble t{o(O(JO) d6fini dans CN ([1], 1.2) et qui est

ici l'espace des fonctions continue. ro" Ö1f; _: ö \ exp(-K), holomorphe dans
O(/() : C \ exp(-K) et nulle ä l'infini. (C 6tant Ie compactifid de C par
adjonction du point m). Soit T{'(C,K) l'espace des fonctionnelles analytiques
portables pa,r K. La transformation G:?{'(C,K) - ?/o(0(I()) ,T - Gy(t) :
Fc,Q'lG-?rexp())) (./. [1]), qui est bijective dans le cas actuel, permet d'asso-
cier ä chaque 9(t,w1 (t fixd) une fonctionnelle analytique portable par K. Les
polynömes orthogonaux en I qui apparaissent dans te ddveloppement ä I'origine de
Q(t,u1sont aussi les coefficients de Ia sdrie »:, Tr(")." of ?, : G-l10{t,t))
et frrQ) la transformde de Fourier-Borel de T1,n ötant le degr6 du polyn6me
Tr(").Cette remarque ddjä utilisde pax K.Yoshino (c/. [tO]) permet d'aborder
l'6tude de certaines propridtds des fonctions spdciales sous un angle nouveau qui
parait prometteuse. La mdthode suivie est susceptible d'6tre g6n6ralis6e au cas de
plusieurs variables (les r6sultats dans ce sens seront publi6s ult6rieurement). La
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premiöre partie de ce travail est consacrde ä cette 6tude. D'autre part la convo-
lution d'Hadamard des fonctionnelles analytiques ("f. lL|, 2.7.2 ; 2.7.4) permet-
tent de trouver la somme et leur prolongement analytique des sdries de puissances
dont les coefficients sont le produit des polynömes orthogonaux classiques. Dans la
deuxiöme partie, gräce ä des estimations obtenues par complexification, et de l'exis-
tence des mesures ä support compact, reprdsentant des fonctionnelles analytiques,
on donne un 6noncd de type Paley-Wiener relatif aux fonctions p-harmoniques
entiöres de type exponentiel. Soit h une fonction harmonique (ou p-harmonique)
dans RN et h la complexifi6e de h dans CN ; fr, est une fonction entiöre dans CN
dont l'ordre de croissance p(h) est le m6me que celui de ä, mais son type r(Ä) est
en g6n6ral dif6rent de r(å) et d6pend de la norme choisie. Or pour l'utilisation de
la technique d'analyse complexe dans 1'6tude de certaines propri6t6s des fonctions
harmoniques ou p-harmoniques, il est essentiel de savoir si toute constante majo-
rant strictement r(ä) majeure aussi strictement r(h). eu exemple il a 6t6 dtabli
dans ([2], 6.2.8), en utilisant les in6galit6s fines sur les polynömes de Legendre que
si la(r)l ( aexp ållrll(c € RN,a,å ctes ) 0) alors pour toute 6 ) 0, il existe une
constante A, telle que

li,(41 1 A" exp [(a 1 4lrl), lrl: lrrl + + lrlo l).

La majoration (I) a un inconv6nient : pour z : fi r6el, la norme lzl figurant
dans le second membre de (I) ne coincide pas avec la norme llrll qui figure dans
l'hypothöse du ddpart. Or l'utilisation de la norme de Lie .L dont la restriction
ä RN est la norme euclidienne, permet d'affiner l'in6g,a,lit6 (J) ainsi que d'autres
estimations obtenues ailleurs et 6tablir que le type q(h) de å. calculd ä partir de
Ia norme ,L est 6gale ä r(h).

Ces estimations permettent de pr6ciser Ie support des mesures dans la repr6-
sentation cit6e plus haut.

Ce travail a fait l'objet de trois notes aux Comptes Rendus de l'Acad6mie des
Sciences [3], [4], [5].

L. Pr6liminaires
Dans la suite on utilisera le diagramme suivant :

Exp(CN, K)

(r)

(1)

\
\*

\

§.

." 
l1

?t'(cN , K)

1.1. Commentaire. Soit 11(C*) l'espace
muni de la topologie de la convergence uniforme

[(^](/()l

des fonctions entiöres sur CN
sur tout compact. Si K est un
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compact convexe de CN et Hy(z): sup(elrRe((121 +...+ (ruzar) Ia fonc-
tion d'appui de .I(, on note: Exp(CN,K) I'ensemble des fonctions entiäres /
telles que pour tout € ) 0, il existe une constante M" vdrifiant pour tout z €
CN : l/(z)l < tw"explnyQ) + elzll. Remarquons que pour le polydisque ferm6
.9(0,11,...,rlr) : ^9(r) : {z e CN I lr;l l ri,i - 1,...,N}, on a Hs(z) :
rlzl + ...* r7,1lzyl et pour / e Exp(CN,S), l/(r)l < M"exp[(r, + e)lz1l *
"' * ("a,, * e)zpl. En particulier / e exp(CN, {0}) vdrifie pour tout e > 0 :

l/(r)l < M"exp(elzl). Soit U:{, €C l-zr<Imz <z'} et {l:(JN. Si I( est
uncompact CO et Ki estsa j-iömeprojectionsur C par (zy...rzx)åzj ot
pose :

0(/() [ct ö1r<; - \ "*p(-ff, )]

of C est le compactifi6 de C par adjonction du point oo. L'ersemble des fonctions
continues sur Q(K), holomorphes dans O(.K) et nulles sur Q(K) \ O(/() est not6
7{olo(/()l : 7{, [I[, c \ exp(-Ki)] .

Le dual topologique de ?l(CN) est l'espace des fonctionnelles analytiques
?{'(CN). Une forme lindaire T :?t(CN) --+ C est une fonctionnelle analytique si
et seulement s'il existe un compact, I{ + / de CN et une constante M6 tels que
pour chaque f e 't{(CN),

l(r,/)l < u*."p lf(,)1.

La fonctionnelle analytique 7 est dite portable par l'ensemble compact I( C CN
si pour tout voisina1e e (d'adh6rence compacte) de j( il existe une constante
M.)0telleque

l(r,/)l < u,,pr lf(,)1.

La ddfinition implique qu'une fonctionnelle analytique 7 est portable par au moins
un compact de CN et que si ? est portable par le compact .I( elle est portable
par tout compact contenant .K et en particulier pat I'enveloppe convexe de I(. Si
7 est portable par tout compact elle est identiquement nulle. Mais il n'existe pas
un plus petit compact portable sauf dans des cas spdciaux. Par exemple :

Proposition (Martineau [9]). Si la fonctionnelle analytique 7 admet un por-
teur r6el elle admet un plus petit porteur convexe r6el.

1.2. Les thdorömes de Hahn-Banach et de F. Riesz impliquent que si 7 est
portable par le compact .I(, pour tout ouvert a ) K il existe une mesure pr ä
support compact dans ar telle que

N

Ite
j:l

exp( - It i)),
N:II

j:7

(1) f ,,r\)- J nt.I )aP(T,hl (h e ht(c')).
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La mesure p n'est pas unique en g6n6ral, cependant lorsque ar est un domaine
de Runge, toute mesure reprdsentarrt T repr6sentera aussi l'unique prolongement
de 7 ä 1l(o) I'espace des fonctions holomorphes dans c.r. Si K est un compact
de O : IJN on note H'(CN,K) l'espace vectoriel des fonctionnelles anilytiques
portables par K.

Proposition (Martineau [9]). Soit T une fonctionnelle analytique difförente
de zöro. Si T est pofiable par deux convexes compacts Kr, Kz alors KlnKz * ö.

1-.3. Transformation de Fourier-Borel - (notde FB) - d'une fonctionnelle
analytique 7 est d6finie par :

z å frQ)- Vc,exp K,r)) "r) 
(C,r) - etzt +.. .* eNrN

(2)

1.6. Propridtds (rf. [1]).
a) La fonction Gr(r) est holomorphe dans fr(/()

nulle ä f infini. Pr6cis6ment est un 6l6ment de ?{o({l(If))
b) La fonction Gr(.) est li6e ä la transformation de

fiQ)_ » ryz', e' - ei'...(if , ul - utl-..rNt
v€NN

la convergence 6tant uniforme sur tout compact. L'6nonc6 suivant est fondamental.

1.4. Thdoräme [9]. Soit T une fonctionnelle analytique portable pa;r un
convexe compact K de CN . La transformöe de Fourier-Borel frp1 a. T est une
fonction entiäre öhöment de Exp(CN , K). Röciproquement soit f e Exp(CN, K)
(K compact convexe). II existe une fonctionnelle analytique T portable par K
dont Ia transformöe de Fourier-Borel est öga,le ä f .

Remarquont qrr" i1r; : 0 pour totl z implique T : 0 (cela rdsulte du
ddveloppement (2) et du fait que les polyn6mes sont denses dans ?l(CN)).

1.5. Tlansformation G(c/.[1]). Soient K un compact convexe de O: [/N
et T e.?{'(CN,K). La transformation G associe ä ? la fonction :

Gr(w): (r,, 1- wiexp zj )

N

ilj=t

:(- *). lr1 X..xrrv 
Gr(*)'

. exp l-Qrlog to1 . * zN

- n[, [c \ "*p( -x)]
Fourier-Borel de T par :

(3) i(r)

r \l dut...d*N
logwN)) 

*_r..*rN
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or) Iog uj est dans C6 : C\l - *,0] la branche v6rifiant log 1 : 0 ; f; est
pour tout j un contour simple diff6rentiable par morceaux, orient6 positivement,
contenu dans C6 , et entourant exp(-Ki). D'autre part on a la formule d'inversion

. ä(-1og 7t)1t..., -log .il#.
Pour tout h e'17(CN), T e?{'(CN,I() K convexe compact de O: [/N.

La transformation G: ?{'(CN ,It) - flg (O(K)) ( K convexe compact contenu
dans f,) : IJN ) est injective mais en g6ndral elle n'est pas bijective. Pourtant si
K : Kr x ... x Kx (Ki compact convexe C U) (et en particulier si N :
1). La transformation G est un isomorpåisme de'11'(CN,K) sur 110(A@)).
L'injectivitd de G implique l'6galit6 Tt : Tz si G7, : Grr.

c) Au voisinage de 0 (respectivement au voisinage de oo ) on a le ddveloppe-
ment de Taylor :

(4)

ou

(r,h):(- *). lr1 X. xriv 
Gr(*).

Gr(,)-,ä i1,1*"(5)

(respectivement

(6) fr1-u)w-').Gr(r): (-1)' »
Y€NN
v; )l

Si K - S'(") C 71N, or a le d6veloppement

(7) Gr(r) - (-1)"(-')+"'*'(u,,N)'

i[f -1)'(u:t) ut,. . .,(-1)'(u',u) uN)g"r(*r). 0r* (.,r)
Y€NJv

ui)e(uti)

e(*)(o* o(*)): {:[": l,),, :l ',i,,1 : I
Le d6veloppement (7) 6tant valable dans D : f[rlr(C \ C,, ) avec la conver-

gence uniforme sur tout compact de D ; C', ddsigne la couronne :

g,i : {21 e C I exp(-r;) < lril( exp ri}.
d) Soient Kt,Kz deux compacts convexes non vides de O: [/N. L'6ga1it6

Tt : T? dquivaut ; Gr, - Grz. Celle-ci implique fr1"1 : i2(z) pour tout
z € NN. Il en rdsulte qu'une condition n6cessaire et suffi.sante pour que deux
fonctionnelles analytiques fi et ?2 portables par K1 , K2 respectivement soient
dgales est que I1(u) : I2(u) poar tout z e Nlv.
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1.7. Tlansformation de Mellin (not6e M). Soient K un compact con-
vexe non vide contenu dans [/N et Ki la j-iöme projection de 1( sur C. La
transformation de Mellin associd ä chaque 6l6ment g e T{o[Oflfl] Ia fonction :

(8)

ori fj
b) est
Mo(')

M(p)(,): (*). p(w)a, z1-1 ...w2^f-'d*1 ...dwN

est ddfinie dans b). Soit .K: I{r X ... x Kr : La fonctior Mr(z) d'aprös
Ia transformde F.B. d'une fonctionnelle analytique portable par I(, donc
e exp(CN,K).

lr,x. xrr

1.8. Convolution d'Hadamard des fonctionnelles analytiques ("/. [t]
p. 359). Soient f "t S deux fonctions analytiques dans Ie polydisque ,S(0, rr, . . . , r7.r),

: ,S(0, r) et f,ra* N ctrZ', DreNx buz' respectivement le d6veloppement en s6rie
absolument sommables dans ,9(0, r) de / et de g.

La convolution de / et de g not6e /*g est Ia fonction analytique dans ^S(0, r)
ddfinie par :

(f*s)(z): \ a,b,z,
z€NN

on a:

(e) (/ * g)(,):( *). 1,,,t-,! 1:; f (;,''', #)v t<j<N
. \ dtr dtx

s (tt,

La convolution de deux fonctionnelles analytiques T1 et T2 dans CN est une
fonctionnelle analytique not6e T1 * T2 ddfinie par

(T1*?2,O) : ("r 8T2,Q(z+r')), O €fl(CN)

(./. i9]) Notons So(f) le d6veloppement (5) de Gr(*) au voisinage de 0.

Ona:
1.9. Th6oräme ([1], p. 360 et 362). Soient T1 et T2 deux fonctionnelles

analytiques portables respectivement par les compacts convexes Kt, K, de O.
a) Si K1 * Kz C{1, on a:

( 10) oo(7, * Tz) : eo(Tr) * go (Tr) - » e( 4frQ)*"
Y€NJv

pour ?0u - *l' . .. r'I{).
b)Si Kt*KzCC), Kr-Kz*KzCCI alors
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G xr(Tt )(tr ) . . ., try).

237

or) I (t) -

g6n6ratrices

( 11)

(12)

zN \ dtr
l-

tN ) t1

Grc,*r{z(r, *rz)(r): e# l",, Xcw

.GK,(Tr)(;,.. .,
dtN
tx7

pour zj/expl-@i + pri(Kr)l et 1. <j < N.
Avec Ci: exp(-ci) of c; est unpolynömeconvexeentourant K j : p,o(Kr),

contenu dans [/ et Di est le domaine convexe bordd par cj.

2. Fonctionnelles analytiques li6es aux polyn6mes
orthogonaux classiques

2.1. Plagons-nous dans le plan complexe et considdrons respectivement les
fonctions g6n6ratrices des cinq classes de polynömes suivants : Laguerre Lfr(t)
(d'ordre entier o > 0), Chebyshev C"(t) de 1'" espåce, Chebyschev U,(t) de
2iö'" espöce, Legendre 7,,U), Gegenbauer CiU) kf. [Z] p. r-92)

9 r,"(t,*)- (1 - u))-o-l exp( -tw ll - *)- Di":o Lf,(t)u)n

g(r)Q,q - (1 - t*)(1 - 2tut * us2)-1 - DLo C,(t)*n
g(2)0,,*) - (1 - 2tu: * usr)-r- »L oU,(t)*"
97$,u) - (1 - 2tu *,sz)-l /2 - »L oln(t)*', lg{t,0) _ 11,

9^(t,u))- (1 - 2tu * us')-^ - »L oCl(t)*", lg^U,0) :1]

Pour I frx6, Q7, e Uo(C \ exp{o}) : T{o(C \ {1}) .

Les autres appartiennent ä ?{o[C 1 exp(-f1ty)] pour ltl < 1

il-0r,01], cos 0t : t,0 < 0t < r .

L'application G-r permet d'associer ä chacune de ces fonctions
une fonctionnelle analytique. Soient :

Trt' - G-| (gu),,

T? - G-1( g(')),

( 13) Tl - G-'(g(')),

iI - G-'(07),, rl - G-'(g^).

Quel que soit Ie paramåtre t, TrL" est portable par {0}, les autres sont por-
tables par /(t) C il- z',2'[. On remarquera que l'image de 1(t) par l,application
z r--+ exp(-z) est l'arc du cercle unit6 situ6 dans C6 limitd aux points singuliers
communs des fonctions gdn6ratrices ci-dessus. En comparant chaque s6rie de (12)
avec Ie ddveloppement (5) or! 7 : fl, est la fonctionnelle analytique associde ä la
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fonction g6n6ratrice de la s6rie, on constate 1ue les polynömes orthogonaux figu-
rant dans la s6rie envisag6e sont de la forme fr@). Cela permet d'aborder l'6tude
de certaines propri6t6s des fonctions spdciales sous un angle nouveau qui parait
prometteur (voir aussi [10]). La m6thode suivie est en outre susceptible d'6tre uti-
lis6e dans le cas de plusieurs variables. D'autre part la particularit6 des compacts
portables des fonctionnelles (13) conduit ä profiter du th6oräme 1.9.

2.2. Thåoräme 1. Pour tout a 2 0, a € N, i.l existe une fonctionnelle
analytique Tf döpendant d'un pa,ramätre, € R et portablepar {0} telle que pour
tout n e N, ff(n) : L1$). Le prolongement analytique Lift) des polynimes de

Laguerre Li(t) pour t fixö, est la fonction entjåre de type exponentiel nul TiQ).
Pour ltl ( 1, å toute autre classe (S) de polynimes P"(t) de (72) correspond

une fonctionnelle analytique T[8 döpend.ant de t et portable par I(t) telle que

pour tout 
",fr!t)1"1 

: P*(t). Tout polyn|me P*(t) de (S) est pour t fixö, la
restriction ä z : n de Ia fonction entiöre fl$Q) de type exponentiel < r.

La derniöre a,ffirmation r6sulte du fait que la fonction d'appui I!14(z) de

I(r) : l-i?r,i?tl (0 < il < zr), cos 0t: t, est 0llImzl < |pr et que la transfor-

mation d.e Fourier-nor"t ijs)(z) v6rifie pour tout €, avec e * 0t 1r :

lijfl(r)l ( ,4." exp llrltrnzl + elzl) ( ./,. exp [(e + dt)l lrl S ,q"exp zrlzl

.A" 6tant une constante d6pendant de e.

2.3. Proposition. On a pour tout .lf ) 1 ;

(14) i L?,,(r,)
n:0

L7,* (rru )r* _

expt- »[ Ltj*il1 - u,i]

(., ?n2.. . ?rN - z) II[r(1 - wi;o;*1

(, * e)tlN,, t € R*N,o € NN, 0 < r

(-*). l,-i -!t=:i'1<j<N
d*t...du)N,

*e < 1.

Dömonstration La fonction

N:II
j:L

N

il
j:l

(t i,,rj))

tn[,(c
N

(n e*i
j:1

[o({0})]

""r[-ffi]
(1 - u) i)o; +t 9t"i(ti,*i)

\ {U)l . soit- 'llaest un 616ment de ?10

rf - 6-t
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d'aprös (3) on a

(15) frQ)-

233

(-*) '/lX 
xrrv G

"", [-»[, ffi] d*t
- wr)o1 ...(1 - ?o1,r)oru uslr+t

or) fi est pour tout j un chemin fermd dans Cs d'orientation
par rapport au point u) j _ 1 et *1t*' - Qi + 1) exp log u.';

logarithme nulle au point w j- 1. D'autre part,

. ,. d*N
. . .11)il*'

positive, d'indice 1

avec Ia branche de

rre)-

rrQ)_

* t,,
N

-1-t

(1 - *i)ot*1
o*r)

t

et

(16) iexp [(-ti * )(1 - * i)-1] dw

tr-*1,,j:L

N

Il ,ti ui)
j:1

)(1 - *)ot *J'*
pour r/:(rrr...rry).

Le changement de variable ui :til(1-.), j :1r...,N et un calcul simple

de r6sidus montre que

( 17)

d'aprös la formule de Rodrigues (rf.t7] p. 76).

Donc, d'aprös (16) et (17) ori ui : n,, i : 1,.. .,.nf , or a :

(18) L|'(t, ) ' ' ' L1'(, w)r" - frf @)r* :
/II __
\ 2ir

1 1N f exP
ll-

ir) Jrrx...xrry (1

[-NexP l- Li-r tjutj(1 - *i)-'

-*r)o,...(1 -wy)o,
( z \" d*r...d*N
\tor,,.rloN/ ?rrl ...t N

Pour lzl I r I 1 et e > 0 tel que r * e < 1, choisissons dans (18) fj
{willui - 1l : ri <-1, -(r+")'/t}. Alors, pour ui € I'i (1 <i < N),

l.r...roivl ) (t - lr, - tl) . .. (t - |.ru - tl)
>(1 -rr)...(1 -,ry))r*e

et

l'lll*,,...-*l ( 1,

D'or) 1'6galit6 (14).

ooi( , \*- 1

4\a, ccor!)N) ?,n1 ...'rJ)y-z
N,:U

U1 "'U)N

En particulier Ie changement de variable ci-dessus conduit ä :
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exp(-t"])a"1 ...duN: (*)* /,,,,:+
7<j<N

ri-1-(r*r)'/n,

3. Applications I
3.1. Le th6oröme 1.9. permet d'obtenir une repr6sentationint6grale du prolon-

gement analytique hors du disque de convergence de certaines s6ries de puissances
dont les coefficients sont le produit des polyn6mes dont les fonctionnelles ana-
Iytiques associ6es sont ddfinies au 2.L et qui sont portables par les compacts
K: il-?t,d1] , coslt:t, O 10t ( zr äl'exception de TrL' qui est pour tout
f € R, portable par {0}.

Dans le th6or6me 1.9 afin de r6aliser les conditions sur les portables : 1(1 a
Kz CQ, Kt-Kr*Kz c O onsupposerasauf mentiondecontraireque l91l lTlB,
c'est-ä-dire 712 < lcosdll : lrl < L. Pour le polygone convexe (c) entourant .I(,
on choisira un rectangle c1(e) de largeur 2e et de longueur 2(0r*e) centr6 en 0,
e 6tant arbitrairement petit. Soit R1(e) C O : U le domaine convexe bord6 par
c1.(e). Tf image par l'application L: z F-+ s-z de R1(e) est le domaine d6fini par
{(Rt(e)) : {to € C I s-" < ltr,,l < €",-0t - e <Argto' I 0t *e}. On r"*urq,r^"ru,
que ce domaine est un voisinage de l'arc 11 du cercle unitd ltol : 1,limitd aux
points 

"*ia' (l'image de i[-91 ,,01 pat (). R6ciproquement qrr"i qrr" soit le contour
simple frontiöre d'un e voisinage v de {(tl-0r,0rl), il existe un 6 > 0 tel que
L(&'GD c v .

Rez

l'2,*exp(-z) :v1

7 * i\ffiT:"ie:

tuG)
t
e

l(Rt@)
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3.2. Th6oräme. Soient P"(t) [respectivement Q"(t)l, 11 :0,L,2,"') 71ne

suite de polyn}mes appa.rtenant äL'une des classes de (L2), 9, ( respectivement

9q) la fonction gönörattice des Pn ( respectivement Q.) et

auec !< lrrl < 1., r< ltrl < 1 ou bien fi € R (respectivement tz erL) si P.
(respectivement Qn) est ögalä Lfi(t) :

A. Si Pn: ti@ € fr), poii tort e-voisinage V"(tz) de exp(-i[-0r,0r))
(cos02 : tz,0 3 0z < r) defrontiöre 14,la sommg S1(z) pour t fixö a un

prolongement holomorphe dans tout le domaine c \ %(t, ). Le ptolongement est

donnö par

9ry(t,, *)Qq (rr,*)#
des rösidus.
(tt,tr) e R, .'

(22) » L;Ut)L*(t,),' :
n:0

(21)

qui

§,e) 1 f- 2* Jy,,

peut 6tre calculö par la möthode

:R6s 
L

,))*pexp (-tn) l(1 - tll)) exp (-trr l@ -

B. Dans tous les autres cas si V"(t) est un e-voisinage de frontiöre lt de

"xp(-;l-zer,20rl), 
0 ( 0t : max(|t,,lt,) < nl3 "t * l ltil < 7,i.: 7,2, 19'

somme de la s6rie (20) pour t fix6 se prolonge holomorphiquement dans tout le
domaine C\%(r) . Le prolongement est donnö par f intögrile -ll2ir [y,?e(h,w)'
.9 q(t, , z I w) dw I w qui peut ötre caJculöe pat la måthode des rdsidus.

Applications II
3.3. Soit U"(t), n - 0,1,2,

Chebyshev. On a
. ) la suite de polynömes de 2 iäme espäce de

oo

» u|u)," :
n:o

En effet, soit Vr(t) un c -v
(23) est 6gale d'aprös (21) äla somme S(tl|,t, z) de I

S(tl'-,,t, z)_ -:2ir
1:

2ir

(23)

(1 -*)"+r(*-z)p+t

1 !*z
7-z 22-2(Ztz -1)z*l

1-2tut*usz u2-Ztz*zz
us dw

dw

ag

ie

(r)

ol
a

lslna,
s6rit

l, "u

la

isin
s6r

1,"

(w _ ei|tx, - e-i?t x, - zei9, X, - z"-i0)



236 V. Avanissian

La fonction F sous signe d'intdgrale a quatre pöIes qui sont :

"io, , "-rrr, ,"rt, , ze-io,

en choisissant pour l"(l) un contour convenable on peut supposer que les d.eux der-
niers p6les sont en dehors de lz"(t) et en remarquant que lim6*- I1_p*F dw : 0
la m6thode des r6sidus donne :

S(U|,t, 
") - Res [.F']-=,";or * Res lPf .=,"-,r, .

Le premier r6sidus est 6gal ä

zeio, L 1:%@.

Le second rdsidu est 6gal ä

_1

D'oi

2i (z - l)(ze-io, - eio, ) sin d1 
'

s(u|,t,z)_-l , ,1 , .( , L 
-- ,,1 ,=)2i(z-1)sin0r\W-W)

'1 ze-iot - eiot - zeio, * e-iot
2i(z - 1)sind1 22 - z(eziot +W

1 4"nt, -e-iot)+ (eie, -e-'tr)
2i(z - 1) sin 01 22 - 2z cos 20, + 1

z+l 1

z -l 22 -2zcos|t*L'
Finalement

iuilrlu:-1 = =.1!'n=0 !-zz2-2(ztz-;,u, (å<ltl <1'lzl <1)'

Le second membre de (28) ddfinit le prolongement analytique du premier
membre dans Dj : C \ V"(t) (e a^rbitraire).

3.4. Remarque. ta singularitå z:1 au second membre de (28) est naturelle
puisque les coeffi.cients de la s6rie (28) sont tous non ndgatifs.
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Rez

C\ vr(il , cos? : t

t/z .ltl>r

bien connu que (J n(cos 0) - (sin(n + t )0 I sin e) , 0 + 2lcr. On d6duit de

DI:

I1 est

(23) :

(24) »
n:o

3.5. Calcul de

(26)

avec

fsin(n + 1)01' 
-t7,LTl p

1.

Di":o c2*(t)2" .

1 L+z
I - z 22 - 2 cos 202 + 1

7-tw w-tz
1-2tw*w2u2-2tzw *zz(25) s(c'-,t,2): å c'-(t)rn : -* lr,n:0

La m6thode des r6sidus conduit ä :

S(C'",t, z) - Rdstrr] u):zei|t * R6strr] u):ze-i,t

of Ft est Ia fonction sous f int6grale dans (25) :

(1 - tr)(w -tr)
a

dus.

F1 :

On obtient

1 t2 z2 - (3t'- 1)z * L

I-z

f (t)

lmz
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Remarque. On sait que C"(cosd) - cos n0. Donc,

(27)

(28)

pour

(2e)

å.or2 
no.zn- z2 cosz 6 - (cos 2e + cos2 0), + 1

L-z 22 -2zcos20+t

1- (2t, - 7),
l-z z2-2(Ztz L)r+1

1- zcos20
l-z 22-2zcos20+7

+ 1)-1 /'(*' - 2tzut * z2)-1 /' d,*

avec l0l < nlT, l"l < l,dvidemment (26) peut 6tre obtenue directement par un
calcul träs 6l6mentaire et pour tout d. Le second membre de (26) d6finit le prolon-
gement analytique dans Dj : C \ Iz"(t) de Ia somme de la s6rie du L'u membre.

3.6. De m6me en proc6dant comme ci-dessus on obtient :

oo

S(C*,Un,t, z)- » C,U)U*(t)r" _
n:0

oo

» cos ni'in9'*=7)o ,*:
n:o 

't) ' u' 
sin d "J

pour ldl < n 13, lrl < 7.
Le second membre de (29) est le prolongement analytique de Ia somme de la

s6rie de 1'" membre dans D'": C \ %(r).
3.7. De m6me pour | < t < 1, lrl < L la m6thode fournit Ia somme des

s6ries suivantes sous la forme Rds[.F']-=r"rr, * R6s[Fl--,.-i0, ori .F d6signe dans
chaque cas Ia fonction sous signe de l'int6grale :

» Z,$)u,(t)z':
rt:o

- 2tu: + 1)-1 /'(*' - Ztzw * z2)-'d*

1

2ir

1f-* Jr,*(*'

[ @'-Ztw
JT,» l1*(,)l 

2,n

n:0
oo

» z"Q)c,(t)rn :
n,:0

-* lr,ru) - tr)(*' - 2tto+ 1)-1 /z3oz - 2tzus * z2)-1 d"ut.

4. Une repr6sentation intdgrale des fonctions
p-harmoniques de type exponentiel

4.1. Une fonction r6elle / est dite p-harmonique dans un ouvert O C RN s'il
existe un plus petit entier p, tel que f eczp(A) et Lpf :0, A 6tant 1'op6rateur
laplacien it6r6 p-fois. L'6nonc6 suivant est ä rapprocher d'un th6oröme de Paley-
Wiener.



(30) lf(rll < aebll"ll (r e RN,o,å constantes > 0)

llrll : @?+...+*'*)'/'. Alorspourtout e > 0 iI existe unemeslrre dp,y,, dans

öd a 
"upport 

comp.act contenu dans Ie polydisque Cb," : {z e CNI lzil < b + e,
j :1,.. .,I/) et de masse totale 6gale ä /(0) teIle que

(81) f(*): l"*"'''"otr;,G) (r e RN)

(r, () : or(r * "'* cru(iv.

La d6monstration du th6oröme utilise la complexification f -O" t kf.l2), p.

139). La majoration (a]) (Oui sera 6tablie plus loin) montre que "f est la transfor-

m6e de Fourier-Borel f (z) d'une fonctionnelle analytique 7 portable par le com-

pact K : {z € C'llril <-b,j:1,...,1r}. Soit dp'y," tne mesure repr6sentant

? ä support compact contenu dans Ca,'. On a alors (c/. 1.2)

ie) : fr1,1 : ! ",',r, 
0r,,"(r)
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4.2. Th6oröme. Soit f une fonction p-harmoniqu" (p > 1) dans tout RN
vörifiant :

potrr z r6el on obtient (31).

4.3. Afin de pr6ciser le support de la mesure figurant dans le th6oröme 4.2.

on va faire une 6tude pr6liminaire en comparant l'ordre et le type de croissance

d.'une fonction p-harmonique h dans tout RN, avec ceux de sa complexifi6e fr..

Pour cela on va introduire le -L-type d'une fonction harmonique.
L'espace RN 6tant muni de la norme euclidienne r r+ llrll : (*? + "'+

*'*)'/',l'ordre p elle type (euclidien) r d'une fonction harmolique ä dans tout
dN ,orrt ddfinis par analogie avec les fonctions entiäres dans CN :

p(h) -

,(h) -
Rappelons que

d6finie par

]* fll,ll'- i zizi)
j:t

et que BL(0, A): {z e CN I L(r) < .R} est la boule de Lie dans CN de centre 0

et de rayon R.Lafrontiöre de Bergman-Silo't de I'adh6ren"e AL@-R) de BL(0,.R)
est l'ensemble tir - {*"nt I ll"ll : R, u € RN,d € R}. La boule de Lie est aussi

la cellule d'harmoniciie a" ia boule euclidienne B(0,,8) c .EN kfl2l p. 111).

,tHJn [1og los m(h,r) llog r] ,

,tffJn I log *(h,, i l rP@)]

Ia norme de Lie dans 6N

*(h,r)- fää lh(")l

est I'application L : CN -) R1

L(,)- ltt,ll'+ ll,lln l»[,,?l'
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(33 )

V. Avanissian

4.4. Ddffnition. soit ä une fonction harmonique dans tout RN d'ordre fini
p(h) et de type z(å). Si å est,le prolongement holåmorphe de å dans tout CN,
on pose *r,(h,r) : max;1,lS,lh(r)|. On appellera .L-type de ä le nombre

1,1 
4 -l i ,?l' <4» t,it't,nt'

r^(h) :,r1äo ^r*:r{l''r .

4.5. Thdorbme. soii h une fonction harmonique dans tout RN d'ordre finj
p(h) > 0 et de type r(h). On a

p1h1: p1n1 et q(h1: r11r1.

En particufier lå(o)l < oexp(ällrll)(, € RN, a,b: Cte ) 0) impJique pour
tout e > 0 I'existence d'une constante A" telle que :

(82) lh@l S.a" exp f(t + e)r1z1l S n, exp[(6 + e)lzl] (z e cN)

Remarquons que I'in6galit6

J:1 i<k

implique L(r) < lzl et que pour z : o rdelr L(a) : llcll. L,indgalit6 (82) amdliore
un r6sultat antdrieur ("f.121, p. L57, Proposition 0.2.8).

4.6. Proposition. Soient h une fonction harmonique dans la boule B(0, -R)
c RN continue sur son ad.hörence, BL(O, r) la boule d" iie de centre 0 et de tayon
r 1 R dans CN et 7r le prolongemeni hoiomorphe de h dans BI{0, R). On a :

Dömonstration. En utilisant l'int6grale de Poisson de B(0,.R) on d6duit l,ex-
pression de frQ) dans la cellule d'harÅnicitd BL(0,.8) :

h1'1:ffi 1,,*,,=, h(Ra)d'o(a)'

(t (r) a.B) on choisit la branche holomorphe du d6nominateur qui est positive
pour z - r rdel i "r,r(1) 

est la mesure-aire de la frontiöre de B(0, 1) et e € RN.
En particulier h(z) est holomorphe dans BL(0,rXr < r?). Le maximum ae lÄ1zyl
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danr BL(0, r) est atteint sur la frontiöre de Bergman-§ilov B , .n un point zs .

Donc iI existe å e RN,ll;ll : r et 0s€ R tels que

*r,(h,,): *ä lf,=, ,"r,ll,

ori (å,o) : llåll 'llall cosc.r: r coscd. En posant q:(rlR)eigo orl obtient

rTt,,(ir,r):l*lf ,=htil")d"(4 ,=,-oN(1) l/1,1-, lo, - 2a cos ,1lj*12

R2 + L2 (z) ( R2 + lzl2

@\(r?-klN)'
L,in6ga1it6(32)r6su1tedelad6finitionde"'(i,)-T(h)<

< 11 - a2lm1h,n7 -1, f d"(9-,
r - u lrrr\r&rrrl or@ Jppr@;

mais la - "n'l 
. la - e-t''1 > llrl - ll' . D'or) les in6galitds (33) en remarquant

que B(0,r) C BL(0,r) et que la restriction de å ä RN est 6gale ä ä. Pour
dtablir p(h) : p(h) or applique les indgalitds (33) en choisissant tout d'abord
R: R(r) ) r telque log R(r)llogr ---+ 7,rf R ---» 0 si r ---+,oo. Ensuitepour6tablir
r(h): ry(h) or choisira dans (33) .E: E(r) : [r +e(r)] avec 7-c@) loge(r) --+

0, e(r) - 0, si r --+ qo.

Corollaire . Si h est harmoniqu", lhl < M da,ns B(0,.8) C Riv , sa complexi-
fröe L v$rifie en tout point de BL(O, R) f inögaliti

(84) lit,ll < ! *-:'\:). RN-2M 3 ,4_' 
+111'* RN-,M.- 

[a - LQ)]'" - (R - l,l)'"

L'in6galit6 (34) complöte un r6sultat de P. Lelong ("/. [S] lemme 3.22, ou l2],
6.2.2).

Pour 6tablir le corollaire, soit z € BL(0, "R). On a, r : L(") < n et lhQ)l 3
*r(7r,r) (principe de maximum). D'ori (34), d'aprås (33).

Remarquons que l'in6galitö L(z) < lzl et la croissance de Ia fonction r r-+

(R' +r')l(R - r)N implique
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4.7. Th6oräme. Soit f une fonction p-harmonique (p ) 2), born6e dans la
boule B(O,.R) C RN et i son prolongement holomorphe da,ns la cellule d'harmo-
nicitö BL(O, B). Alors en tout point z € BL(O, R) on a :

(Bb) lie)l <A(.rr,p)rN-tcnulrffifuil:ii& l(/(,)1,

A(N,p): l[(N + 2)...(N + 2p- a)(2p-2),0, L(") 1r I R.
En pafiiculier si / est p-harmonigue dans tout RN et vörifie

(36) lffrll S h exp(å llrll) (r e RN, /c, å ctes > 0)

alors pour tout e > 0 il existe une constante K": K"(N,p,k,b) telle que

(s7) li(r)l s K" expllt+ e1t1r1] < rc""p[(a+e)lzl].

Introduisons la fonction

(s8) Hr(*,t) : i(-r 1i ^l!\? ,'i (ao/: /)\,/ 
?_u, 

, l2j)l \ r

qui est harmonique pour (r,t) e A(0,.R) x.B avec sa restriction å f :0 6gale ä

f ("f. l2),7.7.7).

4.8. Lemme. Avec les notations de 4.7 on a si p) 2 :

(Be) lur@,t)l<MA(N,e).h#, fl,ll (r(rB, ieR)

Dåmonstration. On utilise le r6sultat suivant ("f. [2), p. 30) : Si / est p-
harmoniqu" (p > 2) born6e dans un domaine O C RN on a en tout point r € O
ä distance 6(r) du bord de O les majorations :

(40) lAo/(")l < A(N,p)sup l/16-2c(c) (q : 0, 1,...,p - 1).

Choisissons pour O la boule B(0,.8). Pour tout r,llrll < r < R on a :

6(") > R - r. Donc, d'aprås (38) et (40) :

lnf*,,)l < .4(N,p)1n t/tå *(#)'i : MA(N,e)"h *.
D'ori (39).
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Revenons ä Ia d6monstration de 4.7 . La fonction H År rt) est

harmonique dans la boule

{(r, t) € RN x R I ll"ll' + ltl' < r'} c R"N*r

d.onc son prolongement holomorphe fr f Q, O d.ans la boule d,e Lie

ot

r(l'+ ]i
f in6galit6 :

A(Iv,p)'.;p lf l"h ;=,N-1
r2 * L'rQ, e)

pow L1(z,O < r. D'ori (35) en remarquant que /(z) : Ht(r,0) et tr1(2,0):
L(").

Supposons qrr" .f soit p-harmonique dans tout RN et qu'elle v6rifie (36) :

4.9. Lemme. Si / est p-harmonique dans tout RN ef vårifie

lno f @)l< A(n ,p)'#: l/l ( h)" (q -0, 1 ,. ..p - 1)

243

en particulier

Lt(r, C)- 
[',r',

d'aprös (34) et (

,+

3e)vdrifie

alors pour

(41)

et

[r - tr:,, O] 
N+1 '

oi A est une constante ne döpendant pas de e, et ll(r,t)ll : \fi41' *r'
Dömonstration. Pour (c,t) donnö t +0, considdrons dans RN la boule O,

de centre 0 et de rayon llrll + eltllb. D'aprös (a0) et du fait que la distance du
point r au bord de O, est eltllb on a :
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(42) lur(*,i11 < ea1,nr,o)"h!expåll(r,r)ll (c,r) e RN x R.

Revenons ä (37). Elle r6sulte de (32) et (42), en rappelant que

ie)_ H r(r,o),, f(") - i@) @ r6et).

4.1O. Remarque. Si / est une fonction p-harmonique dans tout RN, con-
siddrons la fonction g/ , R' x R1 ---+ R :

J:0 
o

La fonction g f v6rifie 1'6quation de chaleur :

( ^1\ [ @o r l otX" ,t) : a, s r(r,t)\", Igr(''o) - f(x)'

I1 est bien connu que la solution de (41) s'6crit:

sr@,t): #Å, "*o;-D['(? 
- ei)')t-Nr'z11E1aq.

En faisant le changement de variable (i * uit/i on obtient

(42) sr@,t): #f, "*r1- ll,ll)f (* + u'ft) du.

Si l/f est born6, (42) montre par 9, I'est aussi. Comme celle-ci est un poly-
nöme en t on en d6duit que g1(r,t) et par cons6quent Sf@,O): f(*) est une
constante. On retrouve ainsi une proposition bien connue (cf. l2), p. 30) : une
fonction p-harmoniquebornåe dans RN seröduit å une constante.

4.1L. Proposition. Si f est une fonction p-harmonique da.ns tout RN teJle
que

l/(,)l < aexp(a llrll), lt@)l < u (u e zN)

oi A et B, M sont des constantes posifives et B I r. Alors f est une constarfie.
L'exemple f (*): e"' .sin ra2 dans k2 montre que L'hypothöse B ( zr est

la meilleure possible.
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t2l

t3l

t4l

t5l

t6l

t7l

t8l
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La d6monstration r6sulte de l'indgalit6 (37) et le thdoräme Cartwright pour

plusieurs variables (c/. [10], p. 40) : Puisque Ia complexifide / de / v6rifie (37) et

(+S;, it existe une cor_rstante L > 0 (d'aprös le thdoröme de Cartwright) telle que

[/(")l < M L (r e RN). Donc "f :constante d'aprös 4'10'
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