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SUR LA FRONTIPNP DE MARIIN
DES DOMAINES DE DENJOY

Alano Ancona

on considöre dans ce travail la classe des domaines o de Ia forme o : Ö \ F,

"li ö d6signe Ia sphöre de Riemann et F une partie compacte du graphe I :
{z : r + iy;V : /(r)} d'une fonction lipschitzienne /: R --+ R. On dit que

ö est un d.omaine de Denjoy Lipschitzien, les domaines de Denjoy "classiques"
correspondant au cas I : R. Dans 1'6tude de Ia th6orie des fonctions dans les

ouverts peu r6guliers, ces domaines constituent un champ d'investigation naturel

([B], [Ca], [G-J], [Z], [41]' [A2]).
on s'int6ressera ici ä Ia frontiöre de Martin ([Ma], [Na]) d'un tel domaine. si

O est de Green (ce qui 6quivaut ä F non polaire) et si 0 € f., on sait que le cöne

C -- {r;u harmonique } 0 sur O\tr,i; ä:0sur f'\{0} est dedimension 1 ou

2, et qu'il est engendr6 par une ou deux fonctions harmoniques minimales sur f).
(cf. [42]; [B], [A1] pour le cas or\ r, c R).

Lorsque dim(c) : 1, la convergence ordinaire d'un point variable de o vers

0 6quivaut äIa convergence de ce point, dans le compactifi6 de Martin de O, vers

le point minimal associd ä 0. On dira que 0 est un point Martin simple pour O '

Lorsque dim(c) :2, c est associ6 ä deux points minimaux du compactifi6

de Martin Ö a" O I ces points sont les seules valeurs d'adh6rence possibles sur

|a frontiäre de Martin minimale de O des suites de points de O tendant vers

0 au sens ordinaire. On dira alors que 0 est un point Martin double pour O.

N. Chevallier [Ch] a pr6cis6 ces propri6t6s en montrant qu'on obtient les deux

minimales h et k associ6es ä 0, en posant: h(a) : liml;'s,1-6 G(it, r) lG(it, Ps) , el

k(r):1im146,1*s G(it,n)lG(it,,Po) (en notant Ps le point de normalisation choisi

et G la fonction de Green de O ). On sait aussi que limt>o,t*o h(it) lk(it) : oo '

L'article de Benedicks [B] fournit, lorsque -F'C R, une caract6risation du cas

of 0 est simple par la divergence d'une intdgrale de certaines mesures harmoniques'

Du critöre de Benedicks d6coule en particulier que la dimension du cöne C est une

fonction croissante de F, si F est un ferm6 variable de R. On peut aussi prouver

cette propri6t6 en la rattachant ä la suivante: si F C R, (ou plus g6n6ralement si

/ est de classe C7,or 0i--a <-1), et si 0 e -F est un point Martin double pour

o : Ö \ F, l',ensemble I fl o est effi16 minimal relativement å chacune des deux

minimales associ6es ä 0 (voir tch]).
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Les problämes suivants se posent alors naturellement [Ch]: si I est une courbe
lipschitzienne et F un compact variable contenu dans I, la dimension de C est-
elle fonction croissante de f'? Dans le cas ori 0 est un point double pour o, f no
est-il effil6 (minimal) en chacun des points minimaux associ6s ä 0?

L'objet de ce travail est de montrer que ces questions admettent une rdponse
n6gative. On s'appuyera sur une 6tude pr6liminaire (qu'on espöre int6ressanie par
elle m6me), de certains domaines de Denjoy (en particulier ceux qui sont sym6-
triques par rapport ä l'origine), domaines pour lesquels on6tablira un critöre d.,ef-
filement minimal (relativement ä l'une des minimales attach6es ä 0) et un critöre
de simplicit6 pour 0.

1. Rappels et estimdes prdliminaires

A. Rappelons d'abord une in6galit6, essentielle pour la suite, du type ,,Har-
nack au bord" et relative aux domaines de Denjoy lipschitziens.

Soient "f, [-1,1] ---+ R une fonction K-lipschitzienne (/( > 0), telle que
/(0) : 0 et F une partie ferm6e du graphe I de /.

Th6oröme 1.2 ([A.2]). loient ?,r, 't), 'tD trois fonctions harmoniques ]0 sur
le domaineV:U \f', U: {r+ iy;l*l<l,lal <4K}, u et u s,annulantsur F,
et soient A:2Ki, B : -zKi. On a alors, pour z (_'{rAU} nV ,

pour une constante c ) 0 ne dåpendant que de K,
Une forme dquivalente de ce th6oröme est donn6e par 1'6nonc6 suivant. Soit

c,r un domaine greenien plan tel gue c{, f)[J : I/ et soit u une fonction harmonique
) 0 sur tr/ s'annulant sur .F.. On a alors l,estimde

pour tout z e iU, oq g (respectivement gt) d6signe la fonction d.e Green de pöle
fA (respectivement |B) dans r.r.

Remarque L.2. Le th6oröme 1.2 contient Ie principe de Harnack au bord
standard pour les domaines de Lipschitz: Si u, o sont deux fonctions harmoniques
) 0 sur ,. . .{*.+iy;ltl<1,f(*)<y <4K}, u et u s'annulant surlegraphåde
f ,onau(z)/u(A) <cu(z)/u(A),pourchaque z:x*iy, lrl < L, f(")Zy <ZK
(" ) 0, c(.n) > 0).

B. on dira que le domaine de Denjoy o : ö \ F (r comme ci-dessus) est de
type (B) ä l'origine s'il existe C > O tel que (on note 

'At: 
it) pour tout ,,t > O

l"(B)l*(u)l *(r)\

l"(t) I g(A)) s(z) + l"@) I g' (B)l g' (r)\

(PB) et G(-At,A") < CG(-Ar,-A,).
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(II suffit de v6rifier ces in6galit6s pour s,I S 1.) si par exemple .F', c R, O est

de type (B). Plus g6n6ralemeni, s'il existe un disque ouvert D ' 
de centre A : ie 

'
e > 0, et rayon r: e, teique F C9\{pu -D}, est detype(B), d'aprös

lA1]. f suffit m6me q". l/(")l < Cl,-l'+', pour un o > 0, comme le montrent

des modifications "orrr"rr.bi".'a" 1411. Le point de ddpart ici sera l'observation

suivante.

Proposition 1.3. sj F est symåtrigue autour de 0, alors O est de type (B)'

Preuve. Soient X : it, t ) 0 et u(r) : G(X,c). I1 est clair qu'il existe

Ct )- l tel que pour Y : ttlZ, on ait: G(X,-Y) S CG1X,y)' S'il existe t"
ö.-r,-. Lt, ta'que G(X, -'it'i >zCG^(X,|it') considdrons le point Z : itt

.orr".porrd'ur.t ä l; valeur t' maximale. On a alors, d'aprös le Th6oräme 1.1 et

1'6galitd G(X, - Z) : 2CyG(X, Z),

pour tout r € B(0 ,,t').
1'6nonc6. E

C. II sera commode de consid6rer la propri6t6 d'uniforme r6gularit6 suivante

(variante de celle de [Aa]):
(UR) F +0 et ilexiste c1 ) 0 tel quepourtout te F et 0 ( r ( 1' lamesure

harmonique de äo nB(r,jr) dans 
-a1r,r1est 

minor6e par c1 sur äB(r, |r).
On sait qu'alors Iafonction de Green G de O v6rifie: c-1 < G(*,v) ( c pour

r e Q, d(*,r): ,t("), 6(r) : d(a,AO) < 1,-c ) 0.-ne-ddpendant que de c1'

Notons d,aboid unå consfquence 6l6mentaire et fort utile de I'uniforme r6gularit6.

Proposition 1.4. Pour t,U,z € Q iels que 6(y) : d(y,.F,) < L,.*,1
B(y,i66», on a avec une consta,nte c ) 0 ne dåpendant que de c1: G(t,z)
cG(r,y)G(y,,2).

Il suffit d,observer que u : G(x,.) est de l'ordre de G(r,y) sur U"(r,åd(y))

(Harnack), et donc que G(y, O < c{G(r,y)}-'u(O, si € e 0B(v,i6\v.)).'11J"
principe du maximu*, ""tte 

in6galii6 est äable pour tout € e O \ B(y, l6(y)),
et au point z en particulier. o

Voici encore deux cons6quences de (UR).
1.5. I existe a €]0,1[ et c ] 0 tels que G(41, A") 3 c(tls)", si 0 < 2t < s

( 1, (o et c ne d6pendant que de c1 (dans UR) et de K)''i.0. , n B(0, 2-K + l) 6tant uniform6ment r6gulier au sens de [A4], iI d6coule

de [A4, Thdoröme 1] qu'on a I'in6galitd pour chaque I € Cf(O):

c {2cr *
A fortiori,

(2ct)-1 ) c(x , -tr) - crG(x, -n)
G(X,,-ir) S C,G(X,ir) pour o < s <t' ' D'ot

D. on va maintenant 6noncer quelques consdquences de la propri6t6 (B). On

suppose O de type (B) et uniformdment r6gulier.

f 6@)-zle( *)l'
J 6(r) <1

1 c 
l.tYe(,) l' 

d*,
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Proposition 1.7. Pour 0 < r < b" < L,2s 1t, on a G(A,,AI) <
cG(A,, A")G(A", At).

D'aprös Ie th6oröme 1.1, on a pour X e äB(0, s),

G (A,, X) < c{G(A,, A")G(A", X) + G(A,, - A")G(- A", X) } .

Cette in6galit6 s'6tend par Ie principe du maximum ä X / B(O,s). Faisant X : At
on obtient le rdsultat voulu gräce ä (PB). o

Corollaire 1.8. Si 0 e .F' et si h dösigne la minimale (normalisöe ä l'infini)
sur O,limite de A1 pour t --+0, t ) 0, on a: h(A1)G(q,At) - 1. o

L'in6galit6 pr6cddente et la proposition 1.4 donnent pour r <ls, r (-7,

G(oo,A,) - G(-, A,)G(A",A,).

D'ori, aprös division 1 - G(oo, A")K6;(A"), Kx d6signant le noyau Martin
normalis6 (au point ä I'infini). Il ne reste plus qu'äfaire tendre r vers 0. o

L'6nonc6 suivant est une variante de la proposition 1.7.

Corollaire 1.9. Soient X € O, 0 <, < L, avec'zt <lXl<2t, d(X,At)>
c;tt, et G(X,-A1) l csG(X,A1), pour une constartte cs ) 1,. On apour tout
s)0, s/llt,zt),
(i) c-LG(X,At)G(At,A") < G(X,A") I cG(X,At)G(At,A"),
(ii) si F est symötrique G(-A",X) < IG(A",X), pour chaque s ( 1, c --

c(cs,O) > 0.

Preuve. On estime u(u): G(X,a) ä I'aide du th6oröme 1.1. On obtient

"(r) < cu(Ar) {G(At, r) * G(- fu , x)}

pouru telque lnl:rt ou lzl :2t,etdoncpourtout r € O, lrl < |t ou lrl<2t.
D'ori, G(X,A") l cG(X,At)G(&,4,), et Ie (i) grace ä la proposition 1.4.

De mäme, G(X,-A") < cG(X,At)G(-At,-.4,) (d'aprös (PB)) et le (ii)
s'ensuit.

Remarque 1.10. Si X e O, 0 ( f <1,;t < lxl <2t, d(X,Ar)) cott,
et si G(X,-At) < csG(X,,At),il existe 6 : 6(co,O) > 0 tel que la fonction
de Green g de U: O \ B1O,t01 v6rifie s(At,X) > 2-rG(At,X) (et a fortiori
g(-At, X) < 2csg(Ar, X)). En utilisant le th6oräme 1.1, on voit en effet que

G(Ar,X) - s(Ar,x) < ce(6) {CQqr,x) + G(-A,,X)} < c(1 * cs)e(6)G(4,X).
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2. Un critäre d'effilement minimal

On suppose d6sormais que 0 € .t', et que O est de type (B) en 0 et unifor-
mdment r6gulier. On note Ai : ;2-i et G d6signe la fonction de Green de f).
Pour u surharmonique )0 sur O, et A C O, on note .R[u,A] la rdduite de u
sur A (relativement ä O) [Na]. Rappelons qu'une partie iD c O est å-effilde(å
est la minimale sur O associ6e ä {/i}) si J?[O,ä] est un potentiel, ou encore si

.Rlo, äl I å (cf. [Na]).
Soient {o;} une suite de points de O, lril S 1, 6i:6(ai): d,(ri,?Q), A'i

le point A6 tel gue 2-k-z < lril < z-k-r. On suppose que pour un es e]0, |1,
d,(ai,ap) > 2es6(tj), si j + & et que G("i,A'i) ) enG(oi,-A'i), pour chaque
j > 1. Soit ö :u{B(ri,eo6);j > 1}.

Thdoräme 2.L. L'ensemble O est h-effiLö minimal si et seulement si

j>1

Preuve. On adapte les arguments de [A3, Section 7] sur l'extension du critöre
d'effi.lement de Beurling [Beu] dans le cadre de Ia g6om6trie hyperbolique.

1. On montre d'abord que O est ä-effi16 minimal si et seulement si Ia s6rie

D,>rrB[å,iD,](oo) converge, of Q,, : U{B(ri,eo6);2-n-2 < lrrl < 2-"-'}
(Condition de type Wiener). Cette condition est trivialement suffisante.

a) Pour voir que cette condition est n6cessaire, on montre qu'il existe d > 0

te1 que:

(*)

sur O,, pour tout n> 1, däs

corollaire 1.8, donne pour le

i3"/*

que m est assez grand (si O est ä-effi16). En fait, 1"

potentiel 7r - Rlh, Ur )nrnOi]

ulo, u
j)nm

r(A") < ctr(a)h(A"): e(nm)h(A")

(puisque, pour X € U;>,-öi , G(X,A,) 3 cG(X,oo){G(a,, o")}-t d'aprös 1.4).
Donc, pour nm assez grand, et si g est la fonction de Green de O \ B(0r2-"*+t1

h(X) - "(X) 
> ch(A")s(A", X) > (t-rc)h(A")G(A", X) > c' h(X),

pour chaque X € O, d'aprös la remarque 1.8. De sorte que fi'< (1 - "")h 
sur ö,

pour ur c" ) 0, si rn est choisi assez grand. D'autre part, toujours sur (D,

olo,
jln/m
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d'or) ( * ), compte tenu de 1.5.

b) Soient p- -A {Ab,UnzlO n,,)} , Pn
sur Qn*. D'oti.

On montre de m6me qo" D,"r, Rlh,On*+e](o") < m si 1 < p < n't'.

2. On a, c;tRlGa,,§,)(A*) < Rlh,O"l(-) l qRlGtn,§"1(A") pour tout
n ) I et une constante c1 ) 0 convenable. En effet, d'aprös L.8 et 1.9,

h - h(A.)GA* - {G(A,, oo)} -'Gon

sur Ö, et
RIG tn,O"i(-) - RIG tn, A "](A")G(A,, m),

d'ori .R[ä,o,](o") - {G(A*,oo;}-141Ca,,o,](-) - RlGt,,,o,l(, ,). On voit
donc que l'effi.lement minimal de ö 6quivaut ä », RlGt.,O,](,4") < oo.

3. On utilise enfin l'identit6, pour r : RlGe,,O'] , T(A,) : [nlYrlzdx
qu'on combine avec l'in6galitd J;<1lvg)l'O-'{a)d,r < c [nlV9l2ar, pour chaque

? € Hå(O) ("f.Section 1). D'ot:

J,- {j; A'i - A,-) .

n21 n)1

, 
I*_IGe,l'6-'d,* 

) ct» {ct An,*i)}',
ieJ^

L'estim6e oppos6e est imm6diate puisque 7r

d'aprös Harnack et la d6finition de Ia r6duite

RlGtn, B jl(A") 1 cG(A,,ai)G(ai, An). ,
Corollaire 2.2. Soit @t la råunion d'une collection Uili>, de compo-

santes de IOO et soit xi e Ii le "milieu" de Ii. Supposons que G(ri,A') 2
esG(ai,-A') et 5i : 6(*) < *l*1. Alors, Qt est h-effihöe si et seulemenf si

Dp-, G(*i, A'i)z < x.
I1 faut observer ici que d'aprös le th6oröme 1.L, si s surharmonique sur O

majore h sur B(ri,2-'6) a.lors slcå sur Iiravec c:c(K)>0.
Remarques. L. On n'utilisera au paragraphe 4 le thdoräme 2.1 que pour

le cas oi ./,, est r6duit ä un 6l6ment; I'utilisation de l'6nergie dans la troisiöme
partie de Ia ddmonstration est alors inutile, et l'6quivaleace n(A.) - G(An,rj)2
immddiate.

2. Lorsque F c R (ou m6me si I est C'), 0 est un point Martin double si

et seulement si I O O est h-effi16. Il d6coule alors du th6oröme pr6c6dent que 0
est double si et seulement si D,"2, Dirr^G(Ao,*)2 < oo, si {ri} est la suite
des centres des intervalles contigus de .E (on suppose toujours O uniform6ment
r6gulier). On obtient ainsi un critöre 6quivalent ä celui de Benedickt ([B]).
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3. Un critöre de multiplicitd

Dans cette partie on suppose o symdtrique pa,r rapport ä 0 (voir le 3.2) er

uniform6ment rdgulier. Soient 11 le graphe d'une fonction fi: R '- R lipschit-
zienne, impaire telle que Ir f -F, et gi lafonction de Green de usi : {O\f } U{* /
F;a-t2-i < lrl < a2-i+ty (a constante > l. fixde). On pose Ai : i2-t et

Bj:-AiPourj)1'
Th§oräme 3.1. Le point 0 esf un point Martin doublepour O si et seuJement

"i Di>, si(Ai,Bi) <*.
Preuve. A: La conditioa est su/?tsanfe. Pour i,k> 1, i + k, G(Ay,X) S

c{G(1.1,,A)si(Ai,X)+C(l,u,B)gi(Bi,X)} si X e Ir nQ,2-i < lxl az-i+t
(gråce au Th6oräme 1.1). D'ot aussi, d'aprös (PB),

G(Au,x) < ,G(A*, A){gi@i,x) + gi(Bi, x)}.

I{otant uk,i Ia fonction harmonique born6e
que uk,j(x) - G(A,,X) si X € 1.'r, 2-i

ur,i(X) I cG(A1,,A){oi(Ai,x) + oi@i, -x)} =2cG(Ax,A)si(A1,X)

pour X € O. D'ori, en utilisant le th6oröme 1.1, remarque 1.2, si rn + i ,

u x,i(B *) < 2cG(Ap, Ai)g i(Ai, B i)G(B j, B *).
On peut alors estimer G(AprB*), k ) rn,, å I'aide des quantitds 7j -

gi(Ai,Bi). Pour s < n't. < ,t, on a (en convenant de remplacer G(AxrAp) et
G(B*,B-) par 1)

G (Ax, B ^) s c' I rG(A1,, A)G(B i, B *) * c' G(Ap, A)G (h, B *)
j>1

1c'tG(A1,,/"){» ,,\ + c"G(Ap,Aå{L1,} * dtG(Ap,A1)
j1e i)a

(compte tenu des in6galit6s G(Bi,Bx): G(A1,Ax) < c pour k * n, G(Ax, Ai) <
c G(A1,A,) pour k<s l j,et G(Ax,Aj)G(Aj,A*)<cG(Ap,A*)). Lamini-
male lz sur O attach6e ä l'accäs par Ie haut en 0 est donc telle que

h(B*) < ch(A") + ch(A){ I rr} + c" h(A)
i)"

et
h(B*) ! ch(A){Dr, + G(A, ,A") + G(A*,Ä,)}.

j)a

D'ot, lim* -*h(B^)/h(A*): 0, et 0 est bien un point double' o
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B; La condition est nöcessaire. Supposons gue 0 soit double pour f,). Notons
ä (respectivement ,t ) la minimale sur associ6e ä la suite {cr} (respectivement
{.B"}) et introduisons ? : {, + iy;y > zKlal;lx +iyl < 1}, /( å{signant la
constante de lipschitz d" å.a) Il est clair que 7 est &-effi16 (puisque k n'est pas
adhdrent ä 7 dans le compactifi6 de Martin). De plus, si ui : G(Bi,)/G(81,a),
limsupl-oo.R[u;;7](oo) < 11 en effet, sur Ie bord d'une boule B(B;,c2:i) (c
constante ) 0 petite fix6e) on d ui a k(Bi) (Corollaire 1.8). Donc ui ( c& hors
de B(Bi'.2-i) et en particulier sur 

". 
O; en ddduit, par convergente d.omin6e,

que lim supj*oo R[u;;7](m) : Rlk;f](-) < 1 (d'aprös l'efflement de ? en & ).
b) On voit alors que si 97 ddsigne lafonction de Green de(J : Q\?, on a

liminf;*oo Or(Bt,a)/G(Bi,o") > 0. Il suffit d'observer que

gr(B i, a) / G(B i,oo) : { G(B i,oo)-n[G3r, 
"](m)] 

/c(Br, -) - 1 -.B[u;, 
"](*).

D'aprös Ia propri6t6 de Harnack, on a donc aussi gr(Bi,Br) > cG(Bi,B1), pour
chaque j ) 2, pour une constante c > 0 (qui d6pend de O).

c) Minorons maintenant G(A1,81) en 6crivant d'abord G4, comme solution
d'un problöme de Dirichlet sur U. On a G(A;,Bt): D*r, wi,y(B) pour ?rrj,&

harmonique sur U ayec u)j,k - GAi sur ä? f1{z;2-x-r <1rl <2-o}, d,ori sans
aucune difficult6 (en utilisant le principe du maximum, puis le point prdcddent de
la d6monstration)

G(A1,Br) > 
" » G(Ai,Ax)txsr(B1,,E-1) ) c' D C@,,A1,)11,G(B;,B)
r<å(j 1<*<j

si 71 : 9*(Ao,B7,). Enfin, d'aprös l'6galit6 G(Ai,Ax): G(B;,B1) et la proposi-
tion L.7,

G(Ai,Br)> c"G(Ai,Ar) | o*(A*,Br)> c,,,G(Ai,Br) | ox(Ax,B*).
l<r§<j t <&<j

Ce qui achöve bien entendu la preuve du th6oräme. o

Remarque 3.2. Comme le montrent de simples modifications de la preuve
prdcddente, le th6oröme 3.1 s'6tend au cas ot F: ö\e est contenu dans le graphe
d'une fonction Cr',, (a > 0), O n,6tant plus supposd sym6trique.

4. Construction d,un exemple
Soit I la courbe plane "lipschitzienne" obtenue de la maniöre suivante. Si o

d6signe Ia r6union des deux segments [1,1 + GlrQ)"r"/n], [1 + (t/^,fZ1e;"/+,21, I
est la r6union de ses homoth6tiques_*2-.io, j > r, augment6e de l,origine 0.'

on notera cx:2-k(L + (L/\/2)et"/a), rc ) 1, res "pointes" tourn6es vers re
haut de I, Dr - -Cx les pointes sym6triques, An:i2-nret Bn: -Är. O_
d6signera la rdgion ddlimit6e par Ir : I U {z e R; lrl > t} et contenant -i.
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Si e: {ui}l>, estunesuiteder6els 20 telsque ei 210-l,onnotera O(e) le

domaine C\f augmentd de tous les "trous" laB(Cr, et}-k) et loB(D* ,,ex}-k),
k 2 1; Ö(e) ae.ig"era la rdgion obtenue en rajoutant ä C\I les "trous" ä gauche

lnB(Dp,ex2-k),k)1.
Il est clair que les domaines O(e) et Ö(e) sont uniformdment rdguliers et qu'il

vdrifient (UR) avec une constante cl ind6pendante de e.
Notre construction sera bas6e sur les th6orömes 2.7 et 3.1, combinds avec

1'estim6e 6l6mentaire et standard suivante.

Lemme 4.L. Soient e ) 0, e < L0-1, et w" : {reiv;r ( 1,p * -"14,p *
Srllrrlod(Z")) UB(0,e). Nofons l.: li et B: -l;. tafonction de Green G"

de u" v&ifie pour e ---+ 0,

G.(A,O) ^, e2/s t Ge(B,0) '.., ez et G 
"(A, 

B) ,-,, ,8 f t

Remarque 4.2. Soit, avec les notations pr6c6dentes, u (respectivement u)
la mesure harmonique dans ar" de {ei";-rfL < 0 < Strla} (respectivement

{ei';\trf 4 < a < Trl })."(X) et G"(A,X) ont m6me ordre de grandeur (pour
e ---+ 0) au point X: tA et donc aussi d'aprös le principe de Harnack au bord,
pour lXl : t, et -Tl4 < arg(X) <5114. D'ot), avec le principe du maximum:
u(0) - G"(Ä,0); de m6me u(O) - G"(8,0). En particulier u(0) est infiniment
petit devant u(0) pour c -* 0 < 4.

Corollaire 4.3. Soient j un entier ) 1. , ei ) 0, et 9i la fonction de Gteen du

domaine O: (C\fr)U B(Ci,z-ie), fl :IU{z € R;lzl > 1}. Ona, avecune

constante absolue C > 1, C-Le?/s < 7i(Ai,C) S Cr'f' , C-'r? < li(Bi,C) S

Ce] et

c-'r3/' < ei(Ai,B) S Cell' .

La fonction de Green du domaine symdtrique O' : AU B(Di,Z-iei), "t
celle de O" : O' fi {z;2-i-t < lrl < 2-i*t } vdrifient des in6galit6s analogues.

Notons les cons6quences suivantes pour la fonction de Green G d'un domaine O(e)
gdndral.

Lemme 4,4. Pour lt, j entiers ) 1,, on a: (i) G(A1,DI): G(Bi,Cx) <
cG(Ai,C*), (ii) 

"i 
j # k, G(Ai,Cx) - G(Ai,Ap)G(Ap,Cp) (öquivilenceuniforme

relativerneni å {e;}, c ) 0 indöpendant de {e1} ).

Preuve. Observons d'abord que G(Cp,Bx) < cG(Ca,/e). G(B*,C1) est,

en effet, major6 par (un multiple de) Ia mesure harmonique, au point Cp, de

7B(C1,,2-k-\ dans arp : B(C*,2-&-1)\{f \B(Cfr, ,nz-u)} alors que G(Cl,,Ak)
est minor6 par (une constante fois) la mesure harmonique de 1B(C6,2-r-t)n O

darrs c,.,lr, au point C*. D'or! l'assertion, par la remarque 4.2. ll ne reste plus qu'ä
appliquer le corollaire 1.9. o
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L'assertion suivante r6sout les questions de [Ch] rappeldes au d6but.

Thdoräme 4.5. il exisfe une suite {ri}i>t, 0 S ej < L 11,0, telle que L'origine
soit d'une par! un point Martin double pour O(e), et, d'autre part, un point Martin
simple po,rr Ö(e) . De plus, relativement au domaine O : O(e) et ä chacune des
2 minimales sur O associöes ä 0, Ia partie I n O du graphe I contenue dans O
est non effi16e au sens minimal,

Remarquons d'abord qu'on ddduit ais6ment des th6oröme2.1. et 3.1 l'existence
une suite e: {e,}i>r, 0 ( ei < 10-r telle que 0 soit relativement ä O: Q(e)
un point Martin double, et qu'en m6me temps Da : O n I n {z;Re(z) > 0} ne
soit pas ä-effilde (si ä est Ia minimale sur o(e) associ6e ä {Ai}72r ). Il suffit de
prendre ei:70-1j-s/4,les propri6t6s voulues rdsultant u,lo.s å" +.3,2.L, et 3.1.

Le choix d'une suite {e;} telle que l'origine soit de plus un point Martin simple
pour Ö(e) est plus d6licat; il faudra recourir ä une suite {e;} plus irr6guliöre.

Fixons une fois pour toute e1 : (1170)j-'tn pour j impair et soit {/c-}
une suite strictement croissante d'entiers pairs (ä choisir ult6rieurement). Notons
O : O(e) le domaine associ6 å la suite e d6finie paf, 6&* : (tll})m-sla pour
m ) !, e!, ei: 0 pour 7 pair, i / {k*;r." > 1}. On va voir que si la suite {k;}
est trös rapidement croissante, Q v6rifie les assertions du th6oröme 4.5.

Notons

oo_(c\r)u (U*>o B( Dzx+r t e Ze+r 2-2*-')) ,

et Q7 le domaine symdtrique

Cli : oo U {u* sjB(Cx,-,2-x*rr-)} ,2-k'" rrr))

et Ö7 le domaine "tordu" QsU{U*a; B(Dx-,2-r^r^)} lces d.omaines sont d6finis
dös que les ,t- , ffi I j, ont 6td choisis. On notera G; (respectivement G; ) la
fonction de Green de oi (respectivement o; ) et on s'appuiera sur les lemmes
suivants.

(U* >o B(Crk+r , €zk+r2-zu-t )) U

u {u* <jB(D*_,

Lemrne 4.6. L'entier
le point ä l'infini dans Öj

Raisonnons pour j -

q(r)lq(-n) - {r - olo., Io]

of K "(a) - G(*, y) lG(*, oo) est le noyau Martin
f infini), G la fonction de Green de Os. Notons h -
D'aprös le choix des €zj+t, h f k (Th6oräme 3.1).

j åtant fixö, lafonction de Green qj: Gi(co,.) de p6le
vörifie limr)0,r...+0 {qi@) lqi(-r,) } - 0, oå n1: it .

0.Si r-tttt> 0petit,€t q-gotona:

(ool\ t{ r - ulo-,,Dol f*l)
de f,)s - fl(r) (normalisd ä
limt-*o Kr, k : limr.* o K-* .
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Comme pour r € Ia, G,(Bi) < cG,(Ai), toute minimale u sur O adh6rente
ä Da, v6rifie "(Bi) < cu(A) et k ne peut donc pas adh6rer ä Da dans le
compactifi6 de Martin de O. A fortiori !, est ,t-effi16, et Rlk,Dr](-) < 1.

On v6rifie ensuite que:

(4-2)

en utilisant le th6oröme de convergence domin6e exactement comme dans la preuve
du th6oröme 3.1 (partie B.a)). Comme d'autre part (d'aprös le lemme de Fatou)
limt*o 7 - RlK,,Dr](-) : 0, le rdsultat voulu d6coule alors d.e @.2). o

Dans 1'6nonc6 suivant, g, d6signe la fonction de Green du domaine u) :
{Ö \ fr} u B(Dk^,2-k.e*n), lr : f6 u {z e R; lzl > 1}.

Lemme 4.7. Supposons cåoisis lq, kz, ..., ko-7. On a
(L) lim--"o Gn-t(A*, B*) : 0,
(2) lim6.*,n Gn(A*., B*.) I g*(Akn, Bkn) : 1,
(3) liml,* * Gn(Ax^, Dn.)l g*(Ak,, Dkn) : t.

_ Preuve. (1) ddcoule du lemme pr6cddent, puisque par le principe du maximum
Gn-t(A^, a) ) cGn-r(A*, B*) x G na(B*, a).

Pour le (2), on 6crit d'abord que G,(Bk-,Akn): gn(B4,Ax.)*w(81,^), w
ddsignant la rdduite (relativement ä Ö, ) de u : Gn(At _, .) sur 11 O Ö,-1 .

Comme u est majorde par une constante absolue hors de B(A*.,2-k^), et
comme Ia taille relative des "trous" de Ö,-1 OOs (les B(D*,2-*e*)|rl, m
impair, o! m : kj, j < n) tend vers 0 pour m ---+ @, on a, uniformöment
pat rapport ä kn, 7irrl*-*u(Dz*+t) : 0. u(r) tend donc vers 0 si r tend
vers 0 le long de ls iÖ,-r (uniform6ment par rapport ä &,). On en ddduit que
liml,*oo w(Bx-) : 0; le (2) s'ensuit puisque gn(Ap^,Br*) est de l'ordre d,une
constante ä n fix6. Le (3) s'6tablit de m6me. o

Lemme 4.8. Sj C est une constartte > 0 assez grand.e, on peut döterminer
de proche en proche des entiers pairs lq < lc2 < ... < kj I . .. tels que pour
chaquej>7etm<j

qi(Ax^) < C*-'ci(B*^).
Comme epi -- 70-t j-3/4 , on a gi(Axi, Bx) - j-2 , uniformem6nt par rapport

au choix d? ki .Rappelons qu'on note gi la fonction de Green de wi: (Ö \ 11) U
B(D*i;z-kj e*), Qj : Gr(*, ') celle de Ör avec p6le le point ä f infini.

Supposons que &1 , kz, . . ., kn-r aient 6td d6termin6s de telle sorte que les
relations (1) soient v6rifi6es pour rn < j < n et un certain C : Cr. Il est d'abord
clair que si &r, est choisi assez grand, (1) seraencorev6rifi6epour j :n et rn <n
(puisque gn + gn-t simplement lorsque ,t," -» m).

Le problöme est donc de voir si pour bo assez grand on a:

U(Ar*1 S Cn-'qn(Bx,).
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D6composons gr. en gn : gn-7 * g ori g est la fonction harmonique born6e

sur O,r-1 admettant pour valeurs au bord qn (qn sur I n B(Dp^,2-k"€kn) et 0
ailleurs). D'aprös le lemme 4.6, on a' pour e ) 0 donn6,

9.-t(A1,^) I eo-Z qn-r(Bt' )

si fr, est assez grand. D'autre part, par le principe du maximum

p(A*.) < 
"q*(D 

*.) x G *(D p^, A*^).

On a donc d'aprös les lemmes 4.4,4.6 et le thdoröme L.2, pour &r, assez grand, (et

une nouvelle constante c inddpenda.nte de n),

g(Ax-) 3 cu(D x,) x G.(D 1,*, Ax-)
1 cqn(B 1,^)G *(B **, D 1,.)G n(D *^, Ax^).

Mais d'aprös le principe du maximum (Proposition 1.4), et Ie lemme 4.7 (2)

G n(B x ^, 
D 1, 

^) 
G.(D k n, Ak n) < cG,(A 1, 

^, 
A* *) I C 2n-2

oi Cz est une constante ind6pendante de n (et de C1).
Finalement, si C1 ) Cz, on a pour lco assez grand: qo(A*^) I C1n-2qo(Bx.).
Concluons:

Proposition 4.9. Les len ötant successivement cåojsis comme dans Ie lemme
4.8, le domaine Öoo ,r" prösente qu'une minimafie associöe ä 0, aJors que pour le
domaine O"o iJ existe deux minimales indöpendantes associ6es å 0.

L'assertion pour le domaine O - oo ddcoule du th6oröme 3.1, et du choix qui
a 6t6 fait de la taille des "trous" autour des C; et Di.

D'autrepartnotant d lafonctiondeGreende Öoo: U;>rÖi ,et q: G(*,'),
on a d'aprös le choix des ki

s(Ax;) < cq(B kj)G(Axi, B xi).

Or (Proposi_tion 1.4), G(A*,*^:Bxi) 2 "G(4*;*^,Bk;q^) 
, G(B.or*^,Bki). O"

en d6duit, G(A*;*^,Bxi) )- cG(Bp,*^,8o,)Iq(Ax,*^)lq(Bx,*-)j o, en termes

de noyaux-Martin (relatif ä Ö." ), si K(X, .) : G(X,.)/G(X, m),

K (Axi *^, B xi) )- cK (B p, *^, B xi).

Faisant tendre rn vers l'infini, et notant h (respectivement ,b) la minimaJe sur
Öoo attachde älasuite {4,} (respectivement {.B"}), onal. h(By,) > ck(B;.r). Ce
qui entraine que ä : & et que 0 est un point simple. o
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