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Einleitung

Es sei (X ,[-|‘]) ein reeller oder komplexer Hilbertraum und “%(X)
die Algebra von allen beziiglich der Norm | -/, laf| = [+ 2]"*. be-
schrinkten Operatoren. Das Skalarprodukt [- -] definiert fiir jeden
Operator T € “B(X) einen eindeutigen adjungierten Operator 7T* € “B(X)
mit der Eigenschaft

(1 [Tz y] = [ T*y] fir alle .y € X .

Die entstehende Abbildung (Involution) 7 -~ 7% hat die folgenden
Eigenschaften:

(2) T** — T,

(3) (T, + Ty* = TF + T .
(4) (\T)Y = aT%,

(3) (T Ty)* = T7TY .
(6) T*T =0 = T =0,

Schon in den vierziger Jahren wurde von S. Kakutani und G. W. Mackey
[9] das umgekehrte Problem gelost: Wenn X ein reeller Banachraum ist
und wenn in der Algebra aller beschrinkten Operatoren eine Abbildung
T — T* mit den Eigenschaften (2), (3), (5), (6) gegeben ist, so existiert
im Raum X ein Hilbertsches Skalarprodukt so, daB (1) gilt und die
entsprechende Hilbertsche Norm der urspriinglichen Norm #dquivalent ist.

Im komplexen Fall kann man aus den Bedingungen (2). (3), (5), (6)
die Giltigkeit von (4) nur dann folgern, wenn die Dimension des Raumes
unendlich ist; unter dieser Einschrinkung erhilt man ein dhnliches Resultat
wie im reellen Fall [10].

Unter der zusédtzlichen Annahme der Bedingung (4) behandelte Y.
Kawada [11] ohne Dimensionsbeschrankungen gleichzeitic sowohl den
komplexen als auch den reellen Fall.

Als eine Anwendung der Theorie der involutorischen Banachalgebren
mit minimalen Idealen erreichte C. E. Rickart [15] (vgl. auch [16]) eine
Erweiterung des Kakutani—Mackeyschen Resultates: Das Resultat besteht
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unter der Aunahme, dafi die Involution in einer geniigend grofien Teil-
algebra von allen beschrinkten Operatoren gegeben ist.

Die Bedingung (6) ist besonders mit der Definitheit des erhaltenen
Skalarproduktes verbunden. Neulich zeigte J. Bognar [3]—[4], daf} eine
fiir alle beschrinkten Operatoren eines Banachraumes gegebene Involution
mit den Eigenschaften (2)—(5) als die Adjunktion einer beschrinkten
nichtentarteten Sesquilinearform dargestellt werden kann und dal} fir
l -indefinite Pontrjaginsche Raume anstelle (6) die folgenden Bedingungen
eintreten:

(7a) max | dim R(T) | T*T =0} = k,
(7b) AT,: dimRT)=1. T5yT,=0.

Im komplexen Fall ist (7b) unnotig. Die Bedingungen stammen von
M. . Krein. man vergleiche [4: S. 64].

In dieser Arbeit untersuchen wir zuerst den Zusammenhang zwischen
den zwei durch eine nichtentartete Sesquilinear- oder Bilinearform
h: XV ~-K. K ist R oder C, erklirten Adjunktionen und der
Form 1.

In Kapitel 4+ erreichen wir unter einigen Annahmen die Konstruktion
einer Sesquilinearform (Bilinearform) in minimalen Idealen der gegebenen
Algebren.

In Kapitel 5 wenden wir diese Konstruktion in Operatorenalgebren an.
Wir behandeln den Ubergang von Symmetrieeigenschaften der Adjunktion
auf die Sesquilinear- und Bilinearform etwas allgemeiner als in [4]. und
unsere Betrachtungen enthalten auch den nichtsymmetrischen Fall.

In Kapitel 6 geben wir eine direkte Erweiterung des Resultats von
Kawada fir ) -Raume. SchlieBlich betrachten wir Pontrjaginsche
Réume und beweisen im komplexen Fall einen algebraischen Ersatz der
Charakterisierung (7).



1. Nichtentartete Sesquilinear- und Bilinearformen und durch
diese definierte Adjunktionen

s sei X ein reeller oder komplexer Vektorraum (der skalare Korper
K ist R oder C).
Wir henutzen folgende Bezeichnungen

LX) = (T T: X -X.T linear },

R(T) = die Wertemenge der Transtormation 7',
N(T) = die Nullmenge der Transformation 7' .

X = 1{f f: X—K. [ linear }.
M N = die direkte Summe der linearen Mannigtaltickeiten J/ und N,
= die lineare Hiille der Menge {a;...., 2.} .
Fiir einen normierten Raum X wird bezeichnet:
B(X) = (T € L(X) T beschrinkt }.
X* = {f€X' f beschrinkt !.

s seien X und Y Vektorrdume mit demselben skalaren Korper K .
Eine Abbildung b: X Y — K heillt ecine wichtentartete Bilinearform,
falls

(1.1a) D(xy oy — vada . y) = Ny blop o) — o by ).
{1.1h) D npyy — o ls) = b)) — b, y,) .
(1.2a) bx,y) =0, Vy = »r=0,
(1.2b) br.y) =0, Vo = y5=0.

kntsprechend ist die Abbildung b: X <1 — K e¢ine nichtentartete Sesqui-
Linearform, wenn die Bedingungen (1.1a), (1.2a). (1.2b) erfiillt sind und
wenn statt (L.1b) die Antilinearitat gilt:

(l.1c) bl gy — o) = Xpb(.yy) — &b, y,) .

Im Falle K = R fallen die Begriffe Linearitit und Antilinearitit bzw.
Bilinearitdt und Sesquilinearitdt zusammen.
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Wir benutzen eine gemeinsame Bezeichnung fiir die Bedingungen (1.1b)
und (1.1lc):

(1.1d) b,y — Na¥s) — Mbx.y) = bl y,) .

wo ~ —>x eine Abbildung K — K so darstellt. da} 3 = 1 oder I ist.
Die Form b nennen wir danun (x.X) -linear.
Lemma 1.1. Es sei b: XY — K eine nichtentartete (~ . ) -lineure

Form. Wenn {x;,....x.} C X eine linear unabhingige Menge ist, existiert
etne linear unabhingige Menge {y,....,y.} C Y so. dafp b(wi.y;) = 0y .
gilt.

Der Beweis im bilinearen Fall ist zum Beispiel in [16: S. 63} gegeben.
und der sesquilineare Fall ist ganz analog.

Falls X = Y und A4 € “4(X) eine bijektive Abbildung ist und falls
fir alle v,y €X

(1.3) bly.x) = (b(dx.y)
gilt, nennen wir die (x,x) -lineave Form b A -symmetrisch. Besonders
fir 4 =1 (I = die identische Transformation) ist b symmetrisch und
fir A4 = — 1 schiefsymmetrisch. Eine nichtentartete Form kann
A -symmetrisch nur fiir einen Operator 4 sein.

Fir normierte Raume (X', - ) und (Y, - ) ist die Form & be-

schrinkt, falls mit einer Konstante » > 0 fiir alle + € X, y €Y
(1.4) ba.y) = vyl y

gilt.
Es sei b: X xY — K eine nichtentartete (x,a)-lineare Form. und
man erklare

A = {TeLX) AT*€L(Y): b(Ta,y) =blx.T*y) .
A = (S EeL(Y) AS € LX) b, Sy) =S~ a.y).

Diese von b abhingigen Mengen xind Teilalgebren von “4(X) und <£(Y)
(beziiglich gewohnlicher Operationen) so, daf3 sie wenigstens alle skalaren
Operatoren (die Operatoren /41, . %[y ) der entsprechenden Raume ent-
halten.

Die entstehenden bijektiven Abbildungen  x: A" — A" und
4 A — A" (die rechtsseitige und linksseitige Adjunktion) haben die
Eigenschaften

(M Ty + 2 Ty)* = X TF + 5, T5,

(1.5a) . , T, ,T, € A",
(Tl Tz)* - T; T;k .
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(S + W) = ST %Sy
(1.5b) o oo S8, €A
(ASI ‘Sz)‘:— = Ag;- Agi-

und sind durch

(T*)y" = T. TeA.

(1.6) o
(‘Sh)z< — S . -\v E 'f//l .

verbunden. Es gilt — = %71,
IPalls besonders b A -symmetrisch ist, so folgt aus der Gleichung

A w.y) = (bly,x)” = BA A y.20) = ba,d1y),

dall 4 € A" und A* = A1 gilt. Im Falle 7 € <A sieht man dann aus
der Relation

b Ty) = OATy. ) — iy T5 A" = bAT* A v . y) .

daBl 7T €. A" mit T+ = 4 T% 41 uilt. Aut eine ahnliche Weise zeigt
man die Relationen A'c <4 wnd T% = 417+ 4 fiw alle T € A",
Es ¢ilt besonders A = A7

2. Algebraische Definitionen und Resultate

Es seien A und % Algebren itber demselben skalaren Koérpar K .

Definition 2.1. Kine bijelktive Abbildung = : A — % heifft ( & -lineare)
QQuusiinvolution t), wenn sie die Eigenschaften (1.9a) hat.

Die Quasiinvolution = ist Involution. wenn = = =1 (dannist A = % ).
Falls A =B eine Algebra mit Einselement ist und falls ein regulires 2)
Element a € A mit der Eigenschaft x~ = ax*at, 4+ = &1, a% = a1,
existiert. nennt man die Quasitnvolution = a -symmetrisch.

Wenn = a -symmetrisch und 7 7 — | ist.ist = auch ja -symmetrich.
Wenn x eine Quasiinvolution ist. so vilt dasselbe auch fiir die inverse
Abbildung. Wir bezeichnen (wie schon in der obigen Definition) die inverse
Abbildung ' von = mit — und betrachten darum zwei Quasiinvolu-
tionen = und - mit der Eigenschaft (1.6).

dine Operatorenalgebra </ des Vektorraumes X ist dicht, falls fiir
zwei beliebige endliche Systeme |y, ... .. e bl Y1.. . Yn C© X,

f)y  Die »Quasiinvolution» in [13] ist ein anderer Begriff. In algebraischer Literatur
wiirde = vielleicht ecin % -linearer Antiizomorphismus genannt.

3) In ciner Algebra A mit Einselement ¢ ist das Element a reguldr, falls ein
Element a™' € -/ so existiert. dall ala - aa! = ¢ qilt.
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wobei {1’1, ., ¢ lincar unabhéngi gist. ein Operator 7 € .7/ mit
Tei=yi,t=1,.... n . existiert.

Fiir einen V el\tor # € X und ein lineares Funktional f € X’ definieren
wir einen Operator « = f € “L(X):

(2.1) (w =)o = fle)u.

Fiar w0, f=0 ist « = [ ein eindimemionaler 0perat0r (das heilit
dim R(u @ f) = 1), undesgilt R @ f) = V{uj. Nu & f)= N(f). Im
normierten Fall ist der Operator w« & f, u = 0. genau dann beschrankt.
als f € X* gilt (danngilt w = f  f w.wo f = sup! f(0) I
ist).

Jeder endlichdimensionale Operator kann als eine endliche Numine von
Operatoren der Form « - [ darcestellt werden: Is sei 7 € “L(X).
dim R(T) = n (n > 0) und 1wy ... .. u, ) eine Basis von R(T). Dann
definiert die Gleichung

die linearen Funktionale /; (—~ 0% und ex gilt

—
[N
[N

~
~

1
|
1
I

Es sei “W(X) = {7 € /(X)) dim R(T) < =« | die Algebra der end-
licll(lilnnllsi011ale11 Operatoren im Raum X . In einem normierten Fall sci

No(X) = N(X) N BX) erklirt.

Mit Hilfe von Darstellung (2.2) beweisen wir:

Lemma 2.2. Dic Algebiro  NiXy ist dieht. Tw wormierten Foall (<8 el
“No(X) dicht.

Beweis. Es seien (..., .. Fal Y. Ut © N zZwel Svsten= Von
n Elementen, von denen {.up.....ax,} linear unabhangig ist. Weil dic
Bilinearform b: X <X X' — K. b(x, f) = f(x) . und im normierten Fall die
Bilinearform 6% : X X* - K . 6% .g) = g(x), nichtentartet ist (fur
b* folgt das aus einem Satz von Hahn und Banach), kénnen wir die Ele-
mente f; € X' bzw. ¢ € N* .7 = 1.... . n . =0 wihlen. dald

filwn) = bl fi) = 0y

bzw. gij(x;) = 0y ist. Dann gelten fiir den Operator

Z Y =t hzw. S = z Y-
M

i=1

die Bedingungen 7" € “N{X) bzw. S € Wy(X) und



JUKKA SARANEN 11

bzw., Sai =gy, i=1,....n.0

Wenn <A dicht ist und 7 € AN NX), T = 0. Darstellung (2.2)
hat, ergibt sich mit W,€A: Wiwj = dywi. ¢.) =1.. ... . die
Relation w; & f; = W; T € A, und folglich ist 7 eine Summe von ein-
dimensionalen Operatoren in <4 . Fiir eine dichte Algebra 7 sind also
die foleenden Bedingungen aquivalent:

(2.3a) ANNRNX) £ (V).
(2.3b) 2« existiert ein eindimensionaler Operator in -/

Diese Bedingung 1aB8t sich auch algebraisch ohne Benutzung des zu-
srundeliegenden Vektorraumes zu formulieren. [Falls namlich die Algebra
S LX) dicht und falls 4 = « & f € A eindimensional ist. ist

L= AA = {(Twxf) TeA = (Tuy - f Te& 7
— e f reXN;

ein minimales Linksideal in </ 3) . Umgekehrt ist jedes von Null ver-

/

«chiedene Element A eines minimalen Linksideals -Z einer dichten Algebra
cindimensional [16: 8. 65]. Mit den Bedingungen (2.3a) und (2.3h) ist also
die folgende gleichwertig:
(2.3¢) Es existiert ein minimales Linksideal in #

Das minimale Linksideal <4 = {a @ f » € X | einer dichten Algebra
-/ hat auch die Darstellung £ = <4 P mit einem idempotenten Operator
P €L : Man wihle P = u = f. f(u) = 1. Mit Hilfe der dichten Opera-
torenalgebren erhalten wir eine brauchbare Charaktervisievime fiir ein-
dimensionale Operatoren (vel. [5: Lemma 2]).

Lemma 2.3. FEssei A eine dichte Operatorenalgebra des Vektorraumes
N . Der Operator A (+0) € SL(X) ist genau dann eindimensional. iwcenn
die Gleichung AT A =21 A fir alle T € A gilt.

Beweis. Ist 4 eindimensional. 4 = u & f. danu gilt

AT A = AT wy & f=0Gu)&f=7Iw>f)—74.

wobei 4 7T u = 4w ist. Wenn umgekehrt A4 (== 0) nicht eindimensional
ist. existiert eine linear unabhingige Menge {iy .., C R{d). Es se

= Ay . i==1.2. DieWahl T€A: Tay=y,. Ty y . zibtdann

%) Ein Linksideal f = (0) der Algebra <A ist minimal. wenn L keine weite-
ren Linksideale auler </ und (0) enthdlt.
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AT Ay, = ATwy, = Ay, = 2, # Ay = 2 Ay,

fir alle 2 €K . ]

Folgerung 2.4. Es seien A cC LX) und B c <L(Y) dichte Opera-
torenalgebren und x 1 A % eine Quasiinvolution. Wenn T € A ein-
dimensional ist. ist auch T* eindimensional, und die Bedingungen

ANTNX) = (0), BOXY) = (0)
sind dquivalent.
Beweis.  Die erste Behauptung ist trivial wegen der obigen Charakteri-

sierung. und die zweite folgt dann aus den aquivalenten Bedingungen (2.3a)
und (2.3h). 7]

3. Einige Eigenschaften von Adjunktionen

Es seien = und —+ die durch eine nichtentartete (. 3) -lineare Form
h: X -}V — K definierten Adjunktionen. Mit Hilfe der linearen Funk-

tionale /., € X' . b€,
{3.1a) be(x) = b(x . y).
(3.1h) b(y) = (bx.y)

kann man- diejenigen endlichdimensionalen Operatoren 7 € <£(X) bzw.
S €.L(Y) charakterisieren, die einen adjungierten Operator 7% bzw.
N+ beziiglich der Form 5 haben. Also handelt es sich um die Charakte-
risierung der Algebren - A"N “RN(X) bzw. A'NN(Y).

Satz 3.1. Ks sei h: X XY —K ecine nichtentartete (x,x) -lineare
Forim. Fiir cinen Operator T € L(X) bzw. S € L(Y) sind die folgenden
Bedingungen dquivalent:

(a) Te ANNX) bze. SEANN(Y).

(by der Operator T bz, S hat die Darstellung

T = S b bz S = S0 T b, .
= i = i
Es gilt dann
n - n
T = Z Yi < by bz ST = Z i Q) be, .
i1 i=1

Beweis. (a) = (b): Es sei T€ A NRX), T =0. Dann hat T

eine Darstellung

T =>u@fi
i=1
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und aus der Gleichung
Sl Jiw) bi, y) = b(Zl filx) ”Ly) = bTx,y) = blx.T*y)

erhalten wir mit 3, €Y, j=1,...,n, b(x:,y;) = 6;, die Relation

fi@) = b, T*y,) = bT*yi(w) .
(b) = (a): Fiur

gilt

bl a,y) = b(ib(x,yi)xuy) = ib(l*,?/f)b(l'i:y)

i=1

wo T* den Operator

_21 Y @ b";

hezeichnet. []

Wegen der Symmetrie, jedoch die X -Linearitat der Form 4 beziiglich
des zweiten Arguments beachtend, formulieren wir einige Sdtze von nun
an nur einseitig.

Folgerung 3.2. Essei b: XX Y — K eine nichtentartete (x , x) -lineare
Form. Dann ist die Algebra A" 0 R(X) dicht.

Beweis. Falls {@1,...,2.),{#z1,...,2:} ©€ X, wobei {a1..... 2!
linear unabhéngig ist, irgendwelche Mengen sind, erhalten wir mit y, € 1.
j=1....,n, blai,y;) = d;, fur den Operator

j=1
die Relation
Tai = 2 bleiy)z = =,
j=1

was die Dichtheit zeigt. [

Falls A c <(X) dicht ist und falls z, € X ein festes von Null ver-
schiedenes Element ist, existiert fiir jedes x € X ein Operator 4 € </
mit 4 ;= 2. Also im Falle einer dichten Algebra sind die Bedingungen

(3.2a) Ty #£0: a,@f €A,
(3.2b) Va gilt: 2Qf €A,
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iquivalent fiir ein lineares Funktional f€ X'. Mit den Bezeichnungen
X ={b€X yel},
V' = {b,€Y  2€X}.

erhalten wir dann aus Satz 3.1:
Folgerung 3.3. Essei b: X x Y — K eine nichtentartete (~x , x) -lineure
Form. Dann gilt

X = {feX »Qf€A  Va€X}={f€X [Ty #0:2,= €A},
Yo lg€Y yRg€eA VyeY={gel Uy, =01y, = g€ A}

7

Wir haben gesehen, daB fiir eine A -symmetrische Form die Relation
Ar— A" gilt. Auch die Umkehrung kann bewiesen werden, sogar mit
schwacheren Annahmen.

Lemma 3.4. Es sei b: XX Y —~K eine nichtentartete (x . 3) -lineare
Form und A c A eine dichte Algebra mit AN R(X) = (0) so, dafp
w(A) (die Bildalgebra von A unter der Adjunktion x ) auch dicht ist.
Dain gilt AN RX) = A NNRX) .

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB /7N XN(X)c /N NN\ uilt.
Fox sei

ein beliebiges Element von <A N “N(X) . Weil /N N(X) € AN~
ist. hat jeder endlichdimensionale Operator von </ die Form

m
4 N
Z v @ by,
i i

wo r, 2 b €/ wegen der Dichtheit von <A gilt. Weil <A N "N(X) = (0)

ist, gibt esl ein y, so. da x ® b, € A fiir ein von Null verschiedenes
» und damit wegen der Dichtheit auch fir alle » gilt. Aus y, = i;x =
(x % b, )* € 2(A) sehen wir unter Beriicksichtigung der Dichtheit von
#( A, dall ¥y ® by € #(A) fir alle v € X, y €Y ¢ilt. Es folgt daraus

n ~

T* = 2 4 @ by, € %(H)
i=1

also T = (T*)* € L (x(A) = A. []

Satz 3.5. Fir eine nichtentartete (x ,x)-lineare Form b: X » X —K
sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(a) b st A -symmetrisch fir ein A,

(b) Es gibt eine dichte Algebra A c A A ANNX) = (0)
so. dafp #(A) = A.
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Beweis. (a) = (b): Es geniigt A = A" = A" zu wihlen und Folge-
rung 3.2 zu beriicksichtigen.

(b) = (a): Fir alle «,z €X gilt v ® b, € A (Satz 3.1, Lemma 3.4)
mit (2 ® b,)* =28 b.. Es sei z ein festes von Null verschiedenes Ele-
ment. Dann ist = ® b, ein hochstens eindimensionaler Operator von

und hat darum die Darstellung z & bNx =2 ® b, fiir ein geeignetes von
x abhéngiges Element 2’ € X. Wegen z 3 0 ist die obige Gleichung
aquivalent mit

b@,y)” = by, ) fir alle y € X .

Aus der Nichtentartetheit folgt die Eindeutigkeit des Elements ', und
die Definition Ba = 2’ gibt dann einen Operator B € 4(X). Dieser
Operator ist wegen der Nichtentartetheit injektiv und epijektiv, weil jeder
eindimensionale Operator von </ das Bild eines eindimensionalen Operators
von A in der Abbildung = ist (Folgerung 2.4). Mit 4 = B! ergibt sich

bly.x) = bly,BAdax) = 0dx,y)” .

Wir betrachten die Algebren <4 und <A' noch von einem anderen
Gesichtspunkt. Fiir eine nichtentartete (x , x) -lineare Form b: X ¥V — K
bezeichnen wir

br, €X't bp (v) = b(Tax,y), Va€X,

bos €10 b y) = (. Sy) . Yyer.

Lemma 3.6. FKEsgilt /" = (T € L(X) b, €X,Vyel}.

Beweis. Falls 7' € /" gilt, 50 ist by, () = T x,y) = b, T*y),
woraus by, € X* folgt. Andererseits, wenn by, € X7 fiir alle y gilt,
existiert ein Klement z € ¥ mit der Eigenschaft

b(T w.y) = by (x) = blz,2) fir alle € X .

Die Eindeutigkeit dieses Elements folgt aus der Nichtentartetheit der Form
b, und die Gleichung 7%y = = definiert dann die erforderte Trans-
formation 7% € <L(Y). _] »

Satz 8.7. Fiir cine nichtentartete (x , x) -linearer Form b: X x Y —>K
sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(a) NX) € A,

(b) Xr = X".

(c) A = L(X).

Im normierten Fall sind fir eine beschrinkte nichtentartete (x , x) -lineare
Form die Bedingungen

(2) RyX) € A,
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(by Xr = X*,
(¢) BX) c oA,
dquivalent. Fir einen vollstindigen Raum X ist die Bedingung (¢’) durch
(€7) MB(X) = A
ersetzbar.
Beweis. (a) = (b): Folgerung 3.3.
(b) = (¢): Angenommen X" = X' ist, gilt

A = {TeLX)| by, €X', VyeY} = LX).

(') = (b’): Fiir eine beschrankte Form gilt X c X*. und aus 3.3
folgt unter der Annahme X (X)c A"

X = {f€eX axfe A, VreX]
DI{feXN a2 RfeENX). VreX ] = X*.
(b} = (¢’): Falls X* = X" und b/ beschrankt ist, gilt
A = {T €LX) by, €X* Vyel} D PB(X) .

Im Banachschen Fall gilt auch A" V(X)) . denn aus v, — 0, T, — 2.
T € A folgt fiir jedes Element y € }

¢ o= Limb(e,, T*y) == ImbT 2., y) = bz.y).

Wegen der Nichtentartetheit von & ¢ilt also 2= 0, und dann ist 7'
als ein abgeschlossener im ganzen Raum detinierter linearer Operator eines
vollstiandigen Raumes beschrankt. ]

Wir sind vorwiegend fiir den Banachschen Fall interessiert. Die Folge-
rung (a’) = (¢”’) des obigen Satzes kann zur Erweiterung einer gegebenen
Quasiinvolution folgendermaflien benutzt werden: Es sei gegeben eine
Quasiinvolution x: A %, AcCcNBX), B cBY), wo X und ¥
Banachriume sind derart, daB N, (X)c A und Ny(Y)c P eilt.
Wenn = als eine durch eine beschrinkte nichtentartete Nesquilinear- oder
Bilinearform definierte Adjunktion dargestellt werden kann. beschlieBen
wir aus (a’) = (¢”), daB man = auf “B(X) (als eine Quasiinvolution)
so erweitern kann, daB =(“%(X)) = (1) cilt. Das ist immer der Fall
(Folegerung 5.7).

4. Konstruktion (~,x)-linearer Formen in einigen minimalen Idealen

In diesem Abschnitt seien </ und % Algebren itber demselben Korper
K, und sei s: A=Y eine « -lineare Quasiinvolution:

(&7 X, - A Xo)F

2 2

= X xF 4 xxF, (xyv)F o= yExF, 4+ = st
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Nehmen wir an, dal <4 die folgenden Bedingungen erfiillt:
(4.1) Es gibt ein minimales Linksideal in <A .
(4.2) Fir alle von Null verschiedenen Ideale Vc <A gilt 1 = (0).

(Das heiBit: Es existiert x € und y € mit xy 7 0).

Falls <L c <A ein minimales Linksideal ist, folgt aus (4.2), daB
Lo=Ap, P =p(£0) ¢ilt, wo p Ap eine Divisionsalgebra ') mit
dinselement p ist [16: S. 45, Lemma (2.1.5)].

Wenn </ eine komplexe Banachalgebra ist, gilt dann nach dem Satz
von Gelfand und Mazur [14: S. 189]:

(4.3) Fir jedes x € A und a € <L existiert 2 €K derart, daB

axa = /Ja ilt .

s

Im reellen Fall und in dem komplexen Fall, wo keine Norm erklért ist,
zeigt sich die Erfullung der Bedingung (4.3) komplizierter. Wir werden
dieses Problem hier nicht untersuchen, und verwenden (4.3) im folgenden
Satz als eine zusétzliche Annahme.

Satz 4.1. Es sei vorausgesetzt, dafy <A den Bedingungen (4.1)—(4.3)
mit einem minimalen Linksideal “L = Ap, p* = p, geniigt.

Dann ist <L, = B p* ein minimales Linksideal in % , und es gibt eine
his auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmte (x , ) -lineare Form
by “L£xLy—K mit der Eigenschaft

(4.4) byzx,y) = by(x.z*y), Vx€UL,Vye€L K Vze€A.

Jede solche von Null verschiedene Form ist genaw dann nichtentartet, wenn
die folgenden Bedingungen mit "N = p A erfullt sind:

(4.5a) ‘Wx = (0),x€L = x=0,
(4.5b) XL = (0), x€X = x=
Beweis. Weil auch p* € %3 idempotent ist, weil p* “% p* eine Divi-

sionsalgebra ist und weil Bedingung (4.2) auch fiir % gilt, definiert

Ly =% p* ein minimales Linksideal in 3 [16:S. 45, Lemma (2.1.8)].
Es seien x €. y €<L,. Dann ist x=xp, y = yp*, und wir
erhalten

yix = (yp*)"xp = py"xp = by(x,y)p-

Diese Gleichung definiert die (x , &) -lineare Form b,: L X%, — K so,
dal

1) Eine Algebra mit Einselement wird Divisionsalgebra genannt, wenn jedes vom
Nullelement verschiedene Element regulir ist.
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bizx,¥)p = yF@x) — @Fy)x = byix,z*y)p
gilt. Es sei b, auch eine (4.4) erfiillende Form in “£x<4;. Dann gilt

Bix.¥) = byx, ¥y p¥) = By x.D%) = bhbx,¥)D. DY)

- bl(p s p\b) bO(X : }') .

Die letzten Behauptungen sind trivial, weil X = -+ (£,) ist. []

Die Konstruktion im obigen Satz ist nicht effektiv genug fiir die Be-
trachtung der Symmetrieeigenschaften von einigen (v . A) -linearen Formen
in Vektorraumen.

Satz 4.2. Hs sei A =" und =: A — A cine N -lineare Quasi-
involution. In allen minimalen Linksidealen <L C /' mit den Eigenschaften

(a) <L = (0),

(b) axa = Aa fir alle x €A, a €L,

() (+£L)x = (0), x€L = x=0,

(d) (=£)x = (0), x€L = x=0,
kann man eine bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmte nichtent-
artete (x . ~) -lineare Form b, : <L <L — K so konstruieren, dafs

(4.6) Dylzx,v) = by(x.z*v). Vx€L, Vvel,Vze A,

gilt.

Beweis. Ks gibt zwei (a priori) Moglichkeiten

(1) Epe<L: p*p # 0,

(2) Fiir alle p€<L gilt p*p = 0.

Tatsichlich wird es sich zeigen, daB firx K =C und ¥ =& nur (1)
moglich ist (und in den Fallen K = C oder = R und ¥ = » sowohl (1)
als (2) moglich sind).

Fall (1): Es sei p€<L: p*p 0. Weil Ap*pc<L und Ap*yp
ein Linksideal in </ ist. gilt wegen der Minimalitit von <£ entweder
A p*p = (0) oder A p*p =<L. Wire 4 p*p = (0). kénnten wir aus
der Relation (s <£) p* p € A p* p = (0) auf einen Widerspruch p*p = 0
schlieBen. Also gilt £ = A p*p.

Es seien x,y €<L: x=x"p*p. v=1yp*p. x'.v € /. Damn
ist

ViX = (Yp*p)fxX'p*p = prpy X ptp
= Ph(x,y)p = by(x.¥) PP
Wegen p*p 5 0 gilt auch p*p = (p* p)~ = 0. und darum definiert die
obige Gleichung eine (x ,x) -lineare Form b,: <L <L K.
Fall (2): Es sei p ein festes von Null verschiedenes Element aus £ .

Infolge der Bedingung (d) gibt es ein Element ¢ € £ so, dall q*p # 0.
Aber weil p - Aq €L fiir alle 2 € K ¢ilt. erhalten wir
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P+iq*@®P+4iq =0, VIEK,
oder

P¥p + /‘.p*q+}:q*p+ liq*q =0, VJ.I€EK.
und folglich
Ap*q -+ /‘Tq*p =0, VJ1€EK,
weil p*p = q¥q=10.

Falls K =C und 2= 1 ware, konnten wir mit 4 =1 und 2 =1
die Relationen p* q = T q*p erzielen, das heift q*p == 0. und dies
ist nicht moglich. .

In den anderen Fiallen (K =C mit 2= /4, K — R”)) erhalten wir
q*p = —p*q#

So wie in Fall (1) ist die Relation <£ = </ q* p nachzuweisen. und
fir x.v €L, x =x"g*p. v=1y q*p erhalten wir

VX = (=Y prQXgtp = = qrpy X QRp = b(x v gD
Weil p*q = 0 ist, gilt qtp = (p*q)t % 0, und die Gleichung definiert
eine bilineare Form by: Lx<L —~K.

Die Eindeutigkeitsaussage und Gleichung (4.6) werden wie im Natz 4.1
bestétigt.

Die Nichtentartetheit folgt aus den folgenden Relationen fiir x € °L :
(=L)X = (0) = Yy ' x = 0. VVvE€L = px.v) = 0. VveEL,
(xL)x = (0) = yvi*x =0, Vy€<L < x v =20.VyveL
< byy.x) = 0, Vye<L.[]

Beispiel 4.3. Es sei <A eine Matrixalgebra iiber K, K ist R oder

C:
A B\
A {(; é) LByl d GK},

in der die Operationen wie iiblich definiert sind und in der eine lineare
Involution = durch die Zuordnung

A*:( O_ﬂ> fitr A:(”3>
-y y 0

cegeben wird. Dann gilt

w4 [x0—1Py 0
A A_( 0 o —py)’

% Ein Beispiel der Moglichkeit von (2) in diesen Féllen wird nach dem Beweis
uzegeben,
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wo x0 — gy = det A = 0, wenn A zu einem minimalen Linksideal

Loin A gehort (denn A ist notwendigerweise nichtregulir). In diesem
Fall gilt also (x<£) <L = (0).

Wir betrachten separat die Symmetrie- und Beschranktheitseigen-
<chaften.

Folgerung 4.4. FKs sei = eine Involution und b, die im obigen Sutz
Lonstruierte Form. In Fall (1) ist by, symmetrisch und in Fall (2) schief-
synnetrisch.

Beweis. Fall (1): Esgilt y*x = by(x.v) p* p . und die Behauptung
folgt aus der Relation

(y  X)PED = XFy = (R X)* = (Gy(x . V) PFD)* = (B(x . x)T Pt
Fall (2): Es gilt y*x = by(x,y)q*p und darum
ho(V . X)qFp = x*y = (By(x,¥) q* P)* = by(x,y)p*q
= —by(x,¥)q*p. [

Wenn insbesondere die Quasiinvolution % a -svmmetrisch ist,

x*=ax¥al, a* = a1, folgt aus der Darstellung

VEX = by(x,v)g. g=p p oder q*p
die Relation
by . X)) g% = (xFy)* = y*x = alyrax = al(yTax)
= a7l ((aly)tx) = alh(x,ay)g
= hy(x,a*y)alg = hlax,y)alg
= bhylax,y)italyg fiir 220,

und damit die Relation
(+.7) D(v,x) = (Blhax,y)) <« g¥ = italg, /.= 0.

Die linke Seite bedeutet, daf die Form b, 7', -symmetrisch ist. wenn man
T.€2(CLY) so setzt, daB

T.x = ax, Vxe<L,
ist.

Es seien (A ,} ) und (93, |-|) normierte Algebren. Dann xind
(<L ,¢+) und (<4, - ) normierte Réume, und die Operatoren
T..a€ A und Ty, b € 3, sind stetige Transformationen beziiglich der
entsprechenden Normen:

17 x| a x]]

(4.8) Tyl = sup ——— = sup
0#x€L ‘.EX“ 04x€L EEXH

IA
-

entsprechend [Th] =< |b| .
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Satz 4.5. Hs seien (A, -|) und (%, |-!) normierte Algebren.
Ferner setze man foraus, dafi die Annahmen von Satz 4.1 bzw. 4.2 gelten.
Dann sind die  Reprisentationen a —>To, A — B(L) und b—Th,
B ML) stetig. Wenn = oder - stetig ist, sind die in Satz 4.1 bzw.
Sats 4.2 konstruierten Forwen by stetig beziiglich der entsprechenden Nor-
men.

Beweis. Eszilt v-x = hy(x,v)g und x*y = (by(x,y)) g*
¢=7p. =7p"poder = q*p ist. Dann erhalten wir:

wobel

bo(x.y) = @iy xio= eyl = Allgli—t X iy
wenn - stetig ist, und
bo(x.v) = g¥tx*y, = g¥ T x¥y =y g* |y

wenn s stetig ist. !

5. Eine Anwendung auf Operatorenalgebren

In diesem Abschnitt wenden wir die Sitze des vorigen Abschnitts auf
dichte Operatorenalgebren mit minimalen Idealen an.

Satz 5.1. FHs seien A wnd % dichte Operatorenalgebren der Vektor-
riwme X und Y so.dafi AN N(X) = (0) gilt, und sei x: A%
eine N -lineare Quasiinvolution. Dann gibt es eine bis auf einen konstanten
Faktor eindeutig bestimmte nichtentarte (x , x) -lineare Form b: X %Y —~K
so, dafs

(5.1) WL . y) = b . THy). Ye€X,VYyeYy, VIeA,

gilt.

Beweis.  Weil -/ N N(X) = (0) ¢ilt, ist Bedingung (4.1) erfillt. Falls
T € A von Null verschieden ist, Ta =y % 0, kann man U € </ so
wihlen, da3 7y = a gilt, und dannist 0 = T U T € P mit O, T €.
Also ist auch (4.2) erfiillt.

Weil alle Elemente cines minimalen Linksideals von <A héchstens
eindimensionale Operatoren von X sind, ist (4.3) erfullt (Lemma 2.3).

Essei “L = AP, P = - f.flu) =1, ein minimales Linksideal in
A und ‘N = P /. Fallsx T €-L von Null verschieden ist, 7' = » = f.
x = 0, ergibt sich mit 4 €. /. 4+¢XN(P),

PAT = (PAx)yRf = 0,
und (4.5a) ist erfillt. Fiir (4.5b) bemerken wir die Aquivalenz

AL =0 = (dr) f=0.Vre€X = Adxz =0,Vae€X.
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Aus Satz 4.1 folgt die Existenz einer solchen bis auf einen konstanten
Faktor eindeutig bestimmten nichtentarteten (x.X)-linearen Form
by: Lx L, K, L = %P+, daB

b(UT,S) = b(T,U*8), YTe€L. VSe.L  VUe€A,
gilt.

Falls <L, ={yQg | y€Y}, g€ . sind die Abbildungen
z—>x®@f: X—-L und y—-y & g: Y — L Tsomorphismen (linear
und bijektiv), und durch

b@,y) = by(x = f.uy -y

wird eine nichtentartete («, ) -lineare Form 4: X 1T —K <o ein-
gefiihrt, daB3

W, y) = (L) @F.y ©g) = b (r = f).y s g)
= b @f,T*(y @ g)) = blw 2 f . (T*y) = g)
= b(x, T*y)

ist. Die Eindeutigkeitsaussage gilt wegen der entsprechenden Eivenschaft
von b,. []

Lemma 5.2. Es seien <A eine dichte Operatorenalgebra des Vektorraumes
X mit ANRX) £ (0) und % eine Quasiinvolution x: A — A Fir
ein minimales Linksideal L G A gilt

x<L)YT =(0). T€L = T -0,

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dall fiw 7€ £ . T -0 ein U €L
U*T 0, existiert. Fir £ = AP und T =0 kinnen wir wegen
P* £ 0 und wegen der Dichtheit von <A einen Operator S € &/ mit
P¥STe =0 wahlen. Mit U = S+ P erhdlt man 7€ AP — <L und

U*T@ = (S+P)*T(’ = P*A,\',‘(‘ = (.

Satz 5.3. Es seien </ eine dichte Operatorenalgebra des TVektorraumes
X mit ANNX) = (0) und = eine X -lineare Quasiivrolution in A .
Dann gilt:

(a) Jede Bedingung (5.1) erfillende nichtentartete (x . x) -lineare Form
b ist B -symmetrisch fiir einen (von b abhiingigen, Operator B°).

(b) Wenn = A -symmetrisch ist, gilt B =74, J o= 1.

(¢) Falls K=C und &= & Iist, geniigt = der Bedinguny

(5.2) AT, € A: dimRT,) =1. TFT, =0.

% Wenn K = C und & = « ist, gibt es einen festen Operator B derart, daB
alle diese Formen 4 B -symmetrisch (2 = 1) sind. Wenn == x ist. sind alle
Formen b symmetrisch fur einen festen Operator 5.
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(d)  Wenn x eine Involution ist, konnen wir die Form b symmetrisch
withlen vorausgesetzt, daf3 (6.2) erfallt ist. Falls (5.2) wnicht erfallt ist. ist
L schiefsymmetrisch.

Beweis. Eigenschaft (a) folgt aus Satz 3.5, und der Beweis von
Satz 4.2 zeigt die Richtigkeit von Behauptung (c). Fiir weitere Symmetrie-
eigenschaften konstatieren wir, dal aus dem obigen Lemma und Satz 4.2
(vgl. auch den Beweis von 5.1) die Existenz einer (x, x) -linearen Form
hy: <Lv<L —>K,wo <L ein minimales Linksideal in -/ ist. derart folgt,
daly 7)

T+8S = b,(S,T)G. G=P~P oder G=Q P,
eilt.
Behauptung (d) folgt aus Folgerung 4.4 weil v, y) =

bl & fsy @ f), L = {x®f| a€X} auch eine (5.1) erfiillende Form
in X definiert.

Es sei T+ = AT*A1, A*=A4"1. Wenn P =u&[f ist, gilt
wegen P+ P # 0 auch Ptu # 0 und darum wegen der Eindimensionali-
tat von P~

PrAP = (PrA4u)Qf = tPru)Qf = &P P.
Weiter erhdlt man
P# A5 P — (P AP)* — (§P-P)* = EP*P.

oder

AP+ AA*P = EAVPYAP.
Es folgt wegen A4* = A1

PrP = EP*AP = EEPTP.
also ist ££=1.

Entsprechend beschliefen wir die Relation @+ A4 P = x @+ P und
tolglich

PEARQ = BP*Q = — i QFP.
woraus folgt A1P+Q = — uA1Q- AP, also
PrQ = —pQ+ AP = —pu@ P = upbPQ.

Auch in diesem Fall ist pp=1. N
Die Relationen P* AP = §P+P,Q AP = uQ+"P, 8= pnu=1
bedeuten, dafl immer

) Wir benutzen dieselben Bezeichnungen wie in Satz 4.2. nur die kleinen Buch-
staben werden durch die groflen ersetzt.
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G¥ = nA1q, ni=1,
und darum wegen der Aquivalenz (4.7) auch
W(T .S) = (B(AAS,T) . 7i=1,

ailt.  Hieraus ergibt sich die Behauptung (b) mit Hilfe von by(x . y) =
bow = foy = f). U
Wir betrachten die Beschrianktheitseigenschaften der Form b .

Lemma 5.4. FKs seien A und % dichte Operatorenalgebren der Vektor-
rdwme X und Y omit AN NX) = (0) so, daff (ALl und
(‘¥ . ) Banachalgebren sind, und sei s : A — % cine Quasiinvolution.
Dann ist = ein Homdéomorphismus.

Bewies.  Wir definieren in </ eine neue Norm . - | :

T, = T*, YTe€A,

Weil ("%, - ) eine Banachalgebra ist, ist auch (<A |- |) eine Banach-
algebra. Aber wegen der Dichtheit von A und wegen der Relation
ANX(X) = (0) sind alle Banachalgebranormen in <A aquivalent [16:
S. 73, Corollary (2.5.10)]. Dann folgt aus den Ungleichungen

T =Ty = piTl, YT e,
die Relation
TH = Tl = §|T|, VTeA,
und damit die Stetigkeit von #, und aus der Relation
VIS = I8 = (S = 8, VSes,

folgt die Beschrinktheit von -+ = 1. []

Satz 5.5. Fs seien A und ‘% dichte Operatorenalgebren der Vektor-
rdwme X und Y mit AN RX) = (0) so, daf (A, | -|l) und (B, - )
Banachalgebren sind und sei = : <A — % eine Quasiinvolution. Dann gibt
esin X und Y wvollstindige Normen ' -1l und |- so, daf beziglich dieser
Normen A c B(X), BcBY) gilt, und dafp jede (5.1) erfillende
(x . ) lineare Form b beziglich dieser Normen beschrinkt ist. Weiter gilt
Al =14y boe. B Z !By, wo - buwe. - die entsprechende Operator-
norm ist,

Beweis. Esseien u € X, v € ¥ zwei von Null verschiedene Vektoren.
Weil -/ und "% dicht sind, definieren die Gleichungen

= inf{ T, Tu=2a, T€A,

i

yl = inf{ |8, Sv—y, S€NB},

die Banachnormen -/ und |-] in X und Y so, daB A c “B(X)
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und ‘¥ c B(Y) mit ||4]] =< ||4],, !Bl = |B], gilt [16: S. 52. Theorem
(2.2.6)]. Wenn weiter

L ={a@f|x€X}, fEX.
L ={y®glyeY}, g€,

minimale Linksideale in <A und “% sind, sind die von den Isomorphismen
r—=a 3 f,y—>yXg definierten Normen | -|j: x|, = [ R fl,.

1t ¥yh= 1y ® gl, dquivalent mit den Normen |- || und |- [16:S. 67.
Lemma (2.4.13)]. Mit den fritheren Bezeichnungen folgt aus der Stetigkeit
von = und aus den Aquivalenzen ||| ~ ‘|, || ~ !} die Ungleichung:

b, y) = b fy@9 =y ik fliy e g,
= ' ey lyh = IRl lyi. O

Folgerung 5.6. MWenn (X ,!- ), (Y, !l DBanachrdume sind und
% Banachalgebren beziiglich entsprechender Operatornormen 1+ .
-y bezeichnen, gilt b, )| = v o [y -
Beweis. Wenn |af = inf{|T},| Tu=2a, T € A} ist, gilt fir
. Tu=2a

llly = 1T uly = [T l1ello -
woraus ) = o toajl, folgt. Aber dann sind die Banachnormen
und | -, bzw. - und |- |, dquivalent. []

s folgt direkt aus Satz 3.7:

Folgerung 5.7. FEs sei %: A — "% eine Quasiinvolution, o/ und
"% Banachalgebren beziiglich der Operatornormen der Banachriwime X und
Y oso sind. daff NyX)c ACWX) und RNUY)yc b Y) gilt.
Dann kann = auf (X)) soerweitcrt wepden, dafi = 5(X) = 5(Y) ist.

Wir bemerken noch, daf3 Satz 3.7 und Folgerung 5.6 die Charakterisie-
rung aller solchen nichtentarteten Bilinear- oder Sesquilinearformen
h: XY —-K (X und Y Banachraume) ermdoglichen, die fiir jeden
beschrankten Operator einen beschriankten adjungierten Operator definie-
ren:

Satz 5.8. Fiur eine mnichtentartete Bilinear- oder Sesquilinearform
h: XxY—K, wo X und Y Banachriume sind, sind die folgenden
Bedingungen dquivalent:

@) A = BX), A = W),

(b) BX)C A, DY) A, «(BX)) = B(Y).

(¢) b st beschrinkt, und es gilt X' = X*, Y' = Y#*,

Beweis. (a) = (b): Trivial. (b) = (¢): Folgerung 5.6 und Satz 3.7.
(¢c) = (a): Satz 3.7. []
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6. Charakterisierung einiger indefiniter Riume mit Hilfe einer Involution

Es sei X ein Vektorraum und & eine symmetrische nichtentartete
Sesquilinearform darin (dann benutzen wir die Bezeichnung »Skalar-
produkts).

Den Raum (X, )) nennen wir einen f) -Raum, wenn ein Hilbertsches
Skalarprodukt [ -} und ein beziiglich dieses Skalarprodukts beschriank-
ter Operator .J so existieren, dafB

(6.1) b,y = [Jalyl, Va,y €X mitJ —J1— ji*

ist. wo {x] die Adjunktion beziiglich des Skalarprodukts [ -] bezeich-
net. Die Form % ist dann |- -beschrinkt; - =— 7.

Wir nehmen an, daBl (X, 5) ein “J-Raum ist. Aus der Nichtentartet-
heit von b folgt. dall alle Banachnormen, beziiglich deren & beschriinkt
ist, dquivalent sind [2: Theorem 4.2]. Dadurch werden im Raum X eine
nur von / abhingige vollstindige majorante Normtopologie und die
Klasse “%(X) definiert. Wenn wir nicht anders erwiahnen, meinen alle
topologischen Begriffe im folgenden diese Topologie. Das indefinite Skalar-

produkt 7 bestimmt eine antilineare Involution * mit A" — A — CB(X)
und
(6.2) T = JTI™.J,. Y TeXX).

Wenn wir P. =

Lo

(I +J)y, P.=%(I —J) definieren, gilt
(6.3) J=P. P, I—p.p_

und P* = Pl = p, — P
Die Projektoren P. und P_ bestimmen im Raum X eine Zerlegung

(6.4) X =X, 0 X_,
wo X = R(P.). X_= R(P_) abgeschlossene Teilriume sind und die
Summe direkt und orthogonal beziiglich sowohl & als [-7-] ist (das
heilit b(w.y) =[v.y]l=0 firalle xt€X., y€X_ ailt.).

Weil b, y) =[x y]., «,y €X. wnd b, y) = — @ y].
e,y €X_ . sind (X.,0) und (X_, —b) Hilbertraume. Die Hilbertschen
Dimensionen von Réumen (X.,b), (X_.—b) sind von der Zerlegunyg

unabhangig. Das folgt leicht aus [12: S. 109, Lemma 1] unter Beriicksichti-
gung der Aquivalenz der majoranten Normen. Wenn insbesondere die
Relation

(6.5) mn{dmX. , dmX_} =k, k=012 ...

gilt, heiBt der ')-Raum (X ,b) ein k -indefiniter Pontrjaginscher Rawn .
Wenn speziell & = 0 ist,ist (X, b) oder (X, —b) ein Hilbertscher Raum.
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Es sei A eine solche x -involutorische Teilalgebra von ‘%(X) (das
ist x(A) = A). daB J € A gilt. Dann ist <A auch [*]-involutorisch
und weil die Hilbertsche Adjunktion [%] der Bedingung

(6.6) T 0. Te€A = T=0,
geniigt, gilt fir =: A — 7
(6.7) T#JT = 0. T€A = T=0.
Sei umgekehrt (-4 . - ) eine dichte Banachalgebra des Vektorraumes

X mit der antilinearen Involution x derart, daB A N “N(X) == (0) ist.

Gemall Satz 5.5 existiert eine bis auf einen von Null verschiedenen
konstanten Faktor eindeutig bestimmte nichtentartete Sesquilinearform b
in X so. dafl

(6.8) WT v . y) — bl T#y). fivalle v.y €X, TE€A

oilt, und eine bis aut die Norméquivalenz eindeutige vollstindige Norm
des Raumes X Dbeziiglich deren die Form b beschrinkt ist. Eine solche
Norm wird mit @ = inf{ 77 Tu=2a, TE€A}, u+0, definiert.
(Vgl. Beweis von 5.5.)

Die Menge aller (6.8) erfiillenden Skalarprodukte sei mit SP(x) bezeich-
net. v Skalarprodukte 6, .0, € SP(x) gilt b, = 21b,, 0 2 1 €ER .

Nach [16] wird eine normierte ()peratorenalgebla (<A, +]) eines nor-
mierten Raumes (N . - ) ~tark (rreduzibel genannt, wenn fiir jedes Ele-
ment y eine Konstante ~, =o existiert, dafl fur jedes «, |z =1 ein
TeA mit Tw=y. T < \ zu wihlen ist. Der emgefuhrte Begriff
ist beziiglich der Normaquivalenz der gegebenen Normen in </ und in
X invariant.

Satz 6.1. FEs sei (<A .| -) eine dichte vollstindige Operatorenalgebra
des Vektorraumes X mit der antilinearen Involution = derart, dafy I € A
und A QXX = (0) ist,und sei (<A )| - |) stark irreduzibel beziiglich der
Norm - ¢ & = infy T Tu = 1} u#=0. Wenn emm Element
J o= JF = J1 €. A so cxistiert. daf3 die Bedingung (6.7) erfullt ist, gilt

(a) SP( <) = O und rlze Form b € SP(x) hat die Darstellung b(x , y) =
(S y] oder bl .y)="[—Jr yl] mit einem Hilbertschen Skalarprodukt
[-i-] so, dap J «)f,lbcfl(’]jll'/lg('éi'f bezuglich [ - -] st

(b)Y  Die Norm - . » ==[o x)'7 definiert die majorante Topologie
von b .

(¢)  Die Operatoren von </ sind beschrinkt beziglich der Norm -
mit T =~ T . wo - dic entsprechende Operatornorm ist.

Beweis. Es sei [x]: A —A; T = JT*.J. Eine einfache Verizi-
fierung zeigt, daB [#] eine antilineare Involution in A mit J&* = J
ist. Es gilt dabei die Bedingung (6.6). Dann folgt aus [15: Theorem 4.4]
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(vgl. auch [16: S. 264, Theorem (4.10.7)]), daB3 ein Hilbertsches Skalar-
produkt [:]-], so existiert, daB [T & 'y}, = [+ THy], fir alle
v,y €X, T €A gilt und daB die entsprechende Norm - | mit |- |
aquivalent ist. Wir definieren ein Skalarprodukt b, : by(e . y) = [Ja ly), .
Dann erhalten wir

b(Ta,y) = [JTw |yl = [« TFJy]|
= [JJa | TH¥ Tyl = [Jao ] TH Ty,
= by, J THET ) = byl . T* y).

also gilt b, € SP(x) . Wenn b = 78, ein beliebiges Element aus SP(x)
ist, «ailt

bx,y) = Ayl = [Jyo y). J,=J oder —.J

wo [-1-]=|A[-! ], ein Hilbertsches Skalarprodukt und .J; selbst-
adjungiert beziiglich [-]-] ist.

Aus der Aquivalenz der Normen -, und .- folgt die Aquivalenz
der Normen |-|. lol =[x |2]"® und " . und darmn zelten auch (b)
und (¢) (Satz 5.5). []

Folgerung 6.2. FEs sei (X, - ) €in Bunachicin: vpd /7 cine be-
ziiglich der Operatornorm | - 'y wvollstindige Teilalgebra ron 5(X) mit der
antilinearen Involution x so, dafy 1 € A wund “RNy(X)c A gilt. Falls
ein Element J = J* = J-1 mit (6.7) existiert. sind die majoranten Normen
im Krgebnis des obigen Satzes der wrspritnglichen Norin dguivalent.

Beweis.  Sei [I-]l: &l = nf{ 1T, Tu=uo.T€ /" u=0.
Weil die Normen [I-{, und |l -] &quivalent «ind (vgl. Beweis von Folge-

I

rung 5.6), geniigt es zu bemerken. dafl "N (N} stark irreduzibel ist. Aber

man kann ~, = », wihlen, denn nach einem Natz von Hahn und Banach
gibt es fiir 2 = 0 ein beschranktes Funktional f. flr) =zl ifi=1

und dann erfiillt 7 = y = f die Relationen 7 € "N, (X}, T o = f(x) y = |
Tl = If1 140 = 9 0. wenn g =1 ist.

Bemerkung 6.3. Wegen b(x,y) = [Jx  y] oder ble.y) = |[— Ja y]
st (X ,b) ein k-indefiniter Pontrjaginscher Rcwm. wenn die zusdtzliche
Bedingung

min{ dim R(L - J), dm R(J — .J | = Fk

erfullt ist.

Wir betrachten die Eindeutigkeit von .J .

Definition 6.4. Es sei <A eine Algebra mit Einselement und = eine
Involution in A . Die Elemente a ,b € A sind unitir dquivalent (in <A ),
wenn ein regulires Element u € A so existiert. dafi b = u*au. u* = u!
gilt.
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Satz 6.5. s sel (X ,b) ein ) -Raum, und seien J , J; zwei Opera-
toren fir die Darstellung (6.1) gilt. Dann sind J und J, unitir dquivalent
in “%(X) (beziiglich der von b erzeugten Involution x ).

Beweis. Fiir die entsprechenden Zerlegungen

X =X X . X =X0gx0
kénnen wir wegen der Hilbertschen Isomorphie der Raume (X4 ,¥5).
(XU, b)) und (X .—15)., (XP, —h) bijektive lineare Abbildungen
' X == XY und W X — X" <0 definieren, daB

DV Vy) = by fiir alle z,y € X.,
W, Wy = b,y fir alle »,y € X_,

ailt.
Mit der Definition

B e R LI fir == a2, €X. . xo € X
erhalten wir dann eine bijektive lineare Abbildung U : X — X mit der
Kigenschaft

DU, Uy) = oV aee —Wao Vy. + Wyo)
= (Voo Vg = bW oo, Wy) = blxe, ys) + ble—, y-)
= bl =yl =yl = bla.y).
Also ist U" € “%(X) {2: Theorem 7.5]. Dann gilt auch U1 € ‘¥(X) . und

die Relation (U x.y) = I 0 17 UVy) = bx, Uly) zeigt. dal
U = U-1 jst.

Weiter erhalten wir fur ¢in Element » = v_ — a_
CHJy U = U (Vo — WWal) = U2 (F o — Wan)
= a. —a_ == Ja. []

Wir betrachten die Annahmen in Folgerung 6.2. Es seien besonders
A = %(X) und J = J* = .J- so. daB die Involution = die Bedingung

J¥ = J7' und Bedingung (6.7) besteht auch dann, wenn anstelle ./ der
Operator — .J, oder — ./, uesetzt ist.

Sei umgekehrt J, = .JF = J; ' mit (6.7) (J, anstelle J ). Aus den
Darstellungen b(a.y) ={—-.J» y] =+ Jyx!y], folgt dann, dali .J,
oder — .J; mit .J unitar aquivalent ist.

Fiir echte Teilalgebren -/ von "%(X) kénnen wir keine entsprechen-
den Aussagen (betreffend der Unitaritit in <4 ) beweisen, denn es fehlt
die Relation (7 € <A,
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7. Besondere Betrachtungen fiir Pontrjaginsche Riume

Man kann die Pontrjaginschen Réume auch mit Hilfe geniigend gro3er
Teilalgebren von “%(X) charakterisieren. Dafiir werden wir einige funda-
mentale Bezeichnungen geben.

Es sei b eine symmetrische Nesquilincarform des Vektorraumes X
Es gilt also b(y.x) = b(x,y). Insbesondere ist 4(r.x) immer reell.
und wir kénnen die Elemente von X klassifizieren:

Dl .a)y > 0.  »ua ist positive

O(a.x) = 6. »u st neutrale
b(r.x) -2 0. Cat ST negative
b w) = 0. s st ndchtnegative,
Der Teilraum ( == lineare Mannigfaltizkeit) MW C X st positie (neutral

usw.), wenn jedes von Null verschiedene Element von M positiv (neutral
usw.) ist. Besonders gilt fiir einen neutralen Teilvaum 1/ auch: ble . y) = 0
fir alle a,y €M .

Lemma 7.1. Es sei b cin Skalayprodakt i N und o4 C LX) i
Algebra mit der Involution = ~o. dap LT o ys = blo . T*y) fir alle
.oy €EX T e gilt. Fiap T €. 74 <ud dic Bediigungen

(@) T#T = o

(by  R(T) neutral.
dquivalent.

Beweis. Die Bedingung 7% 7 . -- 0 fir alle » €.X ist wegen der
Nichtentartetheit von & mit (7= 7 . .4 -~ v fiuralle .y € X dqui-
valent.  Weil bo(T*Tx,y) = (T . Ty ist. ist THT =0 mit
ba' . y') = 0 firalle 2’ ,y" € R(T) dquivalent. was seinerseits wegen der
Symmetrie und Sesquilinearitat genau die Neutralitit von R(7) bedeutet.
L]

Nach der Terminologie von Bognar {4: 5. 61] hat das Skalarprodukt &
des Raumes X einen finiten Rong I L = 0 0 der Indefinitheit. wenn
eine Zerlegung

(7.1) AR

in der X. ein positiver Teilraum und N ein necativer Teilraum ist
und in der die Summe & -orthogonal ist . <o cxistiert. dald

(7.2) min { dim X' .dim X | = &

ailt.
Das folgende Lemma ist in [+ Lemma 2} bewiesen worden:
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Lemma 7.2. Das Skalarprodukt o hat cinen finiten Rang k der
Indefinitheit genaw dann wenn dic Bedingung

(7.3) max { dim N | IV neutraler Teilvaum | = &

erfullt ist.

Wir erinnern. dafl fiir eine = -involutorische Operatorenalgebra <A
des Vektorraumes X die Bezeichnung SP(x) die Menge aller Skalar-
produkte o mit (T a,y) = bl . THy) fiwr alle .y €X.T €A
bedeutet.

Satz 7.3. FEs sci X # (0) ein Banachrawm wid A cine beziiglich der
Operatornorm vollstindige Teilalgebra von “B(X) so. dafi "N (X)C A/ und
I € A gili. Far eine antilineare Involution = con A sind die folgenden
Bedingungen gleichwertig:

(a)  Es gilt SP(x) 4 O, und (XN by it ein k-indefiniter Pontrjagin-
scher Rawm fitr ein und damit fivr alle 1§ € SP{=1 o, dafi die majoranten
collstindigere Norien it der wrsprivnglichen Noveo dguivalend sind.

(b)y  Es gilt SP(x) = O . wand cin Nkalorprodelt wud all dic andepen
b € SP(x) haben einen finiten Rany Lk der Lidefiiitheit.

(c) Es cxistiert ein Operator Ty € ./ . dim R(T ) —= 1. TET, =0,
und die Bedingung
(7.4) max { dim R(T) T*7T —¢.T€ A1 - |
st erfullt.

(d)  Es existiert ein Operator .J € /.

J=J% = J1 . min{dim R(J - Jy dim fiif )0 = L
wid s erfullt die Bedinguing
I*J7T =0, Te -~ - T v,

Beweis. (a) = (b): Eine Folgerung aus den Definitionen.

(b) = (¢): Weil fiir jeden endlichdimensionalen Teilraum .\ ein Ope-
rator T € A so existiert, dall R(T) = N ist®), folot Bedingung (7.4)
aus Lemma 7.1 und 7.2. Weil § € SP{x) nichtentartet ist. und X == (0)

¢ilt, existiert ein Element ay: b(x,.»,) = 0. Dann ventigt jeder Operator
Ty € A R(T,) = V{z,} den Bedingungen 77 T, ~ 0. dim R(Ty) = 1.

) Es sei nmlich {e;,....e,} eine Basic von N und {f ... fat © XF it
Jfitey = & (Lemma 1.1). Wenn
n
/ X e
it

ist. gilt dann

n n
( 2 oe; & f,-) y o=y mit Xe - f; € A
i1 i1
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(c) = (a): Aus Folgerunz 5.7 folgt, dal die Involution = auf den
Raum “%(X) derart erweitert werden kann, daB =(“B(X)) = ‘B(X) ist.
und diese Erweiterung kann mit Hilfe einer nichtentarteten symmetrischen
Sesquilinearform 6 (vel. Satz 5.3) so dargestellt werden, daBl (7T x , y) —
blae . T*y) fiwalle ».y € X. T € %X) cilt. Die Erweiterung geniigt
den Bedingungen: mindestens fiir einen eindimensionalen Operator 7|, vilt
TET, =0, und

sup{dim R(T) T*T =0, T€NBX)} = k.

Fall es aber ware sup | dim R(7") 77T = 0,T € %(X)} > k. existierte
ein neutraler Teilraum N : dim .V = k-1, und dann geniigte jeder
Operator 7 € “%(X). R(T) — N . den Relationen 7 € <A . dim R(T) =

k1. T*T = 0. Es gilt also auch
max | dim /(1) T*T =0.T€ WX)} = L,

und die Behauptung folgt aus {4 Theorem 3].

(a) = (d): Wenn (X .h) ein k -indefiniter Pontrjaginscher Raum ist
mit J = J*% = .J ' br.y)=1[{Jx y],wo [-] ein Hilbertsches Skalar-
produkt ist, folgt aus der Bedingung

min | dim £/ — J). dim R(I — J)} = k,
dal [ —J €/ oder [ —J €./ uilt, und wegen [ € A auch .J € </ .

(d) = (a): Bemerkuang 6.3, _

Im Falle K = C wollen wir eine »spektrale« Charakterisierung fiir
Pontrjaginsche Raume zeben.

Es sei b ein Skalarprodukt des Vektorraumes X .

Lemma 7.4. Wenn N ein k-dimensionaler®) neutraler Teilraum von
X ist. gibt es einen L -dimensionalen neutralen Teilraum M wvon X it
den Eigenschaften :

(@) MNN = (0).

by K = M SN st nichtentartet,

(¢) X =K2K .o K ={z€X|ba,y)=0, Vyen;.
Wir kénnen auch linear wnablingige Mengen so wihlen, dafs {ev. .. .. N
oo il M e fyy =09y, i.j = 1,...,k, st

Beweis. s selen  [ap... ... vy} €N linear unabhangig und
{21, ,atC X so.dal Dbai ) =05. 0. =1,....k (Lemma1.1).
Wir bezeichnen L = 17z;.....z!. Dann ist die Summe K = N -+ L
direkt, weil mit

9 kst endlich und positiv.
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k

k
x = Z XX = Z Bi zi
i=1

i=1

folgt wegen der Neutralitit von N

k
0 = b(x,x) = b(Eﬁjzj,m,-) = pgi. i=1.,... k.
i /

Die Form & ist nichtentartet in KA . denn aus den Relationen

k k
xr = Z,X,wl'i4 Zﬁ,‘;,‘.
i=1

71
bx,y) = 0 fur alle y €K
folgt Bi = b(x, 2;) = 0 und darum auch ~; == b(x . 3) =0, i=1,...,k.
Es sei K = K. ® K_ eine Zerlegung von A (weil K endlichdimen-
sional und nichtentartet ist, ist die Existenz bekanntlich garantiert) und
es sei .J, der von dieser Zerlegung definierte Operator in A so. daB

Jor = vy —a- fir v =2 —a.. v €EKN_. v_€EK..
¢ilt. 'Wir wahlen eine orthonormale Basis {e;.....e) von N beziglich

des Hilbertschen Skalarprodukts [- -] in A : [x y] = b(Jyx,y).
Es sei M = Jy(N). Fir ein Element x = .J,2', 2’ € N gilt

blo.w) = b(J, 2, Joa') = b(J2a’ . a) = b ,a') = 0.
Fir fi=Joe, i=1,.. ., k.t M =V{fi.. ..., fiy und
b(e,- ,f]) = b(é; s Jo €j) = b(]o (3 Ej) = lf, €j] = f},'j .

woraus folgt wie oben, dal die Summe .\ — 1/ direkt ist. Weil dim W =

dim N = k ist, gilt dim (N 4+ M) = 2% und folglich K = N — M .
Es ist zu zeigen, da X = K @ K~ gilt. Weil A nichtentartet ist,

ist die Summe direkt. Es sei {y1,....yu} eine Basis von K. Weil

2k

xiyi—i—(af—zuy,-). '\{.‘l'EX.

i=1

=
I
L%

1

1
¢ilt, geniigt es zu zeigen, dall wir die Zahlen ~x)...., xy mit

2k
X — Z X y,' € K
=1
oder

2k
b(x—Zociyi,yj):O, ‘).:1,...,2]6,

i=1

das heiB3t
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2k
Dhiyi oy = ble,y). j=1.,....2k,
[

wahlen konnen. Aber aus der Nichtentartetheit von K folgt, dal3
det (b(yi , y;)) = 0 ist. und darum hat das Gleichungssystem eine Losung.

Ks sei </ eine Algebra mit Einselement e iiber dem Korper K .
Das Spektrum 5 4(x) des Elements x € A wird folgendermalien
definiert

74(x) = | 2€K x — 7e nicht regular | .

Falls </ eine komplexe Banachalgebra ist, ist das Spektrum jedes Elements
eine kompakte nichtleere Menge in C . In einer = -involutorischen Algebra
A ist das Element x selbstadjungiert, wenn x* = x gilt. Falls die Involu-
tion antilinear ist, ist das Spektrum jedes selbstadjungierten Elements
symmetrisch beziiglich der reellen Achse.

Lemma 7.5. Es sei -/ eine s -involutorische ( = antilinear) vcll-
standige Teilalgebra von (X)) des komplexen Banachraumes X derart.
dafp I € A und Ny(X)C A gilt. und sei b € SP(x). Wenn ein k -dimen-
stonader (k< 7 j wneutraler Teilraum N in X existiert, gibt es einen

Operator T € ./ 19):
(7.5) T# = T wund kavd) i} 7€ Gﬁ(T) CTmi= 0} — k.

Beweis. Die Bedingung (7.3) ist im Falle & = 0 immer erfiillt: es
gentigt 7 = I zu wihlen.

Es sei £>0 und (/... .. /%) eine feste Menge von verschiedenen
komplexen Zahlen mit Im /2 >0, i=1,... k.

Wir definieren einen Operator 7' € “N(X):
T ¢ = €.
Tfi = Zifi.
T TR r € .[\' .

Ai
2i.

mit den Bezeichnungen von Lemma 7.4. Weil b beschrankt ist (Folge-
rung 5.6), ist K- abgeschlossen, und weil die Norm | -  vollstandig an-
genommen ist. gibt es eine Konstante ¢ > 0 derart, dal3

w o= o g
fir alle £ =w 2z, w€N, :€K"- gilt

Dann erhalten wir

1) Mit kard S wird die Méchtigkeit von S bezeichnet.
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Ts = Tw = TKuwl < c|TK|E,

wo T'/K 1) als ein Operator im endlichdimensionalen Raum beschrankt
ist. Es gilt also T € Ny(X)c A .

Wenn wir fiir einen Operator S, S(K)c K, S(K+)c K*, die Be-
zeichnung S = (S K) @ (S K-) verwenden, gilt 7 =T, ® O fir den
oben definierten Operator 7. wobei T, € “B(K) und o047y =

VAo le=100 0, kyUiz i=1.....k} ist. Dann ist 7 — A1 =
(Ty — 2 1) @ (— 41) ([ bedeutet den identischen Operator in jedem
Raum)und fir 2 == 0, A, 4. i=1... .k, ist (Ty— A1) ®(— 21"

die Inverse (in <A) von T — il. Andererseits gilt 4, €0 «(T), ¢ =

IFalls

Yy = Z X e _\: pgifi -~z ., 2 €K~

ist, haben wir

s ¢ilt also 7% = 7" . und folglich ist Bedingung (7.5) erfillt. L]

Es seien </ eine komplexe Banachalgebra mit Einselement e und =
eine antilineare Involution in /. Nei auch x ein selbstadjungiertes
Element so. dal}

it =L 2€0ix) Im2>0}, o(x) = 04(x).

und folglich
;/'_.1 o }—.;..: = ;€ s(x) Imzi<0}

ist.

Wir wihlen offene Scheiben ;.. ¢ = 1, ...,k . mit den Mittelpunkten
J; und eine offene Menge f#,, RN g(x) C Gy, derart, daBl fiir G¥ =
(. 2€G, v, i=1...., k. die AbschlieBungen der Mengen @, G,* .
¢, alle paarweise punktfremd sind.

Es seilen U;, i=1,.... k. kleinere offene Scheiben so, dal}

LeU,cl;c @, und [’y eine offene Menge mit

RnNnox)cl’,C FoCGo

1) TIK = die Beschrinkung der Abbildung 7' auf die Menge K.
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so, dafl der Rand von U, das Bild einer geschlossener positiv orientierter
rektizifierbarer Jordan-Kurve y,: / =[0.1]—C ist. KEs seien auch
yi: I—-C, +=1,...,k, positiv orientierte rektizifierbare Jordan-

Kurven mit y,(I) = 0 U,. Dann sind »¥: +¥(t) = »,(1 —t) positiv orien-
tierte Randkurven von U¥ .
Wir benutzen die Terminologie von [6]. Es seien

k k 1]
¢ — G, U {U (@, U G?‘)} wd U — U, U] U0, U U?‘)J .
i=1

i==1

|
L

Ferner bezeichne 9((G) die Menge von lokalholomorphen 12) Funktionen
Jfi: @ —C . Dann definiert das Riemann— Stieltjessche Integral

1
(7.6) f(x) = — f ) (e — x)Ldi
ot

271

(die Konvergenz im Sinne der Norm von /) eine Abbildung f— f(x):
V(@) — A so [6: S. 168, Theorem 5.2.5]. daff gilt:

(7.7a) ) =1 =  fix)=e.
(7.7Db) f(r) =2 = flx) = x.
(7.7¢) (i = 3 f)(X) = AR s hi) .
(7.7d) (fLfa)(x) = fi(x) fo(x) .

Weiter gilt fiir f€ V(G): o(f(x)) = flo(x)) (= {f(7) 7 €a(x)}) [6:
S. 171, Theorem 5.3.1].

Satz 7.6. FEs sei X # (0) ein komplever Banachraum und A eine
beziiglich der Operatornorm vollstindige Teilalgebra von “3(X) mit einer anti-
linearer Involution * so, dafy “Ry(X)c A und I € A gilt. Dann folgt
aus
(7.8) max { kard {2}  2€o o(T). ImZ2> 0. T* =T} = L.

TE
daf3 % den gleichwertigen Bedingungen des Satwes 7.3 geniigt.

Beweis. Weil die Involution antilinear ist. gilt SP(x) = O . Es sei
b € SP(x). Wir zeigen, dall.(7.8) zu der Bedingung (7.3) in Lemma 7.2
und folglich zu der Bedingung (b) des Satzes 7.3 fiihrt.

Der Fall k= 0 ist wegen Lemma 7.5 trivial. Es seien also k> 0
und 7' =7T* mit {A4,..., A4} = | 2€cT) Im /> 0}. Wir benutzen
die obigen Bezeichnungen und definieren die Funktionen fi, g € 2(Q):

12)  Lokalholomorph = holomorph (analytisch) in jeder Komponente von G .
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A 1, L€ _
fi("):{o, reg @ ok
gi(2) = { el A D -
. “ 7.6(1\\(‘1',-* : PR

und die Elemente K € A durch die Gleichung

l I /.
h (2 IV g e il — TY-"Ydi
i 21 f‘f'u) ()“ I 1) d Qa1 J (/ ! 1) 17
a7

- au;
te=1,...,k.
Iis gilt wegen (7.7d)
(7.9) ; _EJ 05 K, i J B D
wo wegen o(l;) =1{0,1} K #0 ist.
Weiter ist
=yl I
B* = L[ — T)-1
B PP (AL —T)1da
aU;
1 z . &3 *
-y lim > i) — D)L () — »ilti-)|
=T lmax —tj-, > 0 =1 J

WO 0= ly ity <y <l L, 1 € (G, fy] gilt. Wegen  der
Stetigkeit von = (Lemma 5.4) erhalten wir

BY - .;,’_;i('-f lim N (i) — Ty lt) — il ),
= Dinax B |

t- i
l ! . ! . I
. lim > (L 7) = 1) (=) — 7’f(l“tj))J

2w ]Lmax‘zj—:j_l:‘ -0 jfl o
1 2 -1 1 m-1 913
= ln—b . (/»I — 1 )'" dr == 2‘75“1 gi(l) (}.I - f)“ di .
OUF aU
Darum gilt auch
(7.10) EfE, = 0, i,j=1,...,k.

Aus (7.9) und (7.10) folgt, daB

k
B = Z‘E

cinen Projektor mit E* B = 0, dim R(¥) = k definiert. lis gilt also
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sup { dim N | IV ein neutraler Teilraum } = £,

und Lemma 7.5 zeigt, dafl hier tatsdchlich das Gleichheitzeichen richtig
ist. [

Sei  umgekehrt (X .0). X 5= (0), ein £k -indefiniter komplexer
Pontrjaginscher Raum und </ eine vollstdndige = -involutorische Teil-
algebra von “W(X) so, daB I € o/ und Ny(X)c A gilt, wo * die von
b erzeugte Involution ist.

Dann zeigt Lemma 7.5 die Ungleichuny

sup { kard {2} 2 €0 (1), Tm 2 z=-0 7% 15 - k.

1€
Ob das Gleichheitzeichen allgemein gilt, bleibt hier ungelost. In einigen
Spezialfallen ist die Antwort jedoch positiv.

Es sei namlich zuerst </ - “%(X) . Esist bekannt, dall das Spektrum
ax(7) eines selbstadjungierten Operators hochstens & Punkte in der
oberen Halbebene hat |7: Theorem 3.6], vel. auch [1: Theorem 3.10]. In
diesem Fall ist also Bedingung (7.8) den Bedingungen von Satz 7.3 dqui-
valent.

Im allgemeinen gilt o;(7) C o 4(7). Wenn man fiix </ einige
Forderungen setzt, ergibt sich, daB fiir jedes selbstadjungierte Element
T € A das nichtreelle Spektrum in <A und in “%(X) zusammenfallen,
und folglich ist die spektrale Charakterisierung giiltig.

Es sei 7 “B(X) ein normabgeschlossenes zweiseitiges Ideal so, dafl
% (J) =T und NyX)c D gilt13). Falls 2 = “B(X) ist und die Algebra
A durch

(7.11) A = =) il - EK. e

definiert wird, ist <4 eine vollstandige involutorische Teilalgebra von
“B(X) so. daB A alle beschrankten endlichdimensionalen Operatoren
und den identischen Operator enthilt, und jedes Element 7' € </ hat cine
eindeutige Zerlegung 7' = /.1 +— ('. ("€,
Falls T=71+C,T*=T wd u€oy(T). Imu =0 ist, folgt
aus der Gleichung
(7T —unl)yB =1

1) Weil die Involution x mit einer Hilbertschen Involution [x] durch
T% = J TP J verbunden ist, sind fiir ein zweiseitiges Ideal ) die Bedingungen
#() = O und [#](D) == O) dquivalent. Es ist aber bekannt, daB die AbschlieBung
von “No(X) (beziiglich der Operatornorm) ein zweiseitiges (und wenn der Raum
unendlich dimensional ist, echtes) Ideal von <%3(X) ist, was auch die adjungierten
Operatoren enthilt. Wenn der Raum separabel ist, ist das obige Ideal das einzige
echte Ideal von 93(X) , das die Voraussetzungen erfiillt [17: Theorem 11]. Im nicht-
separablen Fall gibt es mehrere solche [13: Corollary 5.2].
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die Relation
(A—wB+ OB T,

Aber A1 + 0% = A1+ O zeigt, dali 7 notwendigerweise reell ist.

Aus der Relation
B = (-l —A—utCB €A

folgt, daBl opx)(T)N(C N R) = o (T)N(C R) ist.

Wir formulieren das Resultat noch als einen Satz:

Satz 7.7. Es seien X +# (0) ein Banachraum, und A eine Teilalgebra
von B(X) mit einer antilinearen Involution = so, daff <A die Form
A = Q1T 4+ hat, wo ) ein zweiseitiges abgeschlossenes Ideal von ‘% (X)
mit % (0) = und “Ny(X)c ) ist. Fir die Involution = ist Bedingung
(7.8) den Bedingungen des Satzes 7.3 dquivalent.

Bemerkung 7.8. Im Falle k=0 ist die gesuchte Gleichung gultig,
denn dann reduziert sich die Betrachtung auf den Hilbertschen Fall, und man
wei 3 sogar, dafy das Spektrum eines selbstadjungierten Elements in jeder
involutorischen vollstindigen Teilalgebra von (X)) mit Einselement immer
reell ast [14: S. 310--311].
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