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UBER PERIODISCHE LOSUNGEN
KOERZITIVER LINEARER PARTIELLER
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

ILPPO SIMO LOUHIVAARA und CHRISTIAN G. SIMADER

Herrn Professor Dr. Dr. h. c. Béla Szdkefalvi-Nagy in Verehrung gewidmet

0. Einfiihrung

0.1. In der vorliegenden Note betrachten wir Klassen linearer partieller Dif-
ferentialoperatoren, die auf periodische Funktionen wirken. Diese Klassen sind
durch Koerzitivititsungleichungen, z.B. vom Typ der Gardingschen Ungleichung,
gekennzeichnet. Wir geben zunichst eine algebraische Charakterisierung dieser
Klassen fiir Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten an. Aus dieser
algebraischen Charakterisierung ist ersichtlich, daB den von uns betrachteten Klas-
sen von Differentialoperatoren auch nichthypoelliptische Operatoren angehdren (iman
vergleiche [10]); dies macht es angesichts der fundamentalen Resultate von Lars
Hormander [5] und [6], S. 96—114, klar, daB Regularitdtsaussagen iiber die im
geeigneten Sinne schwachen Losungen (wie auch in [10]) nur global und auch nur
unter gewissen einschrankenden Bedingungen gewonnen werden kdnnen.

Im Falle der Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten erschlieBen
wir aus den Koerzitivititsungleichungen die Existenz und Regularitit schwacher
und starker periodischer Losungen der zugehdrigen Differentialgleichungen. Diese
Resultate iibertragen sich auf solche Differentialoperatoren mit variablen periodi-
schen Koeffizienten, die in geeignetem Sinne wenig von je einem koerzitiven Differen-
tialoperator mit konstanten Koeflizienten abweichen.

Im Falle elliptischer Differentialoperatoren sind Regularitdtsresultate fiir perio-
dische Losungen benutzt worden, um die Regularitidt schwacher Losungen ellipti-
scher Randwertprobleme zu zeigen (man vergleiche Peter D. Lax [8] sowie auch
Agmon [1], S. 26—61, Bers—Schechter [2], S. 164—210, Eells [3], S. 105—124, und
Hildebrandt [4], S. 59—89, 147—200). In gleicher Weise ist es wohl moglich, die
hier erzielten Resultate zum Beweis der inneren Regularitdt schwacher Ldsungen
von Randwertproblemen fiir hypoelliptische koerzitive Differentialoperatoren heran-
zuziehen.
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0.2. Es sei
W={x=x,.,x)éR |—t<x;<m j=1,..,n}

der Periodenwiirfel in R" (n€N)') und W seine AbschlieBung. Fiir geordnete
Systeme x=(x;, ..., x,) (€R") und &=(&, ..., ¢,) (€R" vonje n reellen Zahlen
schreiben wir (x, &):=x;&,+...+x,¢, und |x[:=(x3+...+x3)"% Fiir einen Multi-
index o, d.h. fiir ein geordnetes System o:=(oy, ..., 5,) (€N?) von n nichtnega-
tiven ganzen Zahlen sei |o|:=0,+...+0, und ¢!:=0,!...0,!. Ferner sei £%:= &1, %
fir £=(&,, ..., &)€R" und D°:=D{r... Dg» mit D:=(D,, ..., D,) und D,:= —id/dx;.

Essei S die Menge der Funktionen ¢ aus C*= (W), die als endliche Summen

@(x) = Q)= 3 @'t
kezn

mit Koeffizienten ¢,€C darstellbar sind, d.h. zu jedem ¢ sind die Koeffizienten
¢, gleich Null auBler fiir eine endliche Menge von k€Z".
Fiir komplexwertige Funktionen f, g€ L*(W) schreiben wir

(f, 8 = [f(¥gx)dx

und || fl:= (£ /)2
Nach der Parsevalschen Gleichung folgt fiir ¢, €S
(0. ¥) = 2 ot
kczZn
mit
O = Qm)~"/2 f(p(x)e“'("”‘) dx.
w

Fir s€R und ¢,y €S setzen wir
(0.1) (@, ¥)s 1=k€22'n (1+ [K[% @y Y

und [lols:=(p, 9);%. Es gilt (@, ¥)o=(0, ) fiir alle ¢, YeS.
Mit H; (s€R) bezeichnen wir die Vervollstindigung von S beziiglich des

durch (0.1) definierten Skalarproduktes (,),. Die Elemente u des Raumes H?
konnen identifiziert werden mit den Zahlenfolgen {u}, .., fiir die
2 (L [KPP Ju* <o

kezZn

gilt. Fir u€H; schreiben wir somit auch u={u}, .
Mit seN gilt
0.2) (A=A, ¥) = (o, ¥), firalle o, €S,

wobei 4 den Laplaceoperator bezeichnet.

1) Wir bezeichnen mit R den Korper der reellen Zahlen, mit C den Korper der komplexen
Zahlen, mit Z(CR) die Menge der ganzen Zahlen, mit N(c Z) die Menge der positiven ganzen
Zahlen und mit N, die Menge NU{0}.



Uber periodische Losungen koerzitiver linearer partieller Differentialgleichungen 89

Die Raume H] und H_* (s€R) sind dual beziiglich der Form (,). Fir
SEN ist H} isometrisch isomorph dem Raum der mit dem Periodenwiirfel W
(d.h. in allen Variablen mit Periode 2r) periodischen Funktionen aus dem tiblichen
Sobolevraum H*(W) (fiir dieses und fiir weitere Eigenschaften der Rdume H?
sei auf Bers—Schechter [2], S. 165—170, und Eells [3], S. 105—112, verwiesen).

Mit C} bezeichnen wir die Menge der mit dem Periodenwiirfel W periodischen
komplexwertigen Funktionen aus C"(W), und es sei C;:=(\", Cr.

1. Koerzitive Differentialoperatoren. Losungsbegriffe

1.1. Wir betrachten einen linearen partiellen Differentialoperator

(1.1 L(x,D):= 2 a,(x)D°

lol=r
mit Koeffizienten a,€C).
Der dem Differentialoperator L(., D) formal adjungierte Differentialoperator
L’(., D) ist durch
L'(x, Dyu(x) := 3 D°(a,(x)u(x))

lol=r

erklart, und es gilt
(L(., D)u,v) =(u, L'(., D)v) fir alle u, v€C].

Dem Differentialoperator L(., D) ordnen wir durch Substitution D+~>&€R"
das Polynom

L(x,Q) = 2% a,(x)¢°

lal=r

der Veridnderlichen & zu.

Definition 1.1. Der Differentialoperator L(., D) heifst t-koerzitiv bzw. stark
t-koerzitiv (t€R, t=0), falls zwei Konstanten C,=0 und C,=0 so existieren, daf

(1.2a) IL(, D)ol = Cillol,—Celloll  fiir alle p€ S
bzw.

(1.2b) Re(L(., D)o, ¢) = Cilolf—C.llol* fir alle p€ S
gilt.

Im Falle der konstanten Koeffizienten besteht folgende Charakterisierung:

Satz 1.2. Damit der Differentialoperator

(1.3) L(D):= > a,D°

lol=r
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mit konstanten Koeffizienten a,€C t-koerzitiv bzw. stark t-koerzitiv ist, ist not-
wendig und hinreichend, daf3 zwei Konstanten E=0 und R=0 existieren, mit denen

(1.4a) | 2 a,k°| = E|k|"  fiir alle k€ Z" mit |k| =R
lol=r
bzw.
(1.4b) Re > a,k® = E|k[ fiir alle k€ Z" mit |k| =R
lol=r
gilt.

Folglich ist ein stark t-koerzitiver Differentialoperator mit konstanten Koeffi-
zienten auch t-koerzitiv.

Beweis. Wir werden den Fall eines stark #-koerzitiven Differentialoperators
hier behandeln, der Beweis im Falle eines t-koerzitiven Differentialoperators ver-
lauft analog.

A. Sei L(D) stark t-koerzitiv. Man setze in Ungleichung (1.2b) die durch

9(x) = (2m)rirei o
mit k€Z" erkldarte Funktion @€ S ein. Dann ist
L(D)o(x) = 2m)~"*L(k)e'®™,
und daher folgt aus (1.2b)

Re L(k) = C,(1+ |k]2)/2—C,.
Mit
R:= 2C,/C)Y* und E:= ()2
ergibt sich (1.4b).
B. Der Differentialoperator L(D) erfiille Bedingung (1.4b) mit E=0 und
R=0. Fir k€Z" mit |k|=1 ist

(L+ kY2 = 212 k|
Also ist fiir |k|=R,:=max{l, R}
Re L(k) = C;(1+ |k[>)?
mit C,:=E/2"*. Weiter gilt mit einer Konstanten C,>0 die Ungleichung
IL(k)| = Cs(1+k[Fy72.

Fiir jedes ¢€S,
@)= (Qm)~"" > ppet®,
kezZn
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ergibt sich
Re(L(D)¢, 0) = 3 loul*Re LK)

= 2 I(pk|2ReL(k)+|k|§e lok|? Re L(k)

k=R,

G J oPA+KPYE=Cy 2 lopP (A + [Py

k=R, k=R,

Cy 2 loP(L+ k[P
keZn

= 2 @uP(Cr(1+ kP24 Co (1 + [k Y72

ki<Ry

= G loli—Celol?
mit C, == C;(1 + R2"*+Cy(1+ Ry

I

Iy

1.2. Wie es bei der Behandlung von Differentialgleichungsproblemen mit Hilfe
von Hilbertraummethoden tblich ist, ordnen wir den Differentialoperatoren L(., D)
und L(D) gewisse lineare Operatoren in geeigneten Hilbertrdumen zu. (Koerzivitét
dieser Operatoren wird hierbei nicht vorausgesetzt.)

A. Sei L(.,D) der Differentialoperator (1.1) mit Koeffizienten a,cCll. Zu
dem diesem Differentialoperator L(., D) formal adjungierten Differentialoperator
L'(.,D) istin H? durch

D(L) = ScH,

Lo :=L(,D)p fir ¢cS

ein linearer Operator L’: D(L")--H? mit der in H, dichten Definitionsmenge
D(L’) erklart.
Weil

(n/f,L’(p)O:(l//,L’(.,D)(p)=(L(.,D)lp,<p) fiir alle ¢, Yy€S

gilt, ist SCD(L'*) und L"*y=L(., D)y fir alle Yy€S (mit * wird der beziig-
lich des betreffenden Hilbertraumskalarproduktes adjungierte Operator bezeichnet).
Daher ist D(L’*) dicht in H?, und L’ ist deshalb abschlieBbar mit der kleinsten
abgeschlossenen Fortsetzung L' :=L"**

Sei fcH? vorgegeben. Unter einer schwachen Lésung (einer schwachen HY-
Losung) der Differentialgleichung

(1.5) L(.,Dyu=f

verstehen wir jedes u€D(L'*) mit L *u=f.
Eine dquivalente Charakterisierung der schwachen Lésung ist enthalten in der
Forderung fiir u¢ H'c L*(W), daB

(u,L’(., D)) = (f, @) fir alle €S
gilt.
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Ist u eine schwache Lésung der Differentialgleichung (1.5) und gilt dariiber-
hinaus u€C; und f€C?, soist u auch im klassischen Sinne eine (mit dem Perioden-
wiirfel W) periodische Losung der Differentialgleichung (1.5).

B. Sei dann speziell L(D) ein Differentialoperator (1.3) mit konstanten Koeffi-
zienten a,€C. Dann 4Bt sich der eben eingefiihrte Begriff der schwachen Losung
auf H; mit beliebigem s€R (statt H?) iibertragen:

Sei feH,; vorgegeben. Unter einer schwachen HS-Lésung der Differential-
gleichung
(1.6) LDyu=f
verstehen wir jedes u€ HS mit

(u, L'(D)p), = (f, @), fiir alle @€ S.

C. Sei wieder L(., D) der Differentialoperator (1.1) mit variablen, periodi-
schen und geniigend oft stetig differenzierbaren Koeffizienten a,; der Einfachheit
halber nehme man an dieser Stelle a,€C an. In Hf mit s€R ist durch

D(Ly) := ScC HS,
Lo :=L(,D)p fir pcS

ein (in H,; dicht definierter) abschlieBbarer linearer Operator L: D(Ly,)—~H; mit
der kleinsten abgeschlossenen Fortsetzung L] :=L** erklirt. Wir schreiben L:=L,
und L™:=1L;.

Mit vorgegebenem fEH; wird jedes u€D(L]) mit L] u=f eine starke
H}-Losung der Differentialgleichung (1.5) genannt.

Jede starke HJ-Losung der Differentialgleichung (1.5) ist auch eine schwache
HY-Losung; die Umkehrung braucht allgemein nicht zu gelten. In dem Falle, daB
L™=L"* gilt, heiBt L wesentlich maximal.

2. Der Fall konstanter Koeffizienten

2.1. Zunichst betrachten wir lineare Differentialoperatoren mit konstanten
Koeflizienten, sogar ohne Koerzivitit vorauszusetzen, und beweisen:

Satz 2.1. Sei
2.1 LD)= 2 a,D°

lol=r

ein Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten a €C, und sei scR.
A. Sei f={filez€H;, und sei u={u), cHS eine schwache H:-Lisung
der Differentialgleichung
(2.2) LD)u =,
d.h. u geniigt der Gleichung

(2.3) (u, L'(D)o), = (f, p), fiir alle @€ S.
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Dann gilt
2.4 L(K)u, =f, firalle ke Z".

B. Relation (2.4) gelte fiir f={filyczm€Hy und u={u}, ,n€H;. Dann gilt
L;u=f, d. h. u ist eine starke H3-Losung der Differentialgleichung (2.2).

C. Fir die Nullrdume N(L]) und N(LY}) sowie fiir die Wertemengen R(L])
und R(LY) von L] bzw. LY gelten die Beziehungen
(2.5) N(LS) = N(LY), R(L;) = R(LY).

D. Die Definitionsmenge D(L]) von L] fillt mit der Menge derjenigen Ele-
mente u={u}c € H; zusammen, fiir die
(2.6) ZZ I+ kP [ PIL(ROP <

kezn

gilt.
E. Ein u={u}, cH, gehort zu N(L]) genau dann, wenn u,=0 fiir alle
keZ" mit L(k)=0 gilt.
F. Ferner besteht die Wertemenge R(L]) wvon L, genau aus denjenigen
f={filkczn€HS, fiir die durch
Sl L(k) fir L(k) =0
2.7 K= { . .
0 fir L(k) =0

Je ein Element u={u}, o in H; erklirt ist.
Beweis. A. Aus (2.3) folgt fir
9 (x) = Qu) (14 k) ~#/zeih
mit k€Z" Behauptung (2.4).
B. Definiert man fiir jéN

@;(x) = Q2n)="? 3 ue®,
W,

. kl=j
so gilt
2.8) lu—@;ls -0 fir j—eco.
Ferner ist

LD)g;(x) = 2m)™* 3 L(kyu,e'®»,
KI=j
und aus (2.4) folgt
WZ'. (L4 [k [?) [ue 2 [L (k) ? =WZ, (L4 k2 | fi* <<=,

=j =J
somit gilt
(2.9 If=LD)glls -0 fur j —co.
Die Relationen (2.8) und (2.9) besagen L u=f.

C. Ist ueD(L}) und fi=L}fu, so ist

(u, LD)p)s = (f, ¢); fiir alle @€ S,
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woraus dhnlich wie in Beweisteil A

L(k)u, =f, fir alle keZ"

folgt, und dies ergibt (2.5).
D. Da jedes Element u¢D(L]) eine starke und somit auch eine schwache
H:-Losung der zugeordneten Differentialgleichung

LD)u=L;u

ist, gilt (2.6) fiir u€ D(L]). Umgekehrt ist u€ H; mit Eigenschaft (2.6) nach B eine
starke HS-Losung der Differentialgleichung L(D)u=f mit fi={uL(k)}, ¢z, und
somit gilt u€D(L]).

E. Fir u={u),€N(L;) ist nach (2.4)

L(k)u, =0 fir alle keZ",

also gilt u,=0 fir L(k)#0. Die Umkehrung zeigt man analog.
F. Ist f={fikcz€H; und wird u={u}, .z € H; durch (2.7) definiert, so ist

2 (L+kPY [ PIL(R)P = 5 (1+ kPP Ifl? <<
kecZn keZn
und folglich u€D(L]) mit L u=f€¢R(L]). Aus diesem geht auch die Umkehrung
hervor.
2.2. Fiir koerzitive Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten gilt

Satz 2.2. Der Differentialoperator (2.1) mit konstanten Koeffizienten a,€C
sei t-koerzitiv (t€R, t=0). Fir s€R ist
(2.10) D(L;) c Hs*',
und es gilt die Fredholmsche Alternative
{ dim N(L]) = dim N(L}) < <,

R(L]) = N(L)*, R(L;)= N(LJ)*.

Uberdies ist N(L¥Y)=N(L;)=N(L")=N(L)C S fiir alle scR.

Ist speziell L(D) stark t-koerzitiv, so gibt es ein Jo€R, Ay=0 derart, daf} mit

jedem sER und fiir alle 1=J, die Abbildung L +AI: D(L])—~H; bijektiv und
folglich die inverse Abbildung (L] +AI)™': Hi—~D(L]) stetig ist.

@.11)

Beweis. A. Aus (1.2a) folgt mit k€Z" und mit der durch
Y (x) = Qu) el
erklarten Funktion €S die Ungleichung

IL(k)| = C,(1+ [k[»)*—C,
und daher

2
(2.12) IL(K)[? = %(1 + k[ —C2.
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Sei @ ={@}icz€S. Wir multiplizieren Ungleichung (2.12) mit (1+ [k[?)*|¢@,[?
und summieren iiber k€Z". Somit folgt

C? .
ILD) o} = -2—1 lollf+:—CZllol?  fir alle g€ S.

Hieraus erhdlt man durch AbschlieBung die analoge Ungleichung fiir L], und
daraus ergibt sich (2.10).

B. Gemif Satz2.1.Cist N(L])=N(L}). Nach Satz 2.1.E gilt u= {u} . zn € N(L;)
genau dann, wenn u,=0 fir L(k)>0 ist. Wegen der ¢-Koerzitivitit von L(D)
ist nach Satz1.2 |L(k)|=0 fiir |k|=R. Fir ueN(L]) gilt folglich u,=0 fir
|k|=R; daher ergibt sich N(L;)=N(L")=N(L)c S und dim N(L])=<eo.

Es seien {fY}; yCR(L]) und feH; mit |f—fYP|,~0 fir j>o. Zu
FO={fPYeczn sei uP={ud},.,. gemiB Satz2.1.F durch

{ FOIL@) fir L(k) 0

() —
=1 fir L(k) =0

erkldrt. Dann ist L] u®¥ =/ und mit
M = max {|L(k)|"'| keZ" mit |k| = R, L(k) = 0}

folgert man

WD —y 2
[t =25

_ ans =D ays 1r2 | £U) _ £ [2
= 2 (1+1kP “ERE T 2 (L+]kPy M2 £ — £
|k|>R 1 k=R

1 .
= (g + 222 1705012 ~ 0.

Also gibt es ein u€ HS mit |u—uP|,~0. Da L] abgeschlossen ist, gilt u€D(L])
und L7u=f, und R(L;) ist abgeschlossen.

C. Ahnlich wie in Beweisteil A zeigt man fiir einen stark z-koerzitiven Differen-
tialoperator L (D) mittels (1.2b)

(2.13) (LD)+2)o|s = Ciliolss, fiir alle @€ S

und fiir alle A=4,:=C,. Hieraus folgt aber N(L; +A7)={0} fiir alle A=4,, und
daher ist R(L; +AD)=H:.

2.3. Wir wollen jetzt noch kldren, welche von den in Satz 2.2 angegebenen
Abbildungseigenschaften (2.10), (2.11) bereits die ¢-Koerzitivitit des Differential-
operators L(D) charakterisieren. Man zeigt leicht (unter Benutzung von Satz 2.1),
daB fiir die AbschlieBung L] von L; die Fredholmsche Alternative (2.11) genau
dann gilt, wenn es zwei Konstanten E=>0 und R=0 derart gibt, daB |L(k)|=E
fiir alle k€Z" mit |k|=R ist. Die t-koerzitiven Differentialoperatoren sind jedoch
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schon durch die in Eigenschaft (2.10) von D(L]) enthaltene Regularititsaussage
gekennzeichnet.

Satz 2.3. Sei L(D) der Differentialoperator (2.1) mit konstanten Koeffizienten
a,€C. Mit s€R und mit t€R, t=0 gelte

D(L]) c HE*.
Dann gibt es zwei Konstanten E=0 und R=0 derart, daf
|IL(k)| = E(1+ k|2 fiir alle k€ Z" mit |k| = R.
Beweis. Mit der Graphennorm
lullg = llulls+I1Ls ul

ist (D(L]), ll.llg) ein Banachraum.
Wir zeigen, daB der durch

(Tu), = (1 + |k ?u, fir kcZ"
erklarte lineare Operator
T: (D(LS), |.llg) ~ Hz
abgeschlossen ist:
Seien {u"}; yCD(L]), uP={uP} g, u={tezn€DL]), g={&i}ezn€ H»
und es gelte
lu—uPg -0, lg—Tu|,~0 fir j—co.

Dann gilt fiir jedes k€Z" und flir j—>eo

L+ [KEu — (14 [k 2 uy

und
(L+ kP Pu — g
Also ist
(LK 2 uy = g
und daher

2 A+kE* = 5 (1+ k) |gyf* <<e.
kézn kézr

Folglich ergibt sich Tu=g, und T ist abgeschlossen.
Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen ist 7T stetig. Also existiert ein
y=>0 derart, daB

ITols =7vlele firalle pesS
gilt. Dies besagt aber

lols+e = v(Ls @l +lolly) fiir alle €S,

woraus die ¢-Koerzitivitidt des Differentialoperators L(D) folgt.
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3. Der Fall variabler Koeffizienten

3.1. Wir wollen nun die bisher erzielten Resultate auf gewisse Differential-
operatoren mit variablen Koeffizienten erweitern. Hierzu fiihren wir zuerst eine
Halbordnung in der Menge der Polynome ein (diese Halbordnung ist eine fiir
unsere Zwecke angemessene Modifikation derjenigen von Hérmander [6], S. 70—73):

Definition 3.1. Seien P, Q komplexwertige Polynome der Verdnderlichen
E=(,, ..., E)ER". Wir nennen P schwicher als Q, P<Q, falls ein CER, C=0
so existiert, daf |P(k)|=C|Q (k)| fir alle keZ" gilt.

Satz 3.2. Man nehme an, daf
3.1 L°(D):= > a%D°

lol=r
ein t-koerzitiver (t€R, t=0) Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten aleC
ist. Dann gilt:
A. Zu jedem a€R, O<oa<1 gibt es ein ¢>0 derart, dap fiir alle Differential-
operatoren
(3.2 L(x,D):= 2 a,(x)D°

lo|=r

mit Koeffizienten a,€C? sowie mit

(3.3) L(x,.) < L" fir alle xeW

und

(3.4) max 3 |a,(x)—a}| =

die Ungleichung e s

(3.5) IL(., D)p—L(D)ol = a|L*(D)oll  fiir alle p€S
gilt.

B. Sei scR. Es gibt zu jedem o€R, O<a<1 ein ¢>0 derart, daf jeder
Differentialoperator (3.2) mit Koeffizienten

a, € H1Ls—ll +1+:¢+n/2,
wobei x€R, x=0 ist, sowie mit den Eigenschaften (3.3) und (3.4)
(3.6) IL(,D)yp—L'(D)ol,; = alL'(D)olls+KIL' (D) olls-1  fiir alle @€ S
mit einer von s und von den Koeffizienten a, abhdngigen Konstanten K=0 geniigt.

Beweis. A. Sei II, der (endlichdimensionale) lineare Raum aller Polynome
P der Verinderlichen £€R" (mit komplexen Koeffizienten) vom Grade =r.
Durch

— |P(K)|
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wird auf II, eine Norm definiert (aus |P|=0 folgt P(k)=0 fiir alle k€Z", also
ist P(&)=0 fiir alle E€R").

Sei A(L%cII, der lineare Teilraum der Polynome P, die schwicher als L°
sind. Sei Q,, ..., Qy eine Basis in A(L?. Auf A(L°) wird durch

N
IPll= 31| fur Pi= Sd,0,
2

j=1

auch eine zweite Norm erkldrt. Da A (L% endlichdimensional ist, sind die Normen
[Il-]ll und | .|| auf A(L° einander d4quivalent. Insbesondere gibt es eine Konstante
f=0 derart, daB

(3.7 IIPII=BIP| fir alle PE A(L)
gilt.
Wegen a,€C? folgt fiir

L) = 3 6000,()E ALY

aus (3.7), daB auch ¢;€C? (j=1, ..., N) sind. Gilt zusitzlich a,€C} mit einem
IEN, so sind c;€C}.
Ist

N
Lo() = ~=21'0‘}Qj(-),

so folgt fiir jedes x€W und fiir jedes j=1, ..., N

(33 le;(x)—cjl = ILCx, )— LI
= BIL(x, )—L°|
| = (a,(0)—ag) i
gL
<ﬁ162, las (x)—aj|

= fmax 3 |a,(x)—al.
XEW lo|=r
Daher ist

3.9 Zmax lej(x)—c}| = Np max 2 las(x)—al].

Jj=1x¢€ W lo|=r

Da die Polynome Q; schwicher als L° sind, gibt es zu jedem j=1,...,N
ein 1;=0 derart, daB |Q;(k)|=n;|L°(k)| fir alle k€Z" gilt. Mit n:=max;_, x7;
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wird wegen (3.9) fiir alle ¢¢S

IL(., D)o —L*(D)oll

O-4)0,0)|

=z

= 310,(D)oll max je;(9)~<}|

j=1

2

= 2 n,IIL(D) g max le;(x)—¢jl

j=1

= NBn|L*(D)o| max. é |a, (x)—ag].

Mit e:=a/(NBy) folgt hieraus Ungleichung (3.5).
B. Sei s€R. Fiir die Behandlung des Ausdruckes

14 Q; (D)ol

mit d9 (x):= ¢;(x)—c} brauchen wir eine einem Resultat von Lions und Magenes [9],
Lemma 7.1, S. 31, analoge Abschitzung fiir Fourierreihen. Es seien d¥=: {d{}, ¢ 7,
€S und Q;(D)o=:Y/ = {Y{’},cz-€S; im folgenden lassen wir zur Vereinfachung
der Schreibweise den oberen Index ¢ weg. Der Fourierkoeffizient (dy), von dy
ist dann durch

@dY)x =1§" i
gegeben. Daher wird

vl =( 3 a1k 3 d-)) P = L+ 1

mit
Le=( 3 ( 3,0+ k=t ),
Ii=( 3 ( 3 (kY= [k=117) )

Mit gi:=(1+k[D"*¢, ist g:={gliczn€S und
=2 ( 2 dig- z) ldgll®
kEZ"

= (max |d(x)])*[| g2
xXEW

= (max |d (x))2[y]2.
XEW
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Nach dem Mittelwertsatz wird fiir x, y €R* mit einem z:=tx+(1—1)(x—))=
x—y+1y, 0<t<l,
(L [xPy2— (1 + [x—y[2p2|
2' (1 + [212)(s—2)/2 ijfl
j=1
= Is|(1+ |26~ 2] |y|

= /(L + Iz .

= s|

Wegen
(1+]Z[2)1/2 = 1+|Zl = 21/2(1+|z|2)1/2

ist fir s—1=0
(1+]Z]2)(S_1)/2 = (1+|z])s—1

=(+|x—y+1y)?
=+ x—ytA+ly)?
= 207V (1 4 [x—y e (1 4 |yt

und fiir s—1<0
(1+IZ[2)(5—1)/2 = 2(1-—:)/2(1+IZ|)s—1

1+ [x—y| )1“
A+ x=yDA+[x—y+zy)
I+ |x—y+ty[+]y| ]H
I+ x—=yD(A+[x—=y+zy)
= 20-92(1 4 [x— p =1 (L+|y)ls—Y
= 2B (L [x— y )OI+ [y
Somit folgt fir k,/¢Z"
|1+ K22 — (1 + [k—1]2)°/2|
= IS!2IS“1|(1—I—[k——l|2)(s‘1)/2(1-I—]l]z)('s“”“m.
Daher ergibt sich

I, = |s|2's—U (kezzn (IEZZ'" (14— 1R)S=D2 )y (14 [I[R)s—1+D/2 |dz])2)’/z

= [s[20 7 lly—y 5 (A [IB DR,
lezn

— 2(1—s)/2 (

= 20 ~s)/2 [

Es gilt
IEZZ:.(1+”[2)(|S_“+1)/2Id’|
= (1+Ill2)([s—1l+1+x+n/2)/2ld[[(l+ll|2)—(x+n/2)/2
1ezn
) = Klldlljs—1) 414542
mit

K, = ( 3 (+[1p)=Gsmm) ",
lezZn
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Folglich erhilt man

ILC, D)o —L*(D)ol,

N
= 2 (max|c;(x)—c§)1Q;(D) ol
Jj=1 xew
N
+K,,s ;1 ”d(j)”Is—ll+1+x+n/2”Qj(D)(p”s—1

K,|s|271 fiir s 20
K, s :={

0 fir s =0.

Ahnlich wie in (3.8) leitet man punktweise Abschitzungen fir die Ableitungen
von d9 her, und durch Integration ergibt sich

N
.Z]’- ”d(")”ls—1|+1+x+n/2 §| Z ”bauls—ll+1+x+nl29
Jj= ol=r

wobei b,(x):=a,(x)—a’ ist.
SchlieBlich zeigt man analog wie in Beweisteil A, daB

IL(., D)p—L°(D)¢l|s
= NﬁnllL"(D)wllsm:%( wér la, (x)—al]

+Kn,sﬁ’7”Lo(D)§0”s—1l é ”ba”|s—1|+1+x+n/2
gilt. Mit e:=a/(NBy) und -

K:= Kn,sﬂ”| é’ ”bo'”ls—ll+1+x+n/2
folgt hieraus Behauptung (3.6).

3.2. Satz2.2 148t sich in der folgenden Form auf den Fall variabler Koeffi-
zienten {ibertragen:

Satz 3.3. Es sei
3.1 L°(D) := 3 a%D°

lo|l=r

ein stark t-koerzitiver (t€R, t=0) Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten
al €C. Ferner sei
(3.2) L(x,D):= 2 a,(x)D°

lol=r

ein Differentialoperator mit Koeffizienten a,cHS mit s€R.
Man setze voraus, daf} mit einem o€R, O<a<1 und mit einem KER, K=0

(3.6) IL(,D)o—L(D)ols = a|L'D)pls+KIL'D)@ll;-y  fiir alle @€ S
gilt (man vergleiche Satz 3.2.B).
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Dann ist der in H} durch
D(Ly) = Sc H;,
Lo :=L(.,D)o fir oS

erkldrte lineare Operator Lg: D (L)~ HS abschliefbar mit der kleinsten abgeschlosse-
nen Fortsetzung L7 :=L**, und es gilt

(3.10) D(L]) c Hs'.
Weiter besteht die Fredholmsche Alternative

dimN(L]) = dim N(L}) <<,
G.11) { R(L]) = N(L)*, R(LY) = N(L)*.

Dazu existiert ein A,ER, A, =0 derart, dap fiir alle i=J, die Abbildung L; +Al:
D(L])—~H: bijektiv und folglich die inverse Abbildung (L] +AI)~*: Hi—~D(L])
stetig ist.

Beweis. A. Die starke t-Koerzitivitdt von L°(D) besagt, daB mit Konstanten
C,;=>0 und C,=0 die Ungleichung

Re (L'(D)Y, ¥) = Cil¥l3e—Caollyl?  fiir alle y€S
gilt. Mit k€Z" und
V(@) = (2m) e
ergibt sich hieraus
3.12) Re LO(k) = C (1 +|k|»*—C,.

Essei ¢={¢Jycz»€S. Wir multiplizieren Ungleichung (3.12) mit (1 + |k[?)* [, |*
und summieren dann iiber k€Z". Somit ergibt sich

Re (LO(D)(/), (P)s = C1”¢’”§+t/2_cz||(0”§
und daher fiir A=0

(3.13) 2ARe (L"(D)CD, @)s+220ls = (221Gl 93
Ist d=0 vorgegeben und A=(d+ CJ)"?+C,, so erhdlt man nach (3.13)
(3.149 |(Lo(D)+2) |2
= |IL°(D)ollf + 24 Re (L°(D) o, ¢)+ 22|l
= [|IL°(D) @llf + (22 —22Cy) |9l

= |L° (D)ol +dlols.
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Nach Voraussetzung (3.6) folgt wegen (3.14)

(3.15) I(ZC. D)+ D)ol
= ||(L°(D)+ 2 ¢||;—IL(., Dy —L°(D)ol,
= (1-9)||[(L°D)+ ) 9|, — KIL(D) ll;-1

L2 o)+ 2ol

1—a

P22 (@ Dol —22 1 ®el-)-

Wir setzen 6:=2K/(1—o) und wihlen
4= oy
Nach (3.14) folgt dann fiir A=1;:=(d+C)*+C,
(Lo @) +2) 0|2~ IL* D) ol
= LD gl +dlol: —*IL* (D) oll3-1
gkgn(1+|k|2)s—1((1 + (k[ d+ 1+ k2= AL K)P) loul*

élk%(1+ k)= (1 + k[ d— 8 |LO(K) ) louf* = O

und hieraus
1 i

@+ Dol = KIL D)9l 1.

(3.16)

Aus (3.15) ergibt sich somit fiir A=4

(3.17) (L, D)+2)o||, = !

;a (L) +2)g||; fiir alle @€ S.

Sei wieder @ ={p,};cz+€ S. Falls wir in (3.12) zu beiden Seiten 1=4, addieren,
die so entstehende Ungleichung mit (14 |k[%)***2|p,|> multiplizieren und dann iiber
k€Z" summieren, so folgt

Cillolsse = ReKZZ'" (LO(k)+2) (1 + [k Py * 2| 2

= ( 3 IR +AEA+ kPP o) (3 A+ kR o)
kéZn KézZn
Mit A=A, gilt daher
Cill@ls+. = [[(L2(D)+2) o
und folglich gemaB (3.17)

(3.18) (ZLC, D)+ Aol = G 1;“ lolss, fiir alle @€S.
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B. Sei A=4,. Nach (3.17), (3.6) und (3.14) ist

l—a

5= L@+ 2ol = [[ZC. D)+ 2o,
= (@) + 20| +IL(. D)o —L°D) gl
= (D) +2) ¢||,+ oI LOD) ol + KL (D) 954
= (I1+a+K)||(L°(D)+2)g||, fiir alle g€ S.

Da LY abschlieBbar ist, folgt aus (3.19) die AbschlieBbarkeit von L, und
auch die Relation D(L])=D(L?"). Die Abschitzungen (3.18) und (3.19) gelten
dann auch fiir die AbschlieBungen L?” und L. Aus (3.18) folgt, daB D(L])c
H:** gilt und daB R(L] +AI) abgeschlossen fiir A=J, ist.

C. Wir werden nun zeigen, daBB R(L] +Al)=H: fir A=A, ist. Gegeben sei
v€H; mit der Eigenschaft
(3.20) (v, Ly +Hw), =0 fiir alle we D(L]) = D(L?").

Wegen A=A4,=C, ist R(L)"+ AI)=H? (man vergleiche Satz 2.2, Beweisteil C), und
es existiert ein €D (L") mit

(3.19)

L+ Nu = .
Dann folgt nach (3.20), (3.6), (3.14) und (3.16)
loll2 = (v, (L2"+ Au),
= (v, (Ly + D u)s+(v, (LY —L])u),
= (v, (L= L)),
= JJoll I(L8" = L) ull;
= [lolls @I LS " ulls+ K I1L" ulls-y)

l—a o
22 I+ Dul,)

= ||, (Ot L2+ A)ull,+

= % e,

und wegen a<1 ist v=0. Also gilt
R(L; +AI) = HS,

N(Lf+AI) = R(L; + A1)+ = {0}
sowie nach (3.18)
N(L; + 1) = {0},

und L] +AI ist ein Fredholm-Operator mit Index Null.
D. Der durch
D(T) = H;,

Tou:=—Au fiir ueD(T)



Uber periodische Losungen koerzitiver linearer partieller Differentialgleichungen 105

erklirte lineare Operator T,: H:—HS ist (L +Al)-kompakt: Sei {u;}; y eine
Folge aus D(L]), und es gelte mit einer Konstanten M=>0, M <o

lujlls+I(Ls +VDujly =M fir alle jEN.
Nach (3.18) ist
2 .. .
Ilujlls+‘=MqT———a) fiir alle ]EN.

Wegen der Kompaktheit der Einbettung von H:*' in Hj (man vergleiche Bers—
Schechter [2], Lemma 10, S. 169—170, der Beweis 148t sich iibertragen, und Eells
[3], (D) Theorem, S. 111—112) enthélt {u;}; 5 eine in H; konvergente Teilfolge
{«;};cn» also konvergiert {T,uj};cn in H.

Da der Index von L] +AI Null war, ist auch der Index von L] =(L; +Al)+T;
Null (man vergleiche Kato [7], S. 238), und daher gilt dim N(L;)=dim N(L})<-ee.

3.3. Wir beweisen jetzt einige Regularititsaussagen:
Satz 3.4. Es seien t,s,lcR mit t=0 und I<s. Der Differentialoperator

3.1) LD) == 3 a’D°

loj=r
mit konstanten Koeffizienten ad€C sei stark t-koerzitiv. Ferner sei

3.2) L(x,D):= D> a,(x)D°

lol=r
ein Differentialoperator mit Koeffizienten a,¢ H® mit o¢:=max{|s|, |I[}. Man setze
voraus, daP mit einem o€R, O<a<1 und mit einem KER, K=0

(3.6) IL(, D)yp—L'(D)ols = «|L* D)ol + KL (D)@lls-y  fiir alle ¢€S

gilt.
Weiter seien fc¢ HS und u€D(L;) derart, da} L;ju=f gilt.
Dann ist u€¢D(L])C H:' und L] u=f.

Beweis. Sei m€N mit der Eigenschaft /+(m—1)t<s=I[/+mt, und seien
s;==min{l+jt, s} fir j=0,...,m. Nach Satz 3.3 existiert zu jedem j ein 4 ._0
derart daB die Abbildung L] +Al: D(L; )—»H‘J mit D(L; )CH‘ it fiir )>/1
bijektiv ist. Es sei A,:=max {As sees hs }

Durch Induktion werden wir zeigen, daB wu€D(L]) und Lju=jf fir
j=0,...,m gilt. ’ ’

Nach Voraussetzung gilt die Behauptung fiir j=0. Sei also O<j<m (und
daher s;=I+jt<s) und uED(L) mit Lju =f. Wegen D(L; )CHSJ'“CHSJH
ist f+AueH+:cHY und (L] -Mo)u f+4iu. Es gibt ein UED(L ) mit
(L +Ao)v Sf+Au. Wegen D(L )cD(sz) ist auch

(L5 a0 = f+hat = (L + 2
also u=v€D(Ls‘j”) und L;j u=f.

+1
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Fir j=m ist s5,=s sowie folglich D(L])C H:** und L] u=f.

Korollar 3.5. Es seien
3.1) L°(D):= > a%D°

lol=r
ein stark t-koerzitiver (t€R, t=0) Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten
a’eC und )
3.2 L(x,D):= D a,(x)D°

lol=r
ein Differentialoperator mit Koeffizienten a,€ HS (scR, s=>0).
Man setze voraus, daf3 mit einem «€R, O<a<1 und mit einem KER, K=0
die Ungleichungen

(3.5 IL(., D)p—L°(D)o| = a|L°(D) o]
und
(3.6) IL(., D)p—L*(D)oll; = «|[L*(D) @ ||+ K| L*(D) ¢l|s—,

fiir alle €S gelten.
Dann gilt N(L;)=N(L_)=N(L")=N(LYC S, wobei L:=L, ist.

Beweis. Wegen D(L])CD(LZ,) gilt N(L])cN(L~,). Nach Satz3.4 folgt
aber N(LZ)CN(L")cN(L]). Daher hat man N(L])=N(L")=N(L_). Aus
Voraussetzung (3.5) folgt durch AbschlieBung

(1= L w|| = |L"w| = (1+a)|L°"w| fiir alle we D(L™) = D(L°").
Folglich ergibt sich N(L")=N(L°") und gemiB Satz 2.2 ferner N(L°")=N(L%C S.

3.4. Wir geben noch eine hinreichende Bedingung dafiir an, daB jede schwache
H{-Losung der Differentialgleichung L(., Dyu=f auch eine starke H?-Losung
dieser Differentialgleichung sei:

Satz 3.6. Es sei
3.D L'(D) = 3 alD°

lol=r
ein stark t-koerzitiver (t€R, t=0) Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten
al€C. Ferner sei
(3.2) L(x,D):= D a,(x)D°

loj=r
ein Differentialoperator mit Koeffizienten a,€C' und L'(., D) der dem Differen-
tialoperator L(.,D) formal adjungierte Differentialoperator.
Man setze voraus, daff mit o, €R, O<a,o’<1 und mit K, K'€R, K=0,
K’'=0 die Ungleichungen
IL(., D)p—L*(D)oll = «|L*(D) ||+ K| L*(D) @] -,
I/ DYp—L(D)gl = o« |LX(D) ol + K[ L(D) -y

fiir alle €S gelten.
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Dann ist L wesentlich maximal, L™ =L"*. Fir f€H? ist folglich jede schwache
H?-Lésung u€D(L'*) der Differentialgleichung L(., Dyu=f auch eine starke
H?-Losung u€D(L™) dieser Differentialgleichung.

Beweis. Trivialerweise ist L™ c L.

Weil wegen der Voraussetzung a,€C)?' die Koeffizienten von L’(., D) in H}
liegen, existiert gemaB Satz 3.3 (mit s=0) ein A*€R, A*=0 derart, daB R(L""+ Al)=
R(L"+A)=H? fir A=1" ist.

Sei nun u€D(L’*) und g:=L'*u. Man wihle eine Zahl i=A* Zu g+iu
existiert dann ein v€D(L”) mit (L"+ Av=g+Aiu. Weil u€D(L'*) eine schwache
H?-Lésung der Differentialgleichung L(., D)u=g ist, gilt

(L+P e, u) = (¢, g+iu) = (¢,(L™+ )

fiir alle @€¢S. Zu v existiert eine Folge {v,bj}jENcS mit [lv—y;[—-0 und
IL"v—Ly| -0 fir j—e, und es gilt

(@, (L™ +2v) = lim (¢, (L+2)¥))

= thr:o (L+De,y;)=(L +2) . v).
Also folgt
(L'+Mep,u—v)=0 fiir alle pcS
und daher auch
(L"+Hw,u—v) =0 fiir alle weD(L").

Hieraus ergibt sich u=v, und somit ist L™=L"*.

Die Verfasser danken Herrn Jouko Tervo fiir einige Verbesserungsvorschlége.
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