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MOGLICHST KONFORME SPIEGELUNG AN
EINEM JORDANBOGEN AUF DER ZAHLENEBENE

Reiner Kiithnau

1. Einleitung

Es sei ¢ ein abgeschlossener Jordanbogen mit Endpunkten 2z; und 2 in der
z-Ebene. Unter einer Q-quasikonformen Spiegelung an ¢ auf der Zahlenebene
verstehen wir in dieser Mitteilung eine orientierungsumkehrende @ -quasikonforme
Abbildung der z-Ebene auf sich mit Festhaltung des unendlich fernen Punktes
(kurz oo — 00), bei der ¢ punktweis festbleibt. In dieser Festhaltung des unendlich
fernen Punktes liegt der Unterschied zur Mitteilung [5]. Obwohl im folgenden
manche Uberlegung in der Tendenz &hnlich wie in [5] ist, gibt es doch durch die
Bedingung oo — oo einige wesentliche Unterschiede in der Durchfithrung und in
den entstehenden Resultaten.

Eine quasikonforme Spiegelung an ¢ mit kleinstméglicher Dilatationsschranke
heiflt (bei 0o — 00) “moglichst konform” im Anschlufl an H. Grétzsch bzw. “ex-
tremal quasikonform” nach O. Teichmiiller. Die zugehéorige kleinstmégliche Dila-
tationsschranke Q¢ > 1 bzw. q¢ = (Q¢—1)/(Q¢+1) nennen wir “Spiegelungsko-
effizient von ¢ (bei co — 00)”. Dieser ist invariant bei ganz-linearer Transforma-
tion der Ebene. Im Unterschiede hierzu war in [5] der ohne die Nebenbedingung
oo — oo entstehende Spiegelungskoeffizient Q¢ > 1 bzw. ¢¢ = (Q¢ —1)/(Q¢ + 1)
sogar invariant bei beliebiger linearer Transformation. Es gilt natiirlich Q¢ > Q¢
bzw. q¢ > gc. Wie bei g¢ gelten auch bei q¢ einfache naheliegende Monotonie-
eigenschaften (q¢ vergréfert sich nicht bei Verkiirzung von c).

Bildet man die zweibléttrige Riemannsche Fliche mit Windungspunkten bei
z1 und zo auf die schlichte 3-Zahlenkugel so ab, da§ die beiden Exemplare von oo
in oo und 0 libergehen, entsteht aus ¢ eine geschlossene Jordankurve €. Aus einer
Q-quasikonformen Spiegelung an ¢ entsteht so eine @-quasikonforme Spiegelung
an € mit der Nebenbedingung co — 0; ebenso umgekehrt. Somit folgt g, = 0
genau fiir eine Strecke ¢ (nachdem zunéchst in elementarer funktionentheoretischer
Schlufiweise aus q¢ = 0 folgt, daB € ein Kreis ist). Die Bestimmung von q fiir
einen Kreisbogen ¢ ist gar nicht elementar (im Gegensatz zur Bestimmung von
gc ), aber auf eine klassische Arbeit [9] von O. Teichmiiller zuriickfithrbar; vgl.
Sektion 2. Analog wie in [5] ergibt sich q¢ = |1 — 4| fiir den Fall, ¢ besteht aus
zwel unter dem Winkel y7 zusammenstoflenden Strecken. Weitere Beispiele ¢ mit
explizit angebbarem ¢, sind noch nicht bekannt.
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Durch die genannte Zuriickfiilhrung auf die Spiegelung an der geschlossenen
Jordankurve € mit oo — 0 ergibt sich sofort aus Kompaktheitsgriinden die Exi-
stenz mindestens einer moglichst konformen Spiegelung an ¢ mit co — oo. Dafl
diese fiir z.B. analytisches ¢ eindeutig bestimmt ist und sich durch ein quadrati-
sches Differential (regulér bis auf eventuell einen einfachen Pol in co) charakteri-
sieren 1a8t, folgt durch die Strebelsche Theorie mdglichst konformer Abbildungen
bei fest gegebenen Randwerten [8], [4].

Im folgenden soll nun die méglichst konforme Spiegelung an einem “kleinen”
Bogen ¢ naher untersucht werden.

Satz 1. Es sei ¢ ein abgeschlossener Teilbogen eines festen analytischen
Jordanbogens, wobei ¢ die Linge 2¢ besitzt und die Linge durch den festen Punkt
2o € ¢ halbiert wird. Dann gilt fiir ¢ — 0

(1) qc = ke + O(e?),
wobei k die Kriimmung in zo ist. O(e?)/e? bleibt fiir ¢ — 0 beschrankt.

Auch zur Geometrie der moglichst konformen Spiegelung an ¢ 148t sich fiir
hinreichend kleines ¢ unter der Voraussetzung k # 0 eine Aussage treffen.

Satz 2. Fiir alle hinreichend kleinen ¢ ist das die méglichst konforme Spie-
gelung an ¢ (mit co — oo ) beschreibende quadratische Differential bis auf einen
einfachen Pol in oo auBerhalb ¢ und auf den beiden Ufern von ¢ regulir und be-
sitzt keine Nullstellen (in den Endpunkten von ¢ in einer Randuniformisierenden
betrachtet).

Zur bequemeren Formulierung des folgendes Satzes (wieder unter der Voraus-
setzung kleiner £ und k # 0), der diese Aussage noch weiter prizisiert, nehmen
wir 0.E.d.A. ¢ in der Lage von Figur 1 in der z-Ebene an (zy = 0, horizontale
Tangente in 0, Vorzeichen der Kriimmung so, da8 ¢ oberhalb der reellen Achse
liegt). Dann fithren wir noch eine shnliche VergréBerung von ¢ durch eine ganz-
lineare Transformation in eine 3-Ebene so aus, daf8 die Endpunkte von ¢ in +2
iibergehen und das Bild ¢; von ¢ unterhalb der reellen Achse liegt (Figur 1). Nun
bilden wir die zweiblattrige Uberlagerung des Aufieren von ¢; mit Windungspunkt
in oo schlicht konform auf das Innere des Einheitskreises einer (-Ebene so ab, da8
3 = oo in ¢ = 0 iibergeht und in 3 = oo die Entwicklung a/+/%3 + -+ (a > 0)
vorliegt. Als Schar & bezeichnen wir dann in der 3-Ebene die Gesamtheit der
Urbilder der zur imaginéren Achse parallelen Strecken innerhalb |¢| < 1.

Satz 3. Bei der moglichst konformen Spiegelung an ¢ mit co — oo gehen
infinitesimale Kreise in infinitesimale Ellipsen des Achsenverhiltnisses Q. iiber,
wobei die grofien Achsen einen Neigungswinkel besitzen, der in jedem Punkte der
3-Ebene tibereinstimmt mit dem Neigungswinkel der durch diesen Punkt verlau-
fenden Kurve von & bis auf eine additive Fehlergréfle, die nach Division durch

V€ beschrinkt in 3 (auflerhalb von ¢;) und ¢ (hinreichend klein) ist.
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Figur 1.

Die Schar & ist in Figur 2 dargestellt im Grenzfalle ¢ = 0. Diese Schar
entsteht dann also als Urbild der zur imagin&ren Achse parallelen Strecken in-
nerhalb [¢| < 1 bei schlichter konformer Abbildung des zweibléttrigen AuBeren
(Windungspunkt in oco) der Strecke —2...+ 2 der 3-Ebene auf das Innere des
Einheitskreises || < 1 mit co — 0 und der Entwicklung 1/4/23 +--- in 3 = co.
Die Schar & ist (in diesem Grenzfalle € = 0) zur imaginédren Achse symmetrisch.
Bei Spiegelung an der reellen Achse entsteht die Schar der orthogonalen Trajekto-
rien. Im oberen Ufer der Strecke —2...+2 endet die in 3 einmiindende Kurve von
S dort mit dem Neigungswinkel %(r — arcsin 13) gegen die positiv reelle Achse.
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Figur 2. (Schar & in der 3-Ebene.) Figur 3. (z-Ebene.)

Eine zu Satz 3 entsprechende Aussage ergibt sich fiir die z-Ebene, wobei dann
die Neigungen der groflen Achsen der infinitesimalen Bildellipsen analog auerhalb
eines beliebig kleinen aber festen zu z = 0 konzentrischen Kreises approximiert
werden durch die Schar der Figur 3 (Cardioiden). (Diese Schar der Figur 3 entsteht
aus derjenigen von Figur 2 sozusagen bei Betrachtung mit immer starker werdender
Verkleinerung.)

2. Beispiel: Kreisbogen ¢

Dieser Kreisbogen ¢ habe den Offnungswinkel a (< 27). q¢ héngt allein von
a ab wegen der Invarianz bei Ahnlichkeitstransformation. ¢ kann dabei mit den
Endpunkten +2 entsprechend der Situation in der 3-Ebene der Figur 1 angenom-
men werden. Aus ¢ entsteht in der Z-Ebene der Figur 1 gemi8 (11) eine exakte
Kreislinie K, wobei man elementar fiir das Verhaltnis ¢ des Abstandes zwischen
dem Mittelpunkt von K und Z = 0 zum Kreisradius errechnet

(2) ¢ = sin(a/4).

Die Aufgabe der méglichst konformen Spiegelung an K mit co — 0 ist nun
gerade in [9] vollstdndig behandelt worden. Es ergibt sich nach [9] (dort berithmter
Schreibfehler auf S. 343: K ist durch VK zu ersetzen; gleicher Fehler in der
Darstellung in [6], S. 59 ff.)

Qe = (e#@ + 1)2/(6u(9) _ 1)2,
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wobei p(p) der Logarithmus des konformen Moduls der von 0 bis ¢ geradlinig
geschlitzten Einheitskreisscheibe ist. Mit der in [7, S. 62] gegebenen Darstellung
fiir u(p) und der iiblichen Bezeichnung fiir elliptische Integrale erster Gattung
haben wir damit das Ergebnis:

(3) dc = 1/€os(37K'(0)/K(0))

mit ¢ nach (2).

Der topologische Verlauf der Hauptverzerrungsrichtungen der moglichst kon-
formen Spiegelung am Kreisbogen ¢ ergibt sich nach [9] fiir alle a (also nicht nur
fiir hinreichend kleine entsprechend Satz 3) wie in Figur 2.

Bemerkung. Man mu$8 sich des Gedankens entschlagen, es finde immer eine
Vergroflerung von ¢ statt, wenn man einen konvexen Bogen ¢ in Richtung der
konvexen Seite abandert (bei Festhaltung der Endpunkte). Besteht namlich ¢ aus
zwei unter dem Winkel 47 (< 7) zusammenstofenden gleich grolen Strecken, ist
nach der Einleitung q¢ = 1 — . Fiir den Kreisbogen mit gleichen Endpunkten
wie ¢ und durch den Knickpunkt verlaufend ergibt sich fiir kleine Werte von 1 —~
nach (3) bzw. Satz 1 ein kleinerer Wert, ndmlich asymptotisch #(1 — ~)/4.

3. Beweis von Satz 1

Dieser besteht im 1. Teil im Nachweis der Ungleichung
4) qc > the + O(?).

Dabei spielt eine zentrale Rolle eine Koeffizientenabschétzung fiir quasikonform
fortsetzbare schlichte konforme Abbildungen. Im zweiten Beweisteile wird noch
explizit eine Spiegelung konstruiert, fiir die der Betrag der komplexen Dilatation
< der rechten Seite von (4) ist.

Zum 1. Beweisteil vergleiche man Figur 1. Es wird eine Kette von schlichten
konformen Abbildungen durchgefiihrt.

Den Bogen ¢ koénnen wir 0.E.d.A. in der z-Ebene in der Form

(5) z =z +i(}kz? + O(z?)), k>0,
annehmen, wobei k die Kriimmung in zg = 0 ist,
z1 =€+ O(e?) + i(Lke® + O(e?)),

22 = — + O(e?) +i(3ke® + O(e?))
die Endpunkte sind. Es wird

21 — Ry = 2e + 2501(6) + i0(€3),
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21 + 22 = 2605(¢) + 2i(3ke® + O(e?)).

Hierbei und im folgenden bezeichnet O das Landau-Symbol und zwar stets eine
reelle Funktion. Wir héngen an O einen Index an, wenn wir eine ganz bestimmte
Funktion meinen.

a). Ubergang z — 3 als erstes Glied der angekiindigten Abbildungskette:
Erfolgt durch die ganz-lineare Transformation

4 21+ 22
z—2 ,
21— 22 21 — 22

(6) 3=

so daf} der Bildbogen in der 3-Ebene die Endpunkte +2 bekommt. Der Bildbogen
hat nach (5) die Gestalt

_ oz +i(5ka? + 0(a®)) — e0a(e) — i(1ke? + O(?))
(7) p=2—— e 201(e) 10 !

wieder mit z als Kurvenparameter. Wir steigen nun zum Kurvenparameter @

durch
(8) z = (e +€01(¢)) cos p + €0y(¢), 0<p<m,

um. Die Endpunkte des Bildbogens bekommen wir jetzt durch ¢ =0 und ¢ = =,
wobei dort von z der Wert Rez; bzw. Rez, von zweiter Ordnung angenommen
wird. Wir stellen uns noch vor, fiir 7 < ¢ < 27 entsteht das andere Ufer des
Schlitzes bei ¢.

Nun wird in diesem neuen Parameter ¢ nach (7) der Bildbogen in der 3-Ebene
gegeben durch

3/2 = (1 + Jike cosp)cosp + O;(€) cos +i0(e?) — Like
1+ 04(e) +10(e2) ’

wobei von jetzt ab das Landau-Symbol O (ohne Index) auch zusitzlich von 7
abhéngen kann, dabei immer als analytisch in ¢ und ¢ vorzustellen ist. Es ist
O(e?)/e? fiir € — 0 beschrankt, und zwar gleichmaBig in ¢ (Entsprechendes gilt
unten).

Wir rechnen noch um zu

9) 3/2 = cosp — Likesin® p + O(e?) +i0(?).
2

Hier mu§ O(¢®)+40(e?) fiir ¢ = 0 und ¢ = 7 von zweiter Ordnung verschwinden,
so daf} also diese Gréfe nach Division durch €?sin? ¢ beschrinkt sein muB. Dies
bringt

(3/2)? = 1= —sin® (1 + tkecosp + O(e?) + i0(e?)),
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(10) ((3/2)* - 1)1/2 = isinp (1 + Like cos ¢ + O(e?) +i0(e?)).
b). Ubergang 3 — Z: Erfolgt durch

(11) 3=2+1/2, Z=(3/2)+(3/2) - 1.

Mit (9), (10) wird die Bildkurve (eine geschlossene analytische Jordankurve) in
der Z-Ebene dargestellt durch

Z = €*(1— Lkesinp) + O(e?) +i0(e?).
Durch die weitere Substitution ¢ = ¢ — %ke cos ¢ entsteht daraus die Darstellung
(12) Z = e — Like + O(e?) +i0(e?).
¢). Ubergang Z — w: Ist eine harmlose Drehung
(13) w=1Z.
Aus (12) entsteht die Bildkurve
(14) w = ie'¥ + Lke + O(e?) +i0(e?).
d). Ubergang w — 1: Durch
(15) w = w.
In der w-Ebene entsteht dann die Bildkurve in der Form
(16) W = ' VHm/4 | Lpe—ivIm/a 4 O(c?) +i0(2).
e). Ubergang o — W: Erfolgt durch

1

17 =W+ Lke W=m—ike%+ﬁ+...

L
W
Die Bildkurve in der W -Ebene ist dann gegeben durch
(18) W = ie!@¥+m/4 L 0(e?) 4 i0(e?).
Wegen

(19) [W| =14 0(e?)
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haben wir eine Anniherung an den Einheitskreis von zweiter Ordnung. Das Aufere
dieser Bildkurve hat einen konformen Radius der Form

(20) R=1+0(?).

f). Ubergang W — 20: Erfolgt durch schlichte konforme Abbildung des
AuBeren der Kurve der W -Ebene auf das AuBlere des Einheitskreises, wobei fiir
die Umkehrfunktion in 20 = oo der Entwicklungstypus (wegen der zentrischen
Symmetrie zu 0)

(21) W/R=2+ 20" + A;,2073 + ...
vorliegt. Entsprechend wie in [5] flieit aus (19)
(22) 2] < O(e?).

Nun haben wir nach (17) in 20 = oo die Entwicklung

(23) % = —I};- + iksR'z—‘% =W+ (A + iksR"Z)Qﬂ'l + 2073,

Aus der Q¢-quasikonformen Spiegelung an ¢ mit co — oo entsteht entsprechend
der Einleitung eine Q¢-quasikonforme Spiegelung an der “ellipsennahen” Kurve
der ro-Ebene mit co — 0, und diese induziert in bekannter Weise (vgl. z.B. [4])
eine £)¢-quasikonforme Fortsetzung der schlichten hydrodynamisch normierten
konformen Abbildung (23) des AuBeren des Einheitskreises der 20-Ebene auf das
Auflere der Kurve der Ebene 1/R.

Nun kommt der entscheidende Schritt in diesem ersten Beweisteil: Nach [1]
kénnen wir so in (23) den ersten Koeffizienten abschitzen

(24) |2, + keR7?| < qe.

Das gibt im Verein mit (20), (22) unsere Behauptung (4).

Im 2. Beweisteil zu Satz 1 wird effektiv an der zu 0 zentrisch symmetrischen
geschlossenen Jordankurve der tv-Ebene (vgl. wieder Figur 1) eine quasikonforme
Spiegelung konstruiert, deren Betrag der komplexen Dilatation < i—ke + O(£?)
ist und die ebenfalls zu 0 zentrisch symmetrisch ist (so da8 sie — wenn man
in Figur 1 die verschiedenen Ebenen zuriickverfolgt — zu einer quasikonformen
Spiegelung an ¢ mit co — oo Anlaf gibt, bei gleicher Dilatationsschranke). Diese
Spiegelung wird analog und fast wortlich wie in [5] (dort 2. Beweisteil in Sektion 3)
konstruiert. Im wesentlichen ist nur A durch %k zu ersetzen, und in den Potenzen
von ¢ ist der Exponent entsprechend zu erniedrigen.
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4. Beweis von Satz 2 und Satz 3

Zum néheren Studium der moglichst konformen Spiegelung an ¢ mit co —
oo untersuchen wir wie in [5] die (zentrisch symmetrische) méglichst konforme
Spiegelung an der geschlossenen Jordankurve der tv-Ebene oder — was hierzu nach
[4] &quivalent ist — die moglichst konforme Fortsetzung der schlichten konformen
Abbildung w(20) von |2J| > 1. Letztere Fortsetzung erhalten wir wie im Beweis
von Satz 7 in [2] (dort Druckfehler: lies F(w(1/2))), [3](Satz 1) aus der komplexen
Eigenfunktion zur Jordankurve der tv-Ebene, aufgefafit als Funktion von 20,

2)  Fam) =iy mw e, (W51, Yleaf=1,

falls diese schlicht ist.
Fiir hinreichend kleine ¢ gilt fiir den Koeffizienten a; von 1/20 in (23)

(26) ay = tke + O(e?), lai|? = Ek2e? 4+ O(?).

Andererseits ist t0(20) nach |20| > p schlicht und analytisch fortsetzbar, wobei
wahlbar ist

(27) 0 = const /2

mit einer von & unabhéngigen Konstanten. Denn an dem Bogen der 3-Ebene
zwischen —2 und +2 148t sich in einem Umgebungsstreifen einer Breite der Form
const(1/e) spiegeln, und diese Spiegelung gibt in bekannter Weise AnlaB zu einer
schlichten und analytischen Fortsetzung von 1(20) nach |20| > const/z. Die
Schlichtheit der Eigenfunktion (25) und Satz 2 ergeben sich nun aus (26), (27) nach
Satz 5 in [5], dort insbesondere Bemerkungen 2 und 3 (hier wird ®(p) = const &% +
O(e™/*)). Auch folgt noch nach Satz 5 in [5] fiir den reziproken Fredholmschen
Eigenwert « der Jordankurve der w-Ebene

(28) k= qc = Lke + O(e?).

Nun zum Beweis von Satz 3! Es gilt zunéchst (vgl. die Analogie zu (40) in

[51)

(29) Y ValeallWT T < evela |27 fiie [20] > 1

n=2

mit einer gewissen Konstanten ¢ und fiir hinreichend kleine €. Denn (29) folgt
aus

[e ]
Y Vnlzal < evela|

n=2
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und dies wie in [5] aus

oo 2 96
(Z \/ﬁgn+l) + C2€1 — 92 < 026"72,

n=2

was fiir kleine ¢ sicher mit einer geeigneten Konstanten c richtig ist wegen (27),
(28). Es gilt weiter wie in [5]

6

— 1l 0
—_ < -
|kz1 — arzr] < pl

Mit (26) und (28) (hier benutzen wir also Satz 2) ergibt sich hieraus
(30) Jm z; = O(e).

Ferner gilt

oo 1 96 oo
Z PSS =0@) =13 jef =1-0(),
n=2 n=2
so daB folgt
21 =1—0(e) +i0(e).

Damit gilt fiir die Ableitung der komplexen Eigenfunktion (25) nach (29)

(31) %F(Qﬂ) = i 277 (1 + c/eF*(W,e)) fiir |20 > 1

mit lF*(Qﬂ s)| 1 fir|20] > 1 und alle hinreichend kleinen ¢. Das beweist
Satz 3, da die Schar & — in die 20-Ebene iiberpflanzt — durch Jm 20! =const
charakterisiert wird, die eigentliche Schar der Hauptverzerrungsrichtungen (Rich-
tungen der grofilen Achsen der infinitesimalen Ellipsen, die Bilder infinitesimaler

Kreise) durch Jm dF = 0.
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