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Geometria on vanhimpia matematiikan osa-
alueita, ja ala juontaa juurensa useissa eri
kulttuureissa esiintyneiden kdytannén mit-
taustehtdvien ratkaisuihin. Nimi tulee krei-
kan sanoista geo (maa) ja metron (mittaus),
ja geometrian ensimmaiset sovelluskohteet
olivatkin maanmittauksessa, rakennustek-
niikassa ja tdhtitieteessd. Geometria nousi
itsendiseksi tieteenalaksi antiikin Kreikas-
sa. Eukleideen kuuluisa teos Elementa (Al-
keet, noin 300 eKr.) kdsitteli lukusuoran, ta-
son ja kolmiulotteisen avaruuden geomet-
riaa aksiomaattisen lahestymistavan kaut-
ta. Ndiden euklidisten avaruuksien geomet-
ria on sitd geometriaa, jonka monet oppivat
koulussa: euklidisissa avaruuksissa kolmi-
on kulmien summa on 180°, Pythagoraan
lause on voimassa ja yhdensuuntaiset suo-
rat eivat koskaan leikkaa. Vaisala-palkinto-
esitelmédn yhteydessa on aiheellista maini-
ta, ettd koulugeometrian perusteet on hy-
vin esitetty Kalle Vdisdlan pitkdadn palvel-
leessa oppikirjassa Geometria (1959).
Ranskalainen filosofi ja matemaatikko
Descartes esitti 1600-luvulla vaihtoehtoisen
tavan kasitelld euklidisia avaruuksia. Tama
tapa perustui koordinaattien kdayttoon, ja la-
hestymistapaa kutsutaan nimelld analyytti-
nen geometria. 1800-luvun alkupuolen geo-
metriassa kasiteltiin myds joitain muita
avaruuksia, kuten kdyrat ja pinnat kolmi-
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ulotteisessa avaruudessa (esimerkiksi pal-
lonkuori), teknisessa piirtamisessa tarvitta-
vat projektiiviset avaruudet (Monge 1795),
ja Eukleideen ldhestymistavasta yhta aksi-
oomaa muuntamalla johdettu epaeuklidi-
nen geometria (Bolyai ja Lobachevsky
1830).

Matematiikka on luonnontieteiden kieli,
ja matematiikan erds vahvuus on abstrakti-
en kasitteiden hydédyntaminen luonnon il-
mididen kuvaamisessa. Geometrian alan
erds suuri hetki koettiin vuonna 1854, kun
saksalainen matemaatikko Bernhard Rie-
mann (1826-1866) piti dosenttiluentonsa
otsikolla "Uber die Hypothesen welche der
Geometrie zu Grunde liegen” Gottingenin
yliopistossa. Tdssd tyossd Riemann:

— esitti abstraktin geometrisen avaruuden
kasitteen

— esitti tavan mitata etdisyyksia (Rieman-
nin metriikka)

— esitti tavan mitata kaarevuutta (Rieman-
nin kaarevuustensori).

Riemannin avaruudet on yleinen geomet-
risten avaruuksien luokka, joka sisdltda
useimmat aiemmin kéasitellyt avaruudet
mutta myds monia muita. Osoittautuu, etta
Riemannin avaruuksissa voi toteuttaa diffe-
rentiaali- ja integraalilaskentaa varsin sa-
maan tapaan kuin euklidisissa avaruuksissa.
Erityisesti Riemannin avaruuksissa on luon-



nollinen Laplace-operaattori, joka mahdol-
listaa monien fysikaalisten teorioiden (ku-
ten sdhkon ja lammon johtuminen, aaltolii-
ke ja kvanttimekaniikka) muotoilun ndissa
avaruuksissa. Kuuluisin Riemannin avaruuk-
silla, tai oikeastaan niiden aika-avaruusvas-
tineilla eli Lorentzin avaruuksilla, muotoiltu
fysikaalinen teoria lienee Albert Einsteinin
yleinen suhteellisuusteoria (1915).

Otsikossa esiintyva konformigeometria
voidaan ajatella avaruuden kulmat sailytta-
vien kuvausten eli konformikuvausten tut-
kimuksena. Konformikuvauksia kaytetdaan
kartografiassa (Mercatorin karttaprojektio),
insindoritieteissd ja suhteellisuusteoriassa,
ja ndiden kuvausten ja niiden yleistysten
tutkimus on ollut Suomen matematiikan
suuri menestystarina.

Riemannin avaruudet antavat luontevan
asetelman konformigeometrialle. Erds pe-
rustava kysymys on seuraava: milloin an-
nettu Riemannin avaruus on konformikuva-
usta vaille euklidinen avaruus? Erddn vasta-
uksen kysymykseen antoi matemaatikko,
fyysikko ja filosofi Hermann Weyl (1885-
1955), jonka mukaan nimetty Weylin kaare-
vuustensori mittaa tdta ominaisuutta, sa-
maan tapaan kuin Riemannin kaarevuusten-
sori mittaa Riemannin avaruuden euklidi-
suutta.

Sekd Riemannin etta Weylin kaarevuus-
tensorit johtavat monimutkaisiin differen-
tiaaliyhtdl6ihin, jotka kertovat Riemannin
avaruuden ominaisuuksista. Ndiden yhta-
l6iden kasittelyssa on hyodyllista kdyttaa
otsikossa esiintyvid mittaehtoja. Yksinker-
taisimmillaan mittaehto tarkoittaa yksikoi-
den valintaa: esimerkiksi pituutta voidaan
mitata metrien sijaan jaardeissa, tai painoa
kilogrammojen sijaan paunoissa. Matema-
tiikassa ja fysiikassa esiintyy yleisempia
mittaehtoja, joiden avulla yhtdléja voidaan

“mitata” esimerkiksi erilaisissa koordinaa-
teissa tai konformiskaaloissa. Riemannin
avaruuksien teoriassa erittdin hyodyllisek-
si on havaittu harmoninen mittaehto, joka
on perdisin Einsteinin suhteellisuusteoria-
toistd vuodelta 1916. Osoittautuu, ettd Rie-
mannin avaruuksissa on erityisia harmoni-
sia koordinaatteja, joiden avulla Rieman-
nin kaarevuustensorista tulevat monimut-
kaiset yhtdlot yksinkertaistuvat. Harmoni-
sen mittaehdon avulla ndhdéaén, ettd Rie-
mannin yhtdaloryhman toteuttavat avaruu-
det ovat mukavan sdadnnollisid (matematii-
kan kielella sanotaan, etta yhtaloryhmasta
tulee elliptinen).

Harmoninen mittaehto on ollut kaytto-
kelpoinen ja hyvin tunnettu useissa Rie-
mannin avaruuksiin liittyvissd sdaannolli-
syyskysymyksissd. Harmoninen mittaehto
ei kuitenkaan ole yhteensopiva konformi-
kuvausten kanssa, ja voidaankin kysya: on-
ko konformigeometriassa vastaavaa hyo-
dyllista mittaehtoa? Vastaus kysymykseen
on myonteinen, ja konformiageometrian
luonteva vastine on n-harmoninen mittaeh-
to (joka liittyy n-harmonisten koordinaat-
tien olemassaoloon) yhdistettynd sopivaan
konformiskaalaukseen. Kyseinen mittaehto
esiteltiin vain vdahan aikaa sitten (Liimatai-
nen-Salo, Mathematical Research Letters
2014). On mielestani yllattavaa, etta tata
perustavaa mittaehtoa ei ole l10ydetty aiem-
min; kuitenkin kyseessd on suoraviivainen
ja hyodyllinen yleistys Einsteinin esittamal-
le harmoniselle mittaehdolle, joka on tun-
nettu jo 100 vuoden ajan. Mittaehdolla on
valittomia sovelluksia konformikuvausten
sadnnollisyyteen, konformigeometrian yh-
taloiden elliptisyyteen ja Weylin kaarevuus-
tensorin tulkintaan. Oletettavasti seuraavi-
en 100 vuoden aikana mittaehdolle 16yde-
tddn muitakin kayttokohteita.
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Gauge conditions in conformal
geometry

Summary

Geometry is one of the oldest disciplines in
mathematics. Euclid’s famous treatise Ele-
ments (300 BC) dealt with the geometry of
the line, plane and three-space based on an
axiomatic approach. These spaces are
called Euclidean spaces, and Euclidean ge-
ometry is the kind of geometry which most
people learn in school. A major develop-
ment in geometry was Riemann’s Habilita-
tion lecture in 1854. In this lecture, Rie-
mann introduced a large class of spaces
(Riemannian manifolds) generalizing Eucli-
dean spaces but still retaining differential
and integral calculus and several physical
theories.

Conformal geometry, or the study of an-
gle-preserving transformations, can be nat-
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urally developed on Riemannian mani-
folds. Various complicated equations that
appear in these geometric contexts can be
studied via suitable gauge conditions. In
Riemannian geometry, the harmonic gauge
condition going back to Einstein’s work on
general relativity in 1916 has been particu-
larly useful. The natural conformal ana-
logue of this condition, the so called n-har-
monic gauge condition, was only discov-
ered recently (Liimatainen-Salo, Mathemat-
ical Research Letters 2014). The n-harmon-
ic gauge condition has immediate conse-
quences to regularity of conformal map-
pings and to the study of conformal curva-
ture tensors, and further applications are
expected to arise in the future.





